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ଉଚ୍ପଷ ଦଭ୍ାକ୍ତ 


ଷଢ଼ିଲି ନାନା ଦେଶ ଭ୍ତ୍ୃଷା, 
କାହି ଡ ନ ସୁରଲ୍ମ ଆଣା । 
ହେଉ ପଛକେ ସେ ନକ୍ୃଷ୍ 
ମୋ ମାତୃ ଷ୍ଷା ମ୍ଭୋତେ ଗ୍ରେଷ୍ଠ । 
—ଫସକର ମୋହନ 


ଓଡ଼ଶା ଗ୍ଵଜ୍ଯ ପାଠ୍ଯସୁସ୍ତକ ପ୍ରଣସ୍ତ୍ରନ ଓ ପ୍ରକାଶନ ସଂକ୍ଥା ୯୯୭୧ ମାଇ 


* < ତାରଖରେ ସ୍ଥାପିକ ହୋଇ ଅନ୍ତୁ 


ବ୍‌ | 


2 | 


୫ | 


ଏଦ୍ର ସଂ୍ଥା ପ୍ରରଣ୍ାର ଭ୍୍‌ଦ୍ଦେଶୟ— 
ସାଧାରଣ ଶ୍ଵ୍ଵବେ ଶିକ୍ଷା ପ୍ରସାରରେ ସହାୟ ଡା ଦାନ ଓ ଏହାର ସମୁନ୍ତ୍ରର ବରଧାନ"! 


ଓଡ଼ିଆ ଶ୍ତ୍ୃଷାରେ ପାଠ୍ଯସ୍ରସ୍ତକ, ଶିକ୍ଷକମ୍ଭାନଙ୍କ ଜମ୍ଭ୍ତେ ନର୍୍ଦେଶକ ପ୍ଲ୍ତକ, 
ସ୍ରଞର୍ର୍ଧୀମ୍ଭାନଙ୍କ ପାଇଁ ସହ୍ରାସ୍ଵକ ବନ୍ଦର, ଶିଷ୍ଷାଲୁଷ୍ମାଳଗୁଡ଼କରେ ଶିକ୍ଷା ଦାନ ଓ 
ବଦ୍ଯା ଚଇଁର ପ୍ରସାର ଭ୍‌ଷସୋଗୀ ଶିକ୍ଷା ସମ୍ପର୍କିତ ଘାନଦ୍ରଜଏ ଓ ଉଚ ଶିଷ୍ା 
ନମଲ୍ତେ ଆବଶ୍ୟକ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରଣସ୍ତନ 1 


ଓଡ଼ିଆରେ ପାଠ୍ଯସ୍ବସ୍ତଥଳକ ରଚଜାରେ ଛ୍ଞାମ, ଅଭ୍‌ଜ୍ଞ ଓ ପ୍ରସ୍ୀଣ ଲେଖକମା ନକ୍କୁଂ 
ଉସ୍ାହ ଦାନ, ସରକାର ଅଅଥକ୍ରା ଅନ୍ୟାନ ଭରପସ୍ଥକୁ କତ୍ତୁଷକ୍ଷଙ୍କ ଦଵାଗ୍‌ ଶିକ୍ଷାର 
ବଭନ୍ତ୍ର ସ୍ତର ଓ ପାଠ୍ଯନମ ଜମନନ୍ତେ ଜର୍ଚାରଭ ବଭନ୍ତ୍ର ବଷସ୍ପରେ ସ୍ତା୍ାଣିକ 
ବଦ୍ର ଓଡ଼ିଆରେ ଅନ୍ଧୁବାଦ, ସରକାର ବା ଅନ୍ୟାନ୍ୟ କଉ୍ଜିଷଷ୍ପକ୍ ଆବେଦ୍ଦନ କର୍‌ 
ଏ ପୂସ୍ତକଗୁଞକ ନମମଲ୍ତେ ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ଅନୁମୋଦନ ଲଭ୍‌ | 


ପାଠ୍ଯପୂସ୍ତକ ପ୍ରଣସ୍ପନ ସମ୍ପର୍କରେ ଗନେଷଣାର ବ୍ଯବସ୍ଥା ଓ ଏଥ ନମନ୍ତେ 
ସହ୍ରାସ୍ସ୍ଭା, ଶିକ୍ଷାର ବଭନ୍ତ୍ର ପଳର ସମ୍ଚର୍କିଭ ସାଦ୍ଵଚ୍ଯର ଗବେଷଣା, ଶି୍ଷା 
ବ୍ୟାପାରରେ ହହ୍ରାସ୍ତୃ ଡା, ସାଧାରଣ ଶିଷ୍ଷାଗତ୍ତ ମ୍ଥାନବୃ୍କିରେ ସହ୍ରସୋଗ । 


ସ୍ରାଧାରଣ ଶିଷ୍ଷାଗଚ୍ତ ମାଜର ଉୃନ୍ତ୍ରର ବିଧାନ ତ୍‌ଦ୍ଦେଶଯରେ ପାଠ୍ଯନମ୍ଭ ଓ 
ଗିସ୍ଥାନମଭ ବଷସ୍ଵରେ ଘରକାର ଓ ଉପସ୍ଥକ୍ତ କ୍ଜିଷଷ୍ଷକ୍ୁ ପ୍ରସ୍ତାବ ଓ ସୂଷାରଣ 
ଏହାର ସୁଚନ୍ତ୍ରଭ ପର୍‌କଲ୍ୟନା ଓ ଉ୍‌ନ୍ତ୍ରର ବରଧାନ । 
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( ଖ ) 


୬ | ଗ୍ରନ୍ଥାଗାର ସ୍ଥାପନ ଓ ସଂରକ୍ଷଣପ୍ପୁଙବ କ ସାଧାରଣ ଷ୍ଵବେ ଗବେଷଣାରେ ସହ୍ନାସ୍ଟରା 
ଏବଂ ବ୍ରଶେଷ ଭ୍ତ୍ବବେ ଶିକ୍ଷା ପାଠ୍ଯସ୍ତ ଓ ପାଠ୍ଯପ୍ତସ୍ଥକ୍କ ପ୍ରଣସ୍ତ୍ନ ସମ୍ବର୍କରେ 
ସହ୍ଵସଯୋଗ ଦାଳ । 


୭ | ତ୍ତ୍ବରଢ୍ ସରକାର ଓଡ଼ଶା ସରକାରଙ୍କ ଆନ୍ଲୁକୁଳ୍ଲାରେ ଲଭ କର୍ସାଜ୍ତଥ୍ବବା 
ଦାନଷନ୍ଧଗୁଡ଼କର ସଂରକ୍ଷଣ, ଭ୍ପସୋଗ ଓ ସନ୍ତୋଷଜନକ ଦୁସାବ ରନ୍ତା । 


୮ | ପୁସ୍ତକଗୁଡ୍କରେ ଅବାଧ ସୋଗାଣ ସଖିର୍ରେ ସେ କୌଣସି ସୋଜନା 
କାର୍ଯାକାସଝ କରବା । 


ସଂସ୍ଥା ଉରଫରୁ ମୁଁ ଏହ ““ଗ୍ଵଣି ଉନ୍ତୁ” ପ୍ରସ୍ତକର ଲେଖକ ଅଧାପକ ଡକ୍‌ଃର 
ମ୍ରାନକେ୍ତନ ଦାସ, ସମ୍ମୀଷକ ଡକ୍‌ଃର ଶୀଧର ମହ୍ରାନ୍ତ୍ର ଭଥା ଭ୍ତ୍ୃତା ସଂଣୋଧକ 
ଡକ୍୫ର ଶରତ ଚନ୍ଦ ପ୍ଧାନଙ୍କୁ ହ୍ରାର୍ଦିକ କୃତ ୍ଞତ୍ତା ଜ୍ଞାପନ କରୁଛୁ । ଓଡ଼ିଶାର ଅଧାପକ 
ଓ ଅଧ୍ଧାଷିକାବୃନ୍ଦ ବଶ୍ବବଦଖ୍ଯାଳୟୁ ସ୍ତରରେ ଓଡ଼ିଆରେ ଶିକ୍ଷା ଦାନ କଲେ ଏବଂ 
ଗ୍ରଛଷର୍ରନ୍ଧୀତ୍ମାନେ ପସ୍କ୍ଷାରେ ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ଭଦ୍ର ଓଡ଼ିଆରେ ଲେଖିବାରେ ବ୍ରତ ରଦ୍ଦ୍ରଲେ 
ଆମ୍ଭ ସଂମ୍ଥା ଦ୍ଵାରା ସ୍ତକାଗିଭ ଉ୍୍‌ପାଦେସ୍ବ୍‌ ସ୍ରସ୍ତକଗୁଡ୍କର ସଦୁଷସୋଗ ହ୍ରେବ ଓ ଏହ୍ଗ 
ସଂସ୍ଥା ପ୍ରଭଞ୍ତାର ମହରତ୍ତ ଉ୍‌ଦଦେଶ୍ୟ ସାଧ୍ବତ୍ତ ହ୍ବେବ | 


ଗଦାଧର ମିଶ 
| ନର୍ୈଶକ 
ଭ୍ଵବନେଣ୍ଟର f ଓଡ଼ଶା ଗ୍ଵଜ୍ଯ ପାଠସୃସ୍ତକ 
୫, ଉସେମୃର, ୯୯୭୭ J ସ୍ରଣତ୍ୁନ ଓ ପ୍ତକାଶଳ ସଂସ୍ଥା 
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ସଚ୍ତୀପନ 


ବିଷିସ୍କ ପୃଷ୍ଠା 
ପ୍ରଥମ ଅଧଧ୍ୟାସ୍ଟ୍‌ 
ଜୌଲକ ଗୁଣି ବ୍‌ 
ଦୃ,ଦୀୟ୍ତ ଅଧ୍ଯାସ୍ 
ସମ୍ମଣ୍େଷଭା ବ୫ 
ଦୃତୀସ୍ତ୍‌ ଅଧ୍ଯାମ୍ 
ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତାମମାଳଙ୍କର ସାଧାରଣ ଗୁଣ ୮5 
[4 
ଚତୁଥ ଅଧଧାସ୍ଟ 
ସ୍ବାଚୟ ଗୁଗି ପରଚସ୍ତ ଏ 
ପଞ୍ଚମ ଅଧ୍ୟା୍ଟ୍‌ 
ର୍ଦଧ ଘାଟ୍ରସ୍୍‌ ର୍‌ଗିକୁଞ୍ଞ ବ୍‌ ୪ 
ଶଣ୍ଡ ଅଧ୍ଯାସ୍ 
ସୀଙ୍ୀସ୍କ୍‌ ସାଂଖ୍ଯରତ୍ତ ଓ ସେମ୍ମାନଙ୍କର ମୌଲିକ 
ର୍‌ଗିମାନଙର ଗୁଣ ବ୍୪୭ 
ସପ୍ତମ ଅଧା 
ଡାସ୍ଟୋପାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ସମୂହ ବଦ ୫୮ 
ଅଷ୍ଟମ ଅଧ୍ଯାସ୍ଟ୍‌ 
ଡାସ୍ଟୋଷାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସତ୍ମୀକରଣ ସମୂହର ( ) ଦବ ୭୪ 
ଜବମ ଅଧ୍ାସ୍ଟ୍‌ 
୪ 


ଡାସ୍ଟୋପାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକର୍‌ଣ ସମୂଦ୍ନ (୩) 
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ଛୁଞ୍ସୁ 

ଦଶମ ଅଧ୍ଧ୍ାସ୍ଟ୍‌ 

୮-ମାଳସ୍ଟ ଘୁରି ସମୂହ 
ଏକାଦଶ ଅଧା 

ବାଙ୍କ ର୍ଵଶିଲୁଞ୍ 
ଦ୍ଵାଦଶ ଅଧାସ୍ଟ 

ଲଣ୍ଡୋମ୍ମାନ୍‌ ଗର ପ୍ରମ୍ଭେ୍ 
ଭ୍ୟ୍ଟୋଦଶ ଅଧ୍ଯାସ୍ଟ୍‌ 

ଗେଲ୍‌ସଣ୍ଡ-ସି ଉର୍‌ ଙ୍କର ପ୍ରମେୟ 
ଚତୁର୍ଶ ଅଧ୍ୟାୟ 

ଗାଣିରକ ଫଳଜ 


ପପ୍ା 


ଏ ଓହ୍‌ 


23୮ 


vee ୪୪ 


rad 
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ପ୍ରଥମ ଅଧାୟ 
ମୌଳଲକ ରଖ 


( Prime Numbers ) 


ଦ୍‌, ଆମ୍ଭେମାନେ ନମ୍ପଲଖିଡ ରୁଣି୍ଥାନଙ୍କୁ ପୁ୍ତିସଖ୍ଯା (Integers) କହୁଁ; 
ସଥୀ 5, = 4, = 3, = 2, = 1, 0, 1, 2, 3, 4, ତ । ଏମ୍ମାନଙ୍କ 
ମଧରୁ 1, 2, 3, 4, :ଆଦ ରୁଶିମ୍ମାନଙ୍କୁ ଧନାସ୍ଥକ ପୁଷ୍ତିସଖ୍ଯା ( positive 
integers ) ଏବଂ = 1, —2, — 3, —4, ee. ଆଦ୍ଦ ଗ୍‌ଶିସ୍ଭାନଙ୍କୁ ଚ୍ରଣସ୍ପନ 
ପୁର୍ଶ୍ତିସଖ୍ା ( negative integers ) କୁହାଯାଏ । ଏହ୍ସ ସୁ ସ୍ତକରେ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ଯାମ୍ଥାନ 
a, b, 6, ++ 1, m, n,'**„ ×, ୬, Zz ଆଦ୍ର ରେମ୍ମୀସ୍ ବର୍ଷ୍ତମାଳାଦ୍ଧାରା ସୃଚତ୍ତ 
ହେବେ । 

ସଦ୍ଦ ଦୁଇଡି ଦନ୍ତ ପୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା @ ଓ ¿ ( ୪20 ) ଏବ କୌଣସି ପୃ୍ଠିସଖ୍ଯା 
c ଜମିବ 0 = bc ସମ୍ପର୍କ୭ ସତ୍ତ୍ୟ ହୁଏ, ଭେବେ ଆମେ & ଦ୍ଵାର୍‌ ଉ/ ବଶ୍ଚଜ୍ଯ ବୋଲ୍‌ 
କହୁ । ଆମେ ଲେ୍‌ଝିରୁ ସେ b/ଜ ! ଏହା ଣ୍ଟ ସେ 

(¦) ସଦ ୯/ ଓ 9/4 ସତ୍ଯ ହୋଇଥାଏ, ଢଡେବେ /4 ସତ ହ୍ରେବ | 

(18) ସଦ ୯/” ଓ ¢/4 ସତ୍ଯ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଡେବେ ସେ କୌଣସି ଦୁଇଝି 
ପୁଶ୍ତିସଖ୍ୟା ୩ ଓ n ନମିଦ୍ଡ ଅ/ (a + ୩b) ସଢଡଯ ହେବ | 

୧.୬. ଧନାସକ ପୁର୍ଷ୍ତିଝଖ୍ୟା ସମ୍ଭଦ୍ରକୁ ଦୁଇ ଷ୍ରେର୍ଣରେ ବତକ କର୍‌ଯାଏ | ସଥା :— 
ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ( P1ime numbers ) ଓ ଶସୌଗିକ ସଖ୍ଯା ( Composite 
numbers ) | 

ସଂକ୍କା :¬ଯଦ  ଏପର୍‌ ଏକ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ସେ 

(1) p> | ( 2, 1 ଠାରୁ ବୃଦୁକ୍ଭର ), ଏବଂ 

() 1 ଓ ¿ ବ୍ୟଖଭ ଅନ୍ୟ କୌଣସି ପୂର୍ଷ୍ଣିସଖ୍ୟାଦ୍ଧାର୍‌  ବଭ୍‌ଜ୍ୟ ନ୍ତ 

ଭେବେ ଆମେ କୁ ଏକ. ମୌଲକ ସଖ୍ଯା କହନ୍ତୁ । 

ଅପର୍‌ ପସ୍ଷେ 1 ଠାରୁ ବୃହତ୍ତର ସେଉଁ ସେଉ ଗୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା ମୌଲକ ନର 3, 
ସେମ୍ମାନଙ୍କୁ ଯୌଗିକ ସଂଖ୍ୟା କୁହାଯାଏ । 
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zB ଗ୍‌ଖିଭକ୍ଧ 


ସ୍ରଥମ୍ୟପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : । ଠାରୁ ବୃହ୍ରଦ୍ଧର ପ୍ରତେକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ( କେତେକ କି ) 
ମୌନ୍ପକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଲ ସହର ସମ୍ଭାଳ ଅଝେ | 
ମାଣ : ମନେକର ଦଦ୍ଚ୍‌ ସଂଖ୍ୟା? ¢ ; ଯବ ଏହା ଏକ ମୌ୍ଞକ ସଂଖ୍ଯା 

ହ୍ବୋଇଥାଏ, ଭେବେ କନ୍ଧୁ ପ୍ରମ୍ଭାଣ କର୍ବବାର ନାଦ୍ଦି । ଯଦ୍ଦ୍ର ଏହ୍ରା ଏକ ଯୌଗିକ ସଂଖ୍ଯା 
ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ ଏହା 1 ଠାରୁ ବଡ଼ ଓ ¢ ଠାରୁ ସାନ ବଭନ୍ତ ପୁ୍ଣ୍ତିସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କଦ୍ଧାର୍‌ 
ଭୟ୍ଠଜ ହ୍ରେବ ! ଏମାନଙ୍କ ମଧରୁ କ୍ଷ ଦ୍ରଭମ ଗ୍ଵ୍‌ଜକର ଜାମ୍ଭ 2। ଦଆସାଉ୍‌ । ତାହ଼୍ରା- 
ହ୍ଵରଲ୍‌ ୨। ଏକ ମୌନଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । କାରଣ ସଦ୍ଦ ୨¡ 1 ଠାରୁ ଵଡ କୌଣସି 
ୁଣ୍ମିସଖ୍ୟା  ଦୃ।ରା ବଭ୍ଜ୍ୟ ହୁଏ, ଭେବେ / ଦର୍‌ ¢ ମଧ ବଷ୍ତ୍ଜ୍ଯ ହ୍ରେବ ଓ 1, 2 
ଅଗେଷ୍ଠା ଷ୍ଠ ଦଉ୍ତର୍‌ ହ୍ରେବ; ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଖ । ଅର୍ଥାତ, ସେ କୈ”ଣସି ଗୁଣ୍ଡିସଖ୍ଯା 
ଏକ ମ୍ଭୌଲକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ବା କୌଣସି ଏକ ମୌଲିକ ପୁ୍୍ିଝଖ୍ୟାଦ୍ରାର ବତ୍୍ଜ୍ଯ ଅଝେ | 
ସୁ୍ତଗ୍ବଂ ¢ ଏକ ମ୍ୌଲକ ପୁର୍୍ତିସଂଖ୍ୟା ୨ ସହ ସମ୍ଭାନ ହ୍ରେବ ବା ଏକ ମୌଂଲକ ପୁ୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟା 
?। ଦାରା ବରଜ ହେବ | ମନେକର €= )¡ । ଅଵେ | ଏଠାରେ 1 <n) < 
ହେବ । 

ପୁଙପର୍‌ 1 ଏକ ମୌଲିକ ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ ବା ଏକ ମୌଲିକ ପୂର୍ଣ୍ଡିସଖ୍ଯା 
2 ଦୁାର୍‌ ବଭ୍ଜ୍ୟ ହେବ, ଅଖା, n¡ =n] pa G 1<n, <n ହେବ । 
ସେଦ୍ସପର,  ଛ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହେବ ବା ଏକ ମ୍ୌଲକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ଯା ୨3 ଦ୍ବାର 
ବଭ୍ବଜ୍ୟ ହ୍ରେବ । ର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରାସ୍କ୍‌ କ୍ଷେତରେ 1 = 3 Ps G 1< ng <n. ଅଛ | - 

ଆମ୍ଭେମାନେ ଏହ୍ଗପର୍‌ ୩1 , ଆୟ, 5, “ “ଆଦ୍ଦ ( 1 ଠାରୁ ବୃଦଢଦ୍ତ୍ର ଓ ¢ ଠାରୁ 
କ୍ଷ ଦଉର ) ଛମହରାସମ୍ଭାନ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟାସ୍ଥାନ ପାଉ । ମମଳଜେକର ଏମ୍ାନଙ୍କ ମଧରେ 
ସ୍ଥ ଦଉମ୍ଭ ଅଝେ । ତାହାହେଲେ × ଏକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ( = ୨×) ହେବ, କାରଣ 
×+ 3 ଏହାର୍‌ ଏକ ତାାକକ ହେଲେ { 4, 72 7 3,-  * } ମଧରେ ୩» ଷ ଦରମ୍ଭ 
ହେବ ନାଦ୍ଦି | ଝଲଢଃ, =} 1 2 ୨3“ * “୨ ସବବେ ‰ ସଂଖ୍ଯକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା- 
ମ୍ଥାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଲସହ ସମ୍ମାନ ହେବ । 

ଏଠାରେ 2 , 22 ,ˆ ˆ “ଆଦ ମୌଲ୍କ ସଂଖ୍ୟାମ୍ଭାନ ପରଞ୍ପରଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର ହ୍ରେବାର୍‌ 
ଆବଶ୍୍ୟକଢ୍ରା ନାଦ୍ତି । ଯଦ୍ଦ ସମ୍ମାନ ସମ୍ଭାନ ଅଳ ¬ ମାନଙ୍କୁ ଏକନ୍ଧ ଗୁଣନ କରାଏ ଓ 
ମୌନ୍ପକ ସଂଖ୍ଯାମ୍ଥାନକ୍କୁ ମ୍ଭବଙ୍କମ୍ଭାଳ ଭ୍ଵ୍ବେ ଲେ୍‌ଖାଯାଏ, ତେବେ ପରଣେଷରେ 


5 >0, ag >0, +, pi < ବେ 
Cc =p; ap a nO (a1 aq pi <p2<---)ଭ 


ପ୍ରକାଶିତ ହେବ । ଆମ୍ପେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କନ୍ତଦ୍ଧ ସେ, 

ରାଣିଉତ୍ତୁର ମୌଲକ ପ୍ରମ୍ଭେୟ୍୍‌ ( The Fundamental Theorem of 
Arithmetic ) ( ଦି ଡୀୟ୍ୁ୍‌ ସ୍ଥମେୟ୍୍‌ ) : ¢ ର ଏହୁ ସ୍ତକାଶନ କେବଲ ଗୋଝ୍ଧଏ 
ପ୍ରକାରର ହୋଇପାରେ । 
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ମ୍ୌଲ୍ଲକ ଗୁଣି 


ପ୍ରମାଣ :— ସଦ ଜ୍ପରେକୁ ପଚ୍ତତ୍ତରେ 6 ର ପ୍ରକାଶନ 


pit ip, 02. * Dr re =q1 P 3qg 2? i a” 


ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢେବେ j= ଏବ ¡= 1, 2,“ *, k ଛମିନ୍୍‌ ¿= ¿ ଓ 
@ = b; ହେବ | 

ତୃଡୀସୟ୍ତ ସ୍ରଚେୟ୍ଟ୍‌ : ଇଉ୍‌କ ଡ଼ ଙ୍କର ପ୍ରଥମ୍ଭ ସ୍ତମେସ୍ତ୍‌ ( Euclid’s First 
Theorem ) :—ଯଦ 4 ଓ › ର ଗୁଣନସଲ 2b, କୌଣସି ଏକ ମୌଲ୍କ ସଂଖ୍ୟା 
2 ଦାରା ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେଜ୍‌ଥାଏ, ଉେବେ 2 ଦର୍‌ @ ଅଥବା » ବଷ୍ଵଳ ଅଃ | 


ପ୍ରମାଣ : ମଳଜେକର 2% ଦର୍‌ @ ବର୍ଜ୍ୟ ନୃହ୍ଦୈ । ଆମେ ପ୍ରମ୍ମାଣ କରବ୍ଧ ସେ 
7 ଦୃାରା 2 ବରାଜ୍ୟ ଅଛେ । 


ପ୍ରଥମତଃ, ୬-0+a:0, pD1-++a0, p(—1)-++a0, ର 
P2+ a3, ee , pm-+Fan, ee ଆଦ୍ର ଗ୍‌ଶିମ୍ଥାନଙ୍କର ସମ୍ବାସ୍ତ (et) 
ବଷସ୍ଲରେ ଚଲ୍ପାକର । ସେ କୌଣସି ଦୁଇ ପୁର୍ଶ୍ଣିସଖ୍ଯା ¥ ଓ ୮ ଜମିନ୍ତ ୨X -+aY 
ଏକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ । ଏଭ୍ସପର ପ୍ରକାଶିଭ ପୁ୍ିସଖ୍ଯାମମାନଙ୍କ ମଧରେ ଲସିଷ୍ଠ ଧନାମ୍ବକ 
ସଂଖ୍ୟାର ନାମ ¶ ହେଉ୍‌ | ତେଣୁ ¶= ୬ ¡ + 4; ଅଝେ | ସଦ ୬X +a ଏକ 


ଧନଜାସ୍ତକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥାଏ, ତେବେ ଏହ୍ରା 4 ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦଷ୍ର ବା q ସଦର ସମ୍ମାନ 
ହେବ । 


ମନେକର ୨X +4୪ କୁ q ଦୁାର୍‌ ଗ୍ଵଗକଲେ ଗ୍ଵଗଫଲ $ ଓ ଗ୍ଵଗଶେଷ 
ମିଲେ ; ଏଦୁ ଷ୍ଵଗଶେଷ 0 ହେବ କମ୍ବା  ଅପେଷ୍ା ସୁ ଦ୍ରଜର ହେକ । ସଲଉତଃ, 

pX+aY = qs + r= (pxj Hay 3) S+r 

ବା, 

p (X-—xjs)+a (Y—y1s )=7r 
ହେବ । ଏଣ୍ 7 ସଂଖ୍ଯାଝି ୬×¬+43 ଆକାରବଶିଷ୍କ ଅଛେ । ଘଦର ଧନାସ୍ପକ 
ହୋଇଥାଅଲ୍ତା, ତାହାହେଲେ ଏହା 4 ଠାରୁ ବୃହଦ୍ତ୍ବର ବା 4 ସହବ ସମ୍ମାନ ଦୃଅଲ୍ରା | 
ମ୍ରାନ୍ଧ ଶେଷୋକ୍ତ କୌଣସି ସମ୍ଭାବନା ସ୍ତର ପରସ୍ଥଳ୍ୟ ନହେ । ଏଣୁ ୮= 0 ଅଟେ । ଏଣୁ 
୬X + 2” ଷ୍ଵବେ ଲିଖିଭ ହ୍ୋଇପାରୁଧ୍ଵା ପ୍ରତ୍ଯେକ ରଶି  ଦ୍ଵାର୍‌ ବତ୍ତଜ୍ଯ ଅଃ । 
ସ୍ନଶ୍ଧ × = 1 ଓ  =0 ଜେଇ ଆମେ ୬ କ୍‌ ୨X + 4 ଭାବେ ଲେଖିଯାରୁରୁ ! 
ଏଣ୍ଣ 4 ଦୁର ୬ ବର୍ବଜୟ ଅଝ । ମାଧ ୬ ଏକ ମୌଲିକ ଗୁଣି ; ସୁଢର୍‌ଂ, ¶= 1 ବା 
q = ୬ ହେବ । ସତନ୍ଦ 9 = ୬ ହୁଏ, ତାହାହେଲେ 4 ଦାର୍‌ ସ୍ରତ୍ତକ ୨X +a 
ବଷ୍ଵଜ୍ଯ ହେଉଥିବାରୁ q ଦୁାର୍‌ @ = 7:0 + 4-1 ବରଜ ଦ୍ରେବମାନ୍ଧ ଏହ୍ବା ଅମ୍ବ 
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¥ ର୍‌ଗିଉକ୍ସ 


ଅହେ । ଏଣୁ 9 = 1 ହେବ । ଅପର ପଷେ, ¶ =×; +433 ହୋଇସିବାରୁ ଆମେ: 
ଦୂଇଝି ପୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା ±; ଓ 2 ଜମି 
px + ay; = 1, ବା 
pxib + ayjb = b 
ପାଇଲ୍‌ । ଉଭୟ ×; ଏବଂ 472, ? ଦାରା ବତଜଯ ହେରୁ, ୬ ଦାରା 2 ବକଳ 
ହେବ । 
ଏ ଟର di ag ax 
ଦ୍ଧ ଖସ୍ତ ସ୍ରମ୍ଭେୟ୍ର ପ୍ତମ୍ଭାଣ : ¬ ସ୍ରଥ୍ଭଭଃ 4 ଦାରା ୨୨" ୨2 ˆ 
ବର୍ବଜ୍ୟ ହେଉ୍ଚବାରୁ 4। ଦାରା ଗୋଝିଏ (ମନେକର) 2% ବଭ୍ବଜ୍ୟ ଅଟ | ସୁନଶ୍ଡ ୨¿ ଓ 
¶। ଉଭସୟେ୍‌ ମୌମଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ 2: = ¶¡ ହେବ । ସେଦୁପର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ଗୋଂହିଏ ଗୋଝିଏ ଏ ସହର ସମ୍ଭାନ ଓ ପ୍ରତ୍ୟକ ୟ ଗୋଝିଏ ଗୋ?ିଏ ସହ ସମ୍ଭାଳ 
ମୂଭର୍ଂ £= ଓଁ ୨ ଏବଂ ୟ ସମ୍କସୂଦୁସ୍କ୍‌ ଛମ୍ଭବଙ ୱ, ହୋଇଧ୍ଯବାରୁ 2୨ = ଏ 1 › 
Po = G2, °° › # = q” ହେବ ! 
ଯଦ୍ଦ 43 < 9; ହୁଏ, ତେବେ 


% 


bi—-a; b br 
pa Pps srr p * =qa qe Prrqr 


ହେରୁ q। ଦାରା ଅ୭› ବା 25› ବା 24, * '› ବା 2 ବବଜୟ ହେବ | ଏଣ୍ aj <b: 
ବା (ସେହୁପର) 25 < @¡ ଅସମ୍ଭବ ଅଝଵେ । ଅଡ୍ଏବ 4; =; ଓ ସେହଦ୍ସପର, 
Gs =bs, Gg = bg, ttt" , ax = bx 268 | 

ଦ୍‌ -୩, ଏ୍ସ ପରଚ୍ଜେଦରେ ଆମେ କେତେକ ଗ୍ୁଣିପୁଞ୍ତର ଗୁଣ ଆଲେଚନା 
କରବା । ମନେକର ଆମ୍ଭକୁ ଦୁଇ? ନଦି ଷ୍କ ଧନାସ୍ମକ ପୁଶ୍ତିସଖ୍ଯା ଓ ଓ ୬ ଦଆଯାଇଅନ୍ତୁ 
× ଓ ୬ ସେ କୌଣସି ଦୁଇ ଗୁ୍ିସଖ୍ୟା ହେଉ୍‌ । × ଓ 2 ର ବଭ୍ନ୍ଧ ସାନ ନେଇ ଆମେ 
×+ 0 ଗୁଶ୍ତିସଖ୍ୟା ପାଉି । ଏଦ୍ଭତଲ ଗଠିତ ସମସ୍ତ ସଂଖ୍ଯା {4+} ଏକ 
ର୍ଥିସ୍ଞ ( Number Ring ) ଗଠନ କରେ | ଏଦଗ ରାଗିସୁଞ୍ଚରେ 1 ଲ୍ସିଷ୍ଠ ଧନାସ୍ଥକ 
ସଂଖ୍ୟା ହେଉ । ଅର୍ଖାନ୍ନନ ଦୁଇଵି ପୁ୍ତିସଖ୍ଯା ‰¡ ଓ ୨ ନମିକ ଏ =ax; + by; | 
ଘଦର 2% +0 ଏକ ଧନାସକ ମୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଆାଏ, ଢଭେବେ ଏହ୍ରା ଏ ଅପେକ୍ଷା 
ବୃଦ୍ଧଦ୍ତ୍ରର ବା 1 ସନ୍ମସମ୍ମାନ ଅଟେ । 


ଆମେ ପ୍ରମ୍ଭାଣ କରର୍ଧ୍‌ ସେ, 1 ଦାରା ର୍ଶିସୁଞଚର ପ୍ରତ୍ୟେକ ସଂଖ୍ଯା ବରଷ୍ପଜ୍ଯ ଅଟେ 
ଏବଂ ଯଦ୍ଦ କୌଣୈ ସଂଖ୍ଯା ୩ ଦ୍ଵାଗ୍‌ ଜ୍‌ @ ଓ & ବରତ୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢଡେବେ 
n ଦ୍ଧାଗ୍ଛୁd ବଷ୍ତ୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବ । 
ପ୍ରମାଣ : ମଜେକର 4 କୁ ଁ ଦାରା ଭ୍ଵଗକଲେ୍‌ ଭ୍ତ୍ଗସଲ 4 ଓ ଭ୍୍ଗଶେଷ 
ଞ୍ଜିଲେ । ଏଠାରେ 0 < < d ଓ 4 = d¶ +++ ଅବ | ସୁଚର୍‌ଂ, 
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ମୌଲକ ରଶି ୫ 


r=a-dq=a—q(ax; + by;) 
=a (1—qx1 )+b ( —qy1)=axp + bys 
ତ୍ତ୍ବବେ ଲ୍‌ଝିଉ୍ତ ନୁଏ । ଏଣୁ + ଧନାସ୍ଥକ ହ୍ରୋଇଧ୍ଢଲେ ଏହା | ଅପେଷ୍ା ବୃଦ୍ରକ୍୍ୁର ବା ଏ 
ସହ ସମ୍ଭାନ ହେବା ଆବଣ୍ୟକ ହ୍ରେବ । ମ୍ଭାନ୍ଧ ଏନ ଦୁଇ?ି ସମ୍ଭାବନା ମଧରୁ କୈୌ!ଣସ୍ଥିଃ 
7 ଜମିଲ୍ବ ସଉ ନେ । ଏଣୁ 7=0 ଅଃ ଅର୍ଥାରୁ, d ଦର୍‌ @ ବତକ ଅଃ ଓ 
-ସେଦ୍ଦଵପର୍‌ 1 ଦୁାର୍‌ 2 ବତ୍କ ଅଖ । 


ସଦ୍ର କୌଣସି ସଂଖ୍ଯା ୩ ଦ୍ବାଗ୍‌ & ଓ » ଉ୍ଭସ୍ଟେ ବତଷ୍ଠଜଯ ହୋଇଥାନ୍ତି, 
ଭେବେ 4 =k ଓ b= #1 ' ହେବ ଏ ଝଲଭଃ, ମd=ax; + by; = (kx; 
+ 1); )” ହେବ ଓ n/ଓ ହେବ । ଆମେ ଏକୁ 4 ଓ 2 ର ଗର୍‌ଷ୍ଠ ସାଧାରଣ 
ଗୁଣମୀୟ୍ଟକ ( Highest Common Factor ) କହୁ । ଏହ୍ସ ପୁସ୍ତକରେ 
@ ଓ b ର ଗର୍ଞ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍କସ୍ସକଲୁ (' 4, 2 ) ରୂଚ ଲେଖସିକ | 


ଏହା ଷଷ୍ଟ ସେ 4 ଓ ¬ ଏହୁ ଗଗିଦୁସ୍ଟର୍‌ ଗର୍‌ଣ୍ଡ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍ଗସ୍କକ 
ହୋଇଥିଲେ, 4 + 9 ) = ସମୀକରଣରେ × ଓ ୨ର ମୃଲା ପୁଣୁିସଂଖ୍ୟା ହେବା ନମଲ୍ରେ 
ଁ ଦାରା ନ ବଭ୍ବକଏ ହେବା ଆବଶ୍ଯକ । ଅପର୍‌ ଅଷ୍ଷେ 1 ଦ୍ଵାରା ॥ ବଷ୍ତକ୍ଯ ହେଉଥିଲେ 
ଆମେ ଅଜ୍ତଢଃ ପଷ୍ଷେ ଏକ ସୋଡ଼ା ×, ୬ ପାଇଗାରବୁ , ସେପଷର୍‌ @ + by =» 
ହ୍ରେବ | 


ଯଦ୍ଦ 4 ଓ ଥର ଗରଞ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣୋସ୍ତୁକ 1 ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଆମେ 4 ଓ କେ 
ପରହ୍ପର୍‌ ପ୍ର ମୌନ୍ଲକ ( ୦-prime ) ବୋଲ" କିହୁ' 1 ଏହୁ ଶେରେ 4 ଓ ର 
1 ଠାରୁ' ଭୁଲ୍ଧ ଅନ୍ୟ କୌଣସି - - ସାଧାରଣ ସ୍ଞସାଦକ ( common “factor ) 
ନ ଥାଏ ର 


ସେହ୍ସପର, ଯଦ୍ଦ୍ ୩ ସଂଖ୍ଯକ ଧନାସ୍ପକ ପୁର୍ଷ୍ିସଖ୍ଯା 4, ଅହ," * "5 
.ଛୁଆସାଇଥାଏ,. ଆମେ ଏପର୍‌ ଏକ ଧନାସ୍ପକ ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ଏ ପାଇଥାବ୍ଧଂ ଯାହ୍ରାଦ୍ଧାର୍‌ 
ପ୍ରତ୍ୟକ ଏ ବଭ୍ତ୍ଜ୍ଯ ହ୍ରେବ ଓ ଯଦ୍ଦ ଅଳ୍ଯ କୌଣସି ଧନାସ୍କ ପୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା ଦାର 
@1, @ୟ)“* “ ; *› ଏ ବିଭ୍ଵଜୟ ହଲେଜ୍‌ଥାଏ, ତେବେ # ଦାରା ¥ ବିଭ୍ବଜୟ ହ୍ଵେବ. | 

. - ଏହୁ ଗୁଶ୍ରିସଖ୍ୟା ଏକୁ 4; , ଥୟ › 4 5 * “ * *, 4 ର ଗରଣ୍ ସାଧାରଣ ଗୁଣହୀସ୍କ 
କୁହାସିବ ଓ =( 41, 42, 2 ) ସବେ ଲେଖାସିବ । ପୁଝ୍ପର୍‌ ଆମେ ଏପର୍‌ 
A ସଂଖ୍ୟକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା %) , 22," ' '› ପାଇପାରୁ ` ଯେଅର 

d= a3x) +ag%g + °” "Fare | 
ହେବ । ଏହ୍ରାର ସଉ୍ୟଢା ଆମେ & = :2 ଜମ୍ଭିଣ୍ଵ ପ୍ରମାଣ କର୍‌ବୁ । ପ୍ରଥମତଃ, ` ଆସେ 
ଦେଖିବ୍ଧୀ ସେ, ଯଦ £ > 2 ହୁଏ, ଭେବେ 
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୬ ଘଶିତତବୁ 


(a1, aa, aR) ={ (a), a9," 0% 1), 2 } ଅଝଵେ । କାରଣ, 
ିନେକର dr- 5 =( Q1;, Qa" *y Ckw 1 ) ଓ d.=( G1; Qa, '', ax ) 5 ” 
ସଲତତଃ, d/a; (i=1, 2, ++, < — 1) । ସୁକର୍‌ଂ d/d- 3 ଭୋ Ha 
ଅପର୍‌ ପକ୍ଷେ ସନ୍ଦ୍ର /d- ¡ a ର ଢାହ୍ରାହେଲେ c/a, C/ag,- * “ ର 
C/lan- 3 G c/lax ; ଏଣ୍ଡ c/d« .“. d.=(di- 1, ax) | 

ମନେକର ଆମ୍ଭେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରପାରଛୁ ସେ, d= (4, , ଥମ ହେଲେ 
କେତେକ ପୂୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା (91 ,- - *,୪) ଜମିଷଦ୍‌ =a; 93 + * + 0,୬, ଭାବେ 
ପ୍ତକାଗିଭ୍ ହୋଇପାରେ । ଜାହ୍ନାହ୍ରେଲେ ଦୁଇ? ପୁଣ୍ମିସଖ୍ୟା 2), 2+ ¡ ଜିମିଶ 


dr+ 31 = (dr, r+ 1) = der + ar 4 5 Zr+1 
=a; (92 wr) +a (33 wr) +--+ ar (yee + Qr+12¢+32 
=da1Z21 +agZg +--+ Qrzr+ Or 4 5 Ze4 1 


ଷ୍ଟବେ ପ୍ରକାଟିଭ ହ୍ରୋଇପାରବ । ସ୍ଥାନ (41,49) = d. ଲକୁ ଆମୈ 01% 3 + a 2% 
ତ୍ଵବେ ପ୍ତକାଶିଭ୍ତ କରପାଦୁ । ଏଣ୍ଣ (41, 4ଛ, @5)=dଛକୁ ଆମେ 0131 + 
4 $ + 438 ଭାବେ ସ୍ରକାଶିଭ କରପାରବ୍ଧ । ଏହ୍ରପର ଅଷ୍ତସର ହ୍ରେଲେ ଆମ୍ଭେ 
ଦେଝିପାରବ୍ଧ ସେ, କେତେକ ପୁର୍ଶ୍ରିସଖା £) , £, ' '› ‰„ ଜମିଶ 


(a1, Gq, °, x)= dy ™ a) £1 + a9 fa + + Fax, ହେଵ | 


ବ-୪, ଦୁଇଝି ଧଳାସ୍ବକ ପୁ୍୍ରିସଖ୍ୟା (natural number ) a ଓ bର ଗର୍‌ଞ୍ଠ 
ସାଧାରଣ ଗୁଣଙଜୀସ୍ତୁକ ଇଉ୍ଭକ୍‌ ଡ଼ ଘର କଲନପ୍ର୍ଵ ସ୍ତ ( Euclid’s algorithm ) 
ଦ୍ଧାର୍‌ ନଶ୍ତିସ୍ଵ୍‌ କଗ୍‌ସାଏ । ଏଦ୍ର ପ୍ରର୍ଵ ୟ୍ଟା। ନମ୍ପରେ ବ୍ତିଭ ହେବ । 


ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, ସଦ 2 =2 ହୋଇଥାଏ, ତାହ୍ରାହେଲେ (a,b) = (4,0) =a 
ଅଟେ ! ତେଣୁ ଆମେ 4୪୫୦ ନେବ ; ମମଳେକର 9 < 4 ଅଖ । ଜାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 
2 ଦାରା ଉକୁ ତ୍ତରଗକର । ମନେକର ଭ୍ତଗଫଲ q¡ ଓ ତ୍ଵଗଣେଷ 7; ଦ୍ରେଲ୍‌ । ସୁଳସ୍ତ, 
7; ଦାରା ଠିଲୁ ' ଗକର ଏବଂ ଭ୍ଗସଲର ଜାମ୍ଭ 9 ଛ ଓ ତ୍ଵଗଣେଷର ନାମ୍ଭ 79 ଦୂଅ । 
ଉସ୍ସରେ ୨ ଦ୍ଵାଗ୍‌ 7୨ କୁ ତ୍ତରଗକର ତ୍ତରଗଫସଲ ଓ ତ୍ତଗଣେଷର ଜାମ୍ତ ସଥାନ୍ଦମ୍େ 
¶. ଓ 3 ଦଅ ।! ଏହ୍ଗପର୍‌ ଅଗ୍ରସର ହ୍ରେଲେ ଆମେ ଡମ୍ଣଣଃ +4, , ˆ * ଆଦ ଘାଉ୍‌ ¦ 
ମ୍ରାନ୍ଧ ତ୍ଵଜକ ସପ୍କଦା ସ୍ଵଗଶେଷଠାରୁ ବୃଦହ୍ଧଦ୍ଧର ହେଉ୍‌ଥବାରୁ > > 7 > 8 > “ * 
> rg Pree ହୁଏ । ଏଠାରେ 7, 7 ଛୁ“ * “ଆଦର ଛମହ୍ନାସମ୍ଭାନ ପୁର୍୍ଡିସଙ୍ୟ: 
ହୋଇଥିବାରୁ କୌଣସି ଏକ  ନମିଦ୍ଵ „+ ; = 0 ହେବ | 
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ମୌନ୍ଧକ ଗୁଣି $ 


ଜଵପରବର୍ଣ୍ତିତ ୍ତ୍ଗର୍ନ ୟ୍ଵାମାଳ ନମ ସର୍ମାକରଣମ୍ମାନଙ୍କ ଦାର ସୃଚତ୍ତ ହୁ ଅନ୍ତ । 
ସ୍ଥଥା : a—q,b= 71, 
b—qari = ro, 
Y3 — Qasr a = 7 sp 
Yn-9 — Gorn - 1 = fms 


Yn-3 — Gao 1 r„ =0. 


ମେ ନ୍‌ ଭୁ  ଗ୍ଵଚେ ଲେ୍‌ଖିବ୍ଧ' । ଶେଷ ସର୍ୀକରଣରୁ ଏହା ଞ୍ତଷ୍ଣ ସେ, / ଏୟା 
₹,- । ବଭ୍କଳ୍ୟ ଅଝେ | / ଦାରା 7» ଓ ₹@ ¬ ¡ ବତ୍ତଜୟ ହ୍ରେତ୍‌ଥବାରୁ ଶେଷ ସନ୍ଭୀକରଣନ୍ତ 
ପୁର୍ବ ବଣ୍ଭୀ ସନ୍ଭୀକରଣର୍ୁ ଆମେ ଭ୍ଲଢଚିପାରୁ ସେ, / ଦୁାଘ୍‌ ନକୁ ବିଭ୍ତଜ୍ ଅତଃ । ସୁନ, 
¬ 9 ¬ ୮: 1 = & ଦୂରୁ ଆମେ ଦେଖୁଁ ସେ ) ଦାରା × 6 ଆ ବସ 
ହେଉ୍‌୍ଢଲେ / ଦୁାଗ୍ଵ ୬ ଛ କ୍୍କଜ୍ଯ ଦ୍ରେବ । ଏଣ୍ରି 4 ଦାଗ ୮ନ-୨ ଓ ନ କୁ ବିତ୍କଜ୍ୀ 
ହୋଇଣ୍ଚବାଭୁ / ଦ୍ଵାଗ୍‌ ହୁ ଓଁ ସେହ୍ସଯରି ମଳ-4) 7n- 5, 78, Ye, 71 € 
ପଣ୍୍‌ଣେଷରେ 2 ଏବଂ 4 ପ୍ରଭୈନ୍ଧେ ବଗ୍ଜ୍ଯ ଦ୍ରେବେ । 


ଜ୍ଞାପର ପଷ୍ଷେ ଯଦ 1 ଦ୍ଵାଗ୍‌ ¿ ଓ 2 ବ୍ରତ୍ତଜ୍ଯ ହ୍ରେତ୍‌ଥାଏ, ତେବେ 4 
= ¬ 5 5 ର୍ଶିଝି d ଦାରା ବଭ୍ତଜ୍ୟ ହ୍ରେବ ; ସୂଜଶ୍ଧ, 7 ଦୁାଘା ” ଓ 7; ବସ୍ତ୍ଭ 
ହେଉ ୍ବ୍ତାରୁ ଏହ୍ରାଦ୍ଵାଗ୍ଵ ୮୨ =2¬q 7; ବତଭ୍ତତ୍ଯ ଦ୍ରେବ । ସେଦ୍ରପର : ଦାଣ୍ଡ 
] ଓ ୮. ବିନ୍ତଜୀ ଦ୍ରେଭ୍‌ଥଦାରୁ ଏହ୍ରାଦ୍ରାଗ୍‌ ୮୫ = ୨୨ ¬ ଃ* 2 ବିତ୍ତଳଏ ହେଵ | 
ଏଦ୍ରପର୍‌ ଅତ୍ତସର ବହ୍ବୋଇ ଆମ୍ଭେ ପ୍ରମାଣ କରୁ' ସେ 1 ଦାରା ନ = 7» = ମନ - = Ga #- 
ବ୍ରଜ ହ୍ରେବ ।. 


ଝ୍ରଲଭା, ଆମ୍ଜେ ପ୍ରମ୍ମାଣ କଲ୍‌ ସେ, (4, ) = ଅଵେ । ପର୍‌ଣେଖଣ୍େ 
ଆମେ ଦେଖ ସେ, 


A=1. = reg — Gn Yo-1 = 1n-9 — Ga (Ye-g —Ga- 9 Ya $) 
=( — qe) rn- 9“ (Gu Ga- 5 F 1) Tn- a 
= ( — ga) Yn g + (Gr qo + (tn 4 — Gee 9 n= 8) 
= (Gaqn- 53 HF 1) nua + (— Gn — Ga- 9 — GnGa- 1 Gr 2) m8 
= eee =a Pa+b Cn 
ସ୍କବେ ପ୍କାଶିତ୍ତ ହୁଏ । 


ଭ୍‌ଦାଢରଣ ସ୍ପରୂପ, 741 ଓ 1079—ଏଦୁ ଦୁଇ ପୁ୍ୁିଫଖ୍ୟା , ଜଆସାଭ୍‌ 1 
ଉପରୋକ୍ତ ପ୍ରର୍ଵ ୟ୍ଵାକୁ ନ ମ୍ମମତ୍େ ଲେଖ :—' 
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ଫଲଭଃ, 741 ଓ 1079 ର ଗର ସାଧାରଣ ଗୁଣଜୀସ୍ଵକ 13 ହେଲ † ପୂଜଶ୍ଡ, 
13 =338 — 325 = 338 — 5(6 5) = 338 — 51741 ¬ 2(2338)} 
= 11(338) = 5(741) = 11(1079 —.-741) ¬ $(741). 

= 1079-(11)+741(— 16) = ay x5 +a X92 


ହେଲେ ‰) =11 ଓ ‰„ = ଆ 16 ଅଃ | ଏହ୍‌ କାରେ ଆମେ (4; › 49) 
=d =a; ×; + 22%. ନସ୍ମରେ × ଓ %2 ର ଦୁଇ ମଲ ପାଇପାରୁ । 


୧ ୫. ` ଯଦ୍ଧ ଦଲଲ ଗୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା & ଓ h ପରସ୍ପର ଗ୍ର  ନୌଲକର ହୋଇଥାନ୍ତ 
(ଅର୍ଥାଭ୍‌ ; (k, hp) = 1 ହୋଇଆଏ ), ଖୈବେ ଆମେ ଏପର୍‌ ଦୁଇଛି ଗୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା x G 
 ପାଇପାରବୁ , ସେପର kz + WY — "ବହି । ଏହ ଢ୍ରଥ୍ୟର ଏକ ପ୍ରସ୍ଟୋଗ ଛସ୍ପିରେ 
ସଦଶ ହେଲ । ବି 


ମନେକର ଏକ ଦନ୍ତ ଧନାସ୍ପକ ଗୁ୍ତିସଖ୍ଯା। ଅଝେ । ବଶ୍ତିମ୍ମାନ 0 3 .1 
ହଧଧବଶ୍ତୀ ସେଉ ସମସ୍ତ ପ୍ରକୃତ୍ତ ଭଗ୍ନାଂଶର ଲବ ଓ ହର ପରଷ୍ପର ସ୍ତର ମୌଲିକ 
ହୋଇଷ୍ସବେ ଓ ସେଉଁମାନଙ୍କର ହର 7 ଠାରୁ ବୃହନ୍ତ୍ର ହୋଇ ନ ଅବି, ସେମାନଙ୍କୁ ଏକ 
ଛମ-ନଳ ମାନ ଗ୍ରେର୍ଣରୂଗେ ସଜାଇ ଲେଖ । ଏହାକୁ ॥ ମର ସାରେ ଗ୍ରେଣ (Farey 
Series) କୁହୁାଯା୍ଯ ଓ ¿ନ ଭୁୃବେ ଲେଖାଯାଏ ; ଯଥାଃଖ୨ କା ଞ 


Esp{ Ph PE, Ps aoe 
` !q Go Gs ' 
I 0<q<n, Pro Bra) 

qe qGr+1 
ଉଦାହରଣ ସ୍ତରୁଷଟ ସଦ୍ଦ (ଯ, £) =1 ହୋଇଥାଏ 6 < h<k<n 


ହୋଇଥାଏ, ତେବେ £ ଭଗ୍ରାଂଶନ୍ତି £. ଷ୍ରେଣରେ ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏକ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇପାରେ । 


: : (ps, ’ = 
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ମୌଲକ ଗୁଣି 4 


ସୁନଶ୍ଡ 0 ଓ 1, $ ଓ ‡ ଭଵବେ ଲ୍ଝିଭ ହ୍ରୋଇପାରୁସ୍ବବାରୁ ଦୁହେ ନ ର ଅନ୍ତ କ୍ତ 
ଅଛନ୍ତର ! ର ଏର 

Fs {2, ¥, 5 3» 3, ଝି 3, ¥, zo 5, Hl 

ଆମେ ପ୍ରମାଣ କର୍‌ଦ୍ଧ ଯେ କୌଣସି ନ୍ଦ ଷ୍କ ସାରେ ଷ୍ରେର୍ଣରେ 

(8) ଯଦ  ରଗ୍ନାଂଶର ଠିକ୍‌ ପରବ ଉଗ୍ନୀଂଶ୍ FE ହୋଇଥାଏ, ଢ଼େବଵେ 


kh’ — hk’ = 1 ହେବ ଏବଂ 


(¦) ସବଦ 2 ଭଗ୍ନାଂଶ ଠିକ୍‌ ପରବଃ୍ଜୀ ର୍ନ 2 ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ 
h’ h+h" A 

7 on La rp ଏ | 
RF E+ 


(8) ର ସମାଣ : ଓ: ପରସ୍ପର ପ୍ରଭ ମୌ ଲକ ଓହାଇଥିବାରୁ ¥ - ୟ = ର 
ଏକ ପୁଷ୍ପ ସଖ୍ୟାବଶିଷ୍ଣ ଅଛୁ । ସଦ୍ଦ ‰»› 9/. ଏକ ନ୍ଦ ୟୁ ସମାଧାନ ସମାଧାନ ଚହାଇଥାଏ, 
:ଢଡେବେ ସେ କୌଣସି ଏକ ପୁର୍୍ତିସଖ୍ୟା ୮ ନେଇ ଆମ୍ଚେ × + ମ, ୬୦+ କୁ ଅନ୍ୟ 
ଏକ ସମ୍ଭାଧାଳରୂପେ ପାଉଁ । ଆମେଂଏପର ଏକ ନେରୁାସେପର ଅ-&< Vo + rk <n 
ହେବ | ର ଏଦୁ ମୂଲ ନମିଶ୍‌ x = 0 + ମମ ଓ ) = ୦ + ହେଉ | ଏହୁ × ଓ 
କମିଦ୍ବ × ¬ ୟ = 1 ହେଭୁ ×, )/ ପରଷତର ସ୍ରର ମୌ ଲକ ହେବେ ଏବଂ ପୁନଃ, £ > 
ହୋଇଣ୍ୟବାରୁ × < )/ ହେବ ( କାରଣ ସ୍ଦ × > ହୁଏ,  ଭେବେ ke=hy>1 


ହେବ) । ବଶ୍ଚିମାନ (×, 2)=1 6 ୨ <n ହୋଇଷ୍କବାରୁ ' ଭୁଗ୍ଧାଂଶଵି £, ଛେର୍ଣର 


' ଅନ୍ତର୍ଗତ ହେବ । ଅପର୍‌ଥଷ୍ଷେ, 
x _h h ee Ro acoଣୀ ର 
Lh ।ରୁ ନ ଶ୍ରେଣୀରେ ”ର ପରବର୍ତୀ ଏକ ଉଗ୍ରାଂଶ 
E = > £ ହୋଇଧ୍ବାରୁ £» ଗ୍ରେର୍ଣରେ ¿ର ଷରବଭ୍ି ଧା 


ରୁପେ ' ରହବ | Nn 


: h’ 
# ର ଆ ।ଣ କଣ୍ର୍ସ୍‌ ସେ = = ; 
୪ ଆଡ଼ମପ ପ୍ରମାଣ କରିବୁ ph 


ahs an ହେବ । ପୂନଶ୍ତତ £ ଅhk' ଏକ pm ହୋଇଥବାରୁ 


hh hk hk’ 
FET FE PEE 


; ଅନ୍ୟଥା ୟଦ୍ଦ ” a ; ହୁଏ ଚଢେବେ 
x kh’ 
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୧. ଗ୍‌ଖିଉନ୍ନ 


5G 5) + (& -&) 
ky ky y kk \»y 
1 _k+y 1 
Pte Fl by 
ହେବ; ( ଏଠାରେ ॥ ¬ < ୨. + k= ) < ॥ ର ବ୍ୟବହ୍ବାର କର୍୍‌ସାଇଛ୍ୁ )› 


ମାନ Es ଅସମ୍ଭବ ଅଝେ । ସୁଉଗ୍ଵଂ, as ହେବା ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 


ମୁଭର୍‌ଂ, 2b ମାଛ (x,3) = 1 =(h’ ,k') ଅଖ । ଏ§ୁ x =h' 6 


y =k’ ଅଝେ | ଝଲଭଃ, kh —k h=kx —hy=1 ହୁଏ | 
(2) ର ପ୍ରମ୍ମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ, ( ¦ ) ଅନଯାସ୍ୀ ଆସେ 


kh —kh =1 ce ee (A) 
G kh -—-hB=1 ce eens (B) 
ଷାଉଜ୍ଛୁ । (A) ସହ &" ଓ (ଚ) ସହ ‰ ଗୁଣଜ କର ସୋଗକଲେ 
Rh’ (RR =hk" )=h+h ++ c++ (C) 
ମିଲବ । ସୂନଶ୍ବ, (4) ସହ &" ଓ (5) ସହ & ଗୁଣଜଳ କର ସୋଗକରେ 
k’ (kh — hk )=k+k" ee oe (D) 
ମିଲର । (C) କୁ () ଦୁାଗ୍‌ ଭ୍ବଗକଲେ ଆସ୍ତେ 
kh _h+h' 
kK k+k 


ପାଇବ୍ଧୁ । 

୧.୭. ଏଠାରେ ଆମେ ଦୁଇଵି ଧଜାସ୍ପକ ପୁ୍ରିସଖ୍ୟା 4 ଓ 2 ର ଲଘିଷ୍ଠ ସାଧାରଣ 
ଗୁଣମୀୟ୍୍‌ କ ବ୍ରଷସ୍କରେ ସ୍‌ ଚଜା ଦେଲୁ । 

ସଂଣା : ମନେକର ୩ ଏପର୍‌ ଏକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ସେ (ଏ) ଙ/m ଓ b/m ଏବଂ 
(୨) ଘଦ୍ @/¢ ଓ b/c ସତ୍ୟ ହୁଏ, ଭେବେ m/c ସଭ୍ଯ ହ୍ରେବ, ଭାହାହ୍ରେଲେ ଆମେ 
m କୁ ଓ ଓ ର୍‌ ଲଦପଚିଣ୍ ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀସ୍ବକ ( Lowest Common 
Multiple ) କହୁ ଓ m =[ 4, ] ଷବବେ ଲେଖ୍‌ । ଏହା ଷଷ୍ଟ ସେ (<) ଓ (୨) 
ସଵ୍ଭିଦଧତ୍ଟ ପୁରଣ କରୁଥବା ଏକରୁ ଅଧକ ୩ ଅସତ୍ତବ । ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରଦ୍ୁ ସଂ 
[ a,b ] - ( a,b )=ab 68 | 

ସ୍ତମ୍ଥାଣ : ମନେକର ( @,b ) =d, a=a;jd G b=b;d ଏବଂ (a1 ,b1} 
= 1 ଅଃ | ଆମେ ଗ୍ରମ୍ଥାଣ କରବ୍ଧ ସେ, [4,0] = abd 2b ଅଟ । ଛ୍ଥଣ୍ତଭଃ 


a/ab; =aj bid G b/ajb=a; bid. 
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ଖମୋୌକ ଗୁଣି qc 


ସଂ ଝସ୍ଟ୍‌ଭଃ, ସଦ a/c ଓ b/c ଜୁଏ, ଫ=c; a=c;ja;jd ଓ c=’ 
b=c;'b;d ହେବ | ଏଣୁ 6143 =; 9) ବା, (42,0;)= 1 ହେରୁ 1/5 
ହ୍ରେବ | ଅଉଏବ ‹¡ =; ଜଅ | ସଲଢଃ, ¢ = 1010 =& bad ହେବି | 
ଅର୍ଥକୁ, 4; 1/୦ ; ସୂଭର୍ଂ, 0; b1d=([a,b] 6 ab = [a,b] - (4b) ଡ଼ୁଏ | 

ସଂ : ମଜେକର୍‌ 41, @ହ, @ଛ, °" “ , ଆହk ସଂଖ୍ଯକ ଧନାସ୍ରକ: 
ପୁର୍ପ୍ିସଖ୍ୟା ଓ ୩ ଏପର୍‌ ଏକ ପୁର୍ଷ୍ତିଝଖ୍ୟା ସେ 

(<) = 1, 2, 3, -- “, ଜମି @¿/m, ଏବଂ 


(2) ସଦ {= 1, 2, 3, - +“,  ଛମିଶ୍‌ @;/C, ତାହାହେଲେ m/c ସଭ 
ଅଝଵେ ; ଆମେ ୩ କୁ @1, ୟୁ, “+ * , „ ର୍‌ ଲ୍ସିଷ୍ଣ ସାଧାରଣ ଗୁଏମସ୍ଳ କହୁ, 
G m=[ a1, Gg, +e , 2] ଲେଖିରୁ । ଆମେ ସ୍ତମ୍ଥାଣ କରଦ୍ତୁ ସସ, ସଦ 


i=1, 2, 3, ce -- 5 Rk ଜମିନ୍ତ୍‌ a =p Da 2s pe 


( ୬ଳ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ଏବଂ ¿0 ) ହୁଏ ଓ ସ୍ରଚ୍ତେକ = 1, 2,  - “+ ପାଇ 
× ( ¦=1, 2, -  * 2) ମଧରେ ସଙଂବୃହନ ‰ର ମୃଳା ୬ ହୁଏ, କେବେ 


Xi 
1 


{ a2, ag, c+: ,ax ]=p1 2 + pal rrp”! 
ହେବ । 
ସ୍ତମଭାଣ : ଛୁଷ୍ପୃଭଃ, ସର ¢ ଜମିଲ୍‌ @,/91” ! pg ?-- p," 
ଏବଂ ସଦର ଅ= 1, 2, 3, ++ - - › £ ଜମିଦ୍‌ @‹/୦ ଭେକେ {=$ ଜମିଲ୍‌ ¿3 = ୬୨ 
ହୋଇଣ୍ଢଟଲେ୍‌ ଆମେ a/c ରୁ 2/ € ଷାଇବୃ;ସେନ୍ଦୁପର par’, Dar? eves 
pe” ପ୍ରଚ୍ତୟକଙ୍କଦ୍ଧାଗ୍୍‌ ୯ ବଷ୍କଜୟ ହେବ ଓ ସଂଲଭଃ, (5,”: pel? pr” ic 
ହେବ 
ସ୍ଥଣ୍ଡମାଳା ୧. 
1. ସଦ ¦ ୪୫; ଜମି୍୍‌ (4, 2› = 1 ହୁଏ, ସ୍ମାଣ କର ସେ 
[ a1, @g, cre , G4] =a} - a 2°“ a» ଅଵି | 
2- ପ୍ରମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ (41, @ଛୁ¡ ++ “+ + , Gx] = 
[ (a2, Gg, tt ’ as- 1); ar] 


3. ସଦ (4,8) =1 ଓ /4 ହୁଏ, ସ୍ମାଣ କର ସେ (c,9) = 1 ଅଵେ | 
4. ପ୍ତମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ (ma, mb) =m !a,b) 
5. ସଦ (4,5) = 1 ଡୁଏ, ପ୍ରମାଣ କର ସେ (ac,b) =(c,b). 


Digitized by srujanika@gmail.com 


VV ଗଘ୍ରିତ୍ତକୃ ‹ 


6- ( @, nj n2* ' "ଆ£) = 1 ହେବା .ଳମିଲ୍‌ (4,7; ) = (@, no) = + ‹ = 
(4, ,) = 1 ହୋଇଥିବା ଆବଶ୍ଯକ ଓ ୟଥେଷ୍ଟ ଅଝ୫େ ବୋଲ୍‌ ପ୍ରରପାଦନ 


କର୍‌ | h 
7» : ସିଦି ¥ › 2 › ˆ * “ * ', 2+ ସଧତର ସଙଂକନିଞୁ ର ମିଲ୍ୟ : ଧଳ ହୁଏ, 
ପ୍ରମାଣ କର ସେ (@¡ , @ୟ, + + + - , Hn) =p) ipa 2p, 4" ଅଃ | 


୧-୭ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କ ବଷସ୍ଵରେ ଆଲେଚନା : 
( ¦ ) ଇଭ୍‌କ୍‌ ଡ଼ ର ଦ୍ଦ ଖସ୍କ୍‌ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ ମୌଲିକ -ସଂଖମାନଙସଂର ସଂଖ୍ୟା 
ଅସୀମ୍ଭ ଅଃ । 


ସ୍ତମ୍ମାଣ : ମନେକର ୪ ଏକ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ଯା: ଅଃ ; ଆମେ ପ୍ତମ୍ମୀଣ : କରୁ 
ସେ  ଅପେସା ବୃଦ୍ଦକ୍ଦ୍ରର ଏକ ` ମୌ'ଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅନ୍ତୁ । ମନେକର 
q=(2:3 5-7-1 1: + HE l 


ବର୍ତିସ୍ମୀନ 2, 3, 5, 7, 11, +“, ୭ ଏହ ମୌ୍ନକ ।ସଂଖ୍ୟାମାନଙ୍କ: .ମଧରୁ କା! ଦାରା 
ଦଷ୍ଷିଣପାଶ୍‌ ସ୍ଥ ଗି ବୃତ୍ତଜ୍ୟ ହୋ ନ ଖବାରୁ ବାମପାଣ୍‌ ସ୍ଥ ରି 4 ମଧ ଏମାନଙ୍କ ମଧରୁ 

କାହାଦ୍ରାର୍ବ ବର୍ରନ୍ୟ ଳ୍ଟଦି | ସୂଢ଼ର୍‌ଂ, 4 ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ମୌଲ୍ଲକ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ୨ ଅପେଷ୍ା 
ବୃଢଦ୍ଧରୟ ଅର୍ଥାତ୍‌ , ୨ ଠାରୁ ବୃଛିର ଏକ ' ମୌଲକ ସଖ୍ୟଦ୍ରାନ୍ବ 4 ଵଶ୍ବିଜୟ, ବା, 4 
ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଅଝେ । ଏଣୁ ସେ କୌଣସି ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ୬ ଠାରୁ ବୃହ୍ର 
ଅନ୍ଯ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅନ୍ତୁ | 


' ଏଠାରେ ଦଣ୍ଡ 'ସେ 2 ଠାରୁ ` ବୃହର ପିଚ୍ୟକ ମୌଲ୍ଲକ ୧ ସଖା ଏକ ଅସ୍ପଗର 
ରାଶି (୦d teger) . ଅଃ : | , ଏଣୁ. ଏମାନକୁ" ଦୁଇ ଗ୍ରେର୍ଣଚୂର ଲେଖାଯାଇପାରେ, 
ଯଥ 1.: p= 4n +1 ବା p¥4n+3. 
` ({#) (4 + 3) ଆକାରରେ ସକାଶିତ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଅମ 

ଅଛେ | 

ପମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ, 3=4:04 3 ଏହି ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଅଝେ । ଯଦଦ 
୦ = (2*-3-5-7-1 1+ - +୬) ¬ 1 ହୁଏ, ରେସଁବ ୦, (42+ 3) = ଆକାରରେ ପ୍ରକାଶିତ 
ଏକ ସଂଖ୍ୟା ଅଃ । ମାନ୍ଧ 2,-3; ©“, ୭ ମଧରୁ - କାହାରଦାରା ୦ ବାଜ ଜବ | 
ଏଣ୍ମ ୟର ସ୍ରତ୍ୟକ ମୌଲକ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ଅଟେଷା- ବୃହ୍ର 'ଅଵେ ।: ଅପର ଖଷେ, (ଲୁ 
କେବଳ ‘4 4+ 1) ଭ୍ଵବେ ଲଖିଉ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କର ଗୁଣନସଂଲ ରୂପେ ପ୍ତକାଣ 
କରବା ଅସମ୍ଭବ ଅଚଶଂ ; କାରଣ (475 + 1) (4n 5 +1)- + + (47 4+ 1) = 
(47+ 1) ଅଟେ । ଅଣାକ଼, ୬ ଠାରୁ ବୃହ୍ଧ୍ର ଓ (47:3) ଶ୍ବବେ ପ୍ରକାଣିଉ 
ହେଉଥବା ଏକ ମୌନ୍ଧକ୍ ସଂଖ୍ୟାଦ୍ରାର୍‌ ୦ ବର୍ଵଜ ହେବ । ସୁଭଗ୍‌ଂ ଟଯେଇଜୀଣସି ମୌଲିକ 
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ମୌଲ୍ନକ ର୍ଵଗି a 


ଖ୍ଯା: ୨ ଘଆଯାଇଧ୍ବଲେ ୨ ଠାରୁ ବୃଦ୍ବର ଓ (4+ 3) ଆକାରର ଏକ ` ମୌଲିକ 
ର ସଙ୍ଦା ମିଲପାରବ | ଏଣ୍ର (47+ 3) ଆକାରର ମୌନଲକ ସଂଖ୍ୟା୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 
ଅସୀମ୍ଭ ଅଝଵେ । 


ପ୍ରଣ୍ଧ : ସ୍ତମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ (67+ 5) ଭ୍‌ବେ ପ୍ରକାଶିତ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ୟମ୍ଥାନଙ ର 
ସଂଖ୍ୟା ଅସୀମ୍ମ ଅଝେ । 


() ଉରକେେଙକର ସ୍ତମେସ୍ତ ( Dirichlet’s theorem ). — ସଦ 
( a, 8) =1 ହୁଏ, ଡେବେ" (47+ 8) ଭାବେ ସ୍ରକାଟିତ ମୌନ୍ନକ ସଂଞ୍ୟାମ୍ଭାନଙ୍ଖଟ 
ସଂଖ୍ୟା ଅସୀମ୍ମ ଅଃ | 

ଏଦ୍ସ ସୁସ୍ତକରେ ଆସ୍ତେ ଏଦବ ପ୍ତମ୍ଭେସ୍ର ପ୍ରମ୍ଭାଣ ଦେଇପାରବ୍ୁ ନାହି । 

ଜମ୍ପ-ପ୍ରଦତ୍ତ୍ର ଅଳ୍‌ପ୍ତାନସମ୍ଭହ ଏପର୍ଯାଲ୍ତ ସ୍ତମ୍ଭାଣିଭ ହୋଇପାର ନାଙ୍ଗି । 

(କ) (7 + 1) ଖୂଵବେ ଲଝିଢ ହୋଇପାରୁଥବା ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟାତ୍ପାନଙ୍କର ସଂ 
ଅସୀମ୍ଭ ଅଝଵେ ( ? ) ; 

(ଖ) ନ” ଓ (ଆ + । )? ମଧରେ ସସଂଦା ଗୋ?ିଏ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଥାଏ ( ˆ 7; 

(ଗ) 4 ଠାରୁ ବୃହର ପ୍ରତ୍ଯେକ ସ୍ଥଗ୍ନସଖ୍ଯା ଦୁଇୈି ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା 
ସୋଗଫଲ ଅଖ ( ? ) ; 

(ଘ) 9 ଠାରୁ ବୃହଦ୍ତର ସ୍ରଢ୍ୟକ ଅଥୁଗ୍ଧ ସଂଖ୍ୟା ରନୋଵି ମୌଲକ ସଂର 
ସୋଗସଲ ଅଃ ( ? ) ; 

(ଙ) ଏପର ଏକ ସଖ୍ୟା % ଅଛୁ ( * ) ; 

_ସାହାଠାରୁ ବୃହତ୍ତର ସ୍ତଡ୍ୟକ ସଂଖ୍ୟା ଏକ ଗୁଶ୍ମିବଗ ଵା ଏକ ମର୍ଷ୍ତିବର୍ଗ ସଦର 

ଏକ ମୋଲକ ସଂଖ୍ୟାର ସୋୋଗଫଲ ସହ ସମ୍ମାନ ଅଝେ । 


୧.୭, <ଠାରେ କେଡେକ ଆବଣ୍ୟକ ସଙ୍କେଢ ସ୍ଥର୍କରେ ଅଳେଚନା କର୍‌ସିଦ । 

(<) ବୃହୁ୍ତମ ପୁ୍୍ିସଖ୍ୟା ଫଲନ ( Greatest Integer Function ,— 
ସେ କୌଣସି ଗଵଣି × ନମିତ୍ବ ଆମେ କମ୍ପ ଗୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା [×] ନଶ୍ମିସ୍କ୍‌ କରଦ୍ଧ । ସଠ ର 
ମୂଳା (4+ 1) ଠାରୁ ଛୁ ଦୂଭର ହୋଇଥାଏ ଓ 4 ଠାରୁ ଝୃହଦ୍ତର ହୋଇଥାଏ ବା 2 
ସହ ସମ୍ମାନ ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ [%]=4 ଅଖ, [ ଏଠାରେ @ ଏକ ଗୃର୍ଣ୍ଣିସଂଖ୍ୟା ] । 
ଅର୍ଥାତ, × ଠାରୁ ଅନଧୂକ ସଙ୍କବ୍ଧହ୍ଧ ଗୁ୍ତିସଖ୍ୟା [ «] ଅଝେ | ସଥା = 1-25 ] = 1, 
[3.7]=3, [5,.01]=5, [ — 3:7] = ¬ 4, [ = 1:25] = ¬ 2, ଇଢ୍ୟାଘ । 

(›) ଯଦ ଦୁଇି ଗୁଣ୍ତିସଖୟା 4 ଓ & ଜମିଶ୍ଞ (2 — 8) ଏକ ଧଲାସକ ପୂର୍ପ୍ତିସଂଖୟା 
ହୋଇଥାଏ, ଢାହାହ୍ରେଲେ ଆସ୍ତେ 4, 8 ଅପେଷ୍ା ବୃଦହଦ୍ଧର ବୋଲ୍‌ କହ୍ଧର୍ଧ ଓ ଏଦ୍ରାଲୁ 
a>b ନ ଲେଖିବ । ଏଠାରେ &, 4 ଅପେଷା ଷ୍ଠ ଦଢର ଅନ୍ନ ଓ ଆମେ ଥ<a 
ଲେଖୁ 
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୪ ର୍ଵଥିଭକୁ 


(୩) ଯଦ ୮ ଏକ ରଚାଣାସ୍ପକ ଗଵଣି ଦ୍ରୋଇଥାଏ, ଜାଦ୍ଵାଦ୍ରେଲେ ( — ) ଧନାସ୍ପକ 
ହ୍ରେବ ଓ ଏହାକୁ ୮ର ଷରମ୍ଭ ମ୍ଥାନ (absolute value) କୁହାସିବ । ଧନାସ୍ଥକ 
ଗଘ୍ଶିମ୍ଭାନ ସ୍ତକ୍ୟେକେ ଜଜ ଜଳର ପର୍‌ମ୍ଭ ସ୍ଥାନ ବୋଲ କୁଦ୍ମାସିବ । ସେ କୌଣସି ଗୁଣି 
ର ପରମ ମାନକୁ | ± | ଭ୍ବେ ଲେ୍‌ଖାସିବ ; ଅ୍ଥାୁ 

%„ ଯଦ୍ଦ × ଏକ ଧନାସ୍ପକ ଗୁଣି ହ୍ଲୋଇଥାଏ, 

Ix I= { 0, ଯଦ୍ଦ × = 0 ହୁଏ, 

— ×, ଯଦଦ ± ଏକ ଚାଣାସ୍ପକ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ । 

(୪) ଯଦ @ ଅପେଷ୍ା ‹ ବୃହତ୍ତର ହୋଇଥାଏ ବା @ ସହ 2 ସମ୍ଭାନ ହୁଏ, 
ଆମେ 4 < ଲେଖ୍‌ । ଯଦ୍ଦ × ଅପେଷ୍ଷା ) ଷ ¦ ଦଉର୍‌ ଦ୍ରୋଇଥାଏ ବା × ସହର 
ସମ୍ମାନ ହୁଏ, ଆମେ ± >= › ଲେଖିବ | 
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ଦ୍ଧ ତୀୟ ଅଧ୍ଯାୟ 
ସମଗଖେଷଡା 


( Congruence ) 


୧-୨୬. ସୁନେକର ୩ ଏକ ଧନାସ୍ପକ ପୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ ଏହ୍ରାଦ୍ଵାଗ୍ଵ (× ¬ 2) ବଷ୍କଜଯ 
ଅଟେ ! ଆମେ କନ୍ଦ୍ରଦ୍ୁ୍‌ ଯେ, 7 ମାନାଙକ ( mଠdulus ) ନମି ×, ଥି ସହୁ ସମଶେଷ 
ଅଃ | ଏହା = 4 ( ମାନ  ) ଭବବେ ଲ୍‌୍ଖିଇ ହେବ । ଅପର୍‌ ପଷ୍ଷେ, ଯନଦ୍ଦ ଦ୍ଵାର 
(× ¬) ବଷ୍ଠଜଯ ଜନ ଡ଼ୁଏ, ଆମେ କହୁ ସେ, ମାନାଙ୍କ କମିଶ୍‌ ×, 4 ସହୁ ଭିନ୍ନ ଶେଷ 
({ incongruent ) ଅ6୫ G ଲେଖୁ , x=Ea ( ମାନ m ).` 


ମ୍ଥନେକର୍‌ ± = ( ମାନ  ) ; ଆମେ m ମାନାଙ୍କ ନମିତ୍‌ ଡ କୁ × ର 
ଏକ ଅବଣେଷ ( ୮୧୨ଧରe ) ବୋଲ୍‌ କହୁର୍ଧ । ସୁନଣ୍ଟ ସଦ 0 <a<m—1 
ହୋଇଥାଏ, ତେବେ m ମାନାଙ୍କ ନମିଶ୍ଵ କୁ ର ସଙ୍କଳ୍ପ ଅବଶେଷ ( Least 
ଫesidue ) କୁଢ଼ାସିବ | ଏଦା ନ୍ଥଷ୍ ଯେ ଯନ୍ଦ ଦୁଇଵି ସଂଖ୍ଯା @ ଓ „ ପରମ୍ତର ସହ୍ଧ 
ମ୍ଥାନାଙ୍କ ନମିତ୍ତ୍ର ସମଭଣେଷ ହ୍ରୋଇଥାଆନ୍ତ, "ତେବେ ଏଦ୍ର ମ୍ଥାନାଙ୍କ ଜମ୍ିତ୍୍‌ ସେମ୍ତାନଙ୍କର୍‌ 
ସଙ୍କ ନମ୍ପ ଅବଶେଷ ସମ୍ଭାଳ ହୁଏ । 


ଘଦ୍ଦ ଏକ ନଙ୍କିଷ୍କୁ ଅବଶେଷ  ଆସାଇଥାଏ, ତେବେ ସେଦ୍ଧସ ଅବଣ୍େଷ ସହ୍ମ, 
ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ତୟ ସେଉଁ ସମ୍ଭସ୍ତ ଟୁ ୍୍ତିସଖ୍ୟଯା ସମଣେଷ ଅଃଲ୍ତ, ସେମ୍ମାନେ ୩ ମାନାଙ୍କ 
ନମ୍ମିଷ୍ତ୍‌ ଏକ ଅବଶେଷ ଷ୍ରେର୍ଣ ( Class of Residues ) ଗଠନ କରନ୍ତି । ଏ 
ଅବଶେଷ ଷ୍ରେର୍ଣ ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି ଦୁଇଵଝି ରଵଶିର ବସ୍ଟୋରଗଫଲ m ଦ୍ବାର 
ବତ୍ତ୍ଜ୍ଯ ଅଃ । 

ଉଦାହରଣ :¬ମସନେକର ୩ =4 ଓ 4 = 3; ଡାହ୍ବାହ୍ରେଲେ ଆ=&a 
( ମାନ m ) ବା, × = 3 ( ମାନ 4 ) ହେଲେ ( × ¬ 3 ), 4 ଦୁର ବର୍ବାଜଯ ହେବ | 
ଅର୍ଥରୁ, ± — 3 = 49 ହେବ | ଏଣୁ × = 4 + 3 ହେବ ! 4 ର ବରନ୍ତ ଗୁ୍ରସଖ୍ୟା- 
ବ୍ରଶିଷ୍କ ମୂନ୍ଲା ସମସ୍ତ ଜେଇ ଆମେ ‰ର ସକଲ ପ୍ତକାର ମୃଲା ପାଉ୍‌ । ଏତଦ ମୃଲସମୃଦ୍ର 
ସେଉି ସମ୍ଭୁକଳୟ୍ଵ୍‌ ଗଠନ କରନ୍ତି, ତାହ୍ବା ଦ୍ରେଉ୍‌ଛୁ, { ---, ¬ 17, ¬ 13, ¬ 9, ¬ $, 
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ବ୍୭ ର୍ଵଗିଉନ୍ସ 


_ 1, 3, 7, 11, 15, 19, ` } ଏହୁ ସମ୍କସୟ୍‌ ଅଲୁର୍ଗଉ ସେ କୌଣସି ରୁଣିଦ୍ଧସ୍ଟର 
ଅଲ୍ତରଫଲ 4 ଦ୍ଵାର ବଶ୍ତଜ୍ଯ । ଆମ୍ଭେ ଏହ ସମଭୁଚଚସ୍ତୁର ନାଭ ( 4 ମାନାଙ୍କ ନିମିତ୍ତ ) 
ଅବଶେଷ ଶ୍ରେର୍ଣ 3 ନାଭ ଦେବ୍ଧୁ । ସେଦଭ୍ରପର— 


O={ ---,—4, 0, 4, 8, 12, ° - } 

I={ +7, 3,1, 5, 9,-- } , ଓ 

D={ +, —6,—2, 2, 6, 10, } 

ସେନ୍ଦ୍ରଫଣ୍ଠ ୩ =¬ 5 ହେଲେ ଆସେ 5 ଗୋଡି ଅବଶେଷ ଗ୍ରେର୍ଣ ପାଉ୍‌; ଯଥା : 
O={ -++,—15, 10,—5, 0, 5, 10, 15, -} 

I={ -,— 14, 9,—4, 1, 6, 11, 16, } 

D={ +, — 13, 8,—3, 2, 7, 12, 17, } 

3={ +, = 12,7, 2, 3, 8, 13, 18, } 

4={ +e, —11,—6,—1, 4, 9, 14, 19,--- } 

ଏକ କଙ୍କ ଣ୍ରେର୍ଣର ସେ କୌଣସି ଗ୍ଵଣିକୁ ସେଭ ଅବଶେଷ ଶ୍ରେଣୀର ଏକ 


ଗତ ନଧ ( ୮epresentative ) ଲୁହାସାଏ ! ଏହା ଖ୍ଷ୍ଟ ସେ ଏକ ସ୍ତଦତ୍ତ୍ର ମ୍ଭାନାଙ୍କ 
m ଜନନ ସମୂୁଠାସ୍ଟ ୩ ସଂଖ୍ଯକ ଶ୍ରେ୍ଣ, ଯଥା :— 


0 =f{ 6 = 3m,—2m,—m, 0, m, 2m, Im, r+ } 
T={ +, 3m+ 1 ,—2m+ 1, m+ 1, l,m+1, 
2m+1, 3m+1,-- } 
D={ 3m +2,--2m+ 2, m+2, 2, m+2 
2m +2, 3m +2, ++} 
r ={ +, —3m+ r,—2m+ r,=m+r, r, m+r, 
2m+r, 3m-+tr, + } 
m-1={ +, —2m-—1,-m-1,-1,m-1,2m—1, 
3m—1,4m—1, ---} 
ନ୍ଥିଲେ ଓ ଏହ୍ଢ ଗ୍ରେର୍ଣମ୍ଥାନ୍ଞର 0, 1, 2, 3,“ ', ୩ 1 ଗୋଝ?ିଏ ଗୋଝିଏ 
ପ୍ରରନଧ୍ୟ ହେବେ । ଏମ୍ଭାନଙ୍କୁ ବା ସ୍ତତକ ଗ୍େର୍ଣାରୁ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପ୍ରଭନଧ୍ୟ ନେଇ 
ଆମେ ସେଉଁ ସଂଖ୍ୟକ ର୍‌ ଗମ୍ଥାନ ପାଉ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ୩ ମାନାଙ୍କ ଜମିତ୍ଵ ଭ୍‌ନ୍ସଶେଷ- 
ବମିଙ୍ସ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ ସଂପୁଶ୍ତି ସମ୍ଭବାସ୍ତ ( Complete system of 
incongruent residues ) କୁହାସିବ । 
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ସମ୍ପଣେଷିତ୍ତା 9 


ସମଶେଷଡାମାନଙ୍କର କେତକ ଗଣ : ଏହା ଖୁଣ୍ଟ ସେ ଏକ ଜକ ନଦ୍ଦିସ୍ଣ 

ମାନାଙ୍କ 7 ଜମିଦ୍ତ ନମ୍ପଲ୍‌ଝିଉ୍ତ ବଷସ୍ଟମାନ ଖ୍ରଷ୍ଣ ଅଃ । 

(3) ଯଦଦ 4 = ହୁଏ, ତେବେ 9 =a ହେବ | 

(#8) ସଦ @ = ଓ b = ଢଜୁଏ, ଢଭେକେ 4 = ହେବ | 

(¦) ସଦ 4 = ହୁଏ, ଢଡେବେ ସେ କୌଣସି ପୁର୍ଣ୍ତିସଖଯା 2 ଜମି 
ka = kb ହେବ 

(୭) ଯଦି @ = 9 ଓ 2' = ' ହୋଇଥାଏ, ଢଡେବେ a+a' =b+b' ଓ 
ଅa' = b' ହେବ | ସୁନଶ୍ଡଟ ଏହ୍ରାର ସୁଜଃ ସୁଳଃ ପ୍ରୟ୍ଟୋଗ ଫସଲରେ ଯେ କୌଣସି 
ଧନାସ୍ପକ ପୂର୍ଶ୍ତିସଖୟା ୨ ନମିଦ୍ତ୍ ୟଂ = 9” ହେବ । 

(2) ଷରଣେଷରେ ଆମେ (3), () () ଓ (¦) ର ସ୍ରସ୍ଟୋଗ ଫଲରେ ଦେଖୁ 
ସେ ସଦ ୪ (x) = Co + C1 xX +C 2% + ax + “+ ନେ ହୁଏ ଏବଂ 4 
ଏକ ଏକ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହୃଅନ୍ତତ ଡେବେ @ = ଓ 8 = ହୋଇଥିଲେ (a) = P(b) 
= P(c) ହେବ | 

୬-୬. ସରଳ ସମଶେଶଡା (Linear Congruence) : ଭୁଷରଲ୍‌ରିକ୍ର 
ଗୁଣାବଲୀ ଆମେ ପ୍ରାଥମିକ ଝୀଜ-ଗଣିଭରେ ଦେଖିବାକୁ ପାତ୍‌ । କେବଲ ବ୍ରସ୍ଟ୍କନ ରହ ସ୍ଲା 
(Division) ସ୍ରାଥହ୍ଚିକ ଝୀଜ-ଗଝିଭରେ ଏକ ସମଞ୍ତ୍ଵାବ୍ଯ ପ୍ରର୍ଵସ୍‌। ଅଃ୫, ସାରା 
ସମ୍ମଣେଷଢାମ୍ମାନ ଜମ୍ଚିଦ୍ଵ୍‌ ସମ୍ନବ ନ ହୋଇପାରେ; ଅର୍ଥାଉ୍‌, ସଦ୍ଦ a = ka’ (ମାନ 
m) ହୁଏ, ଡେବେ @ = 4' (ମାନ m) ସତ୍ଯ ନ ହୋଇପାରେ । ଉଦାହରଣ ସ୍ଵରୂପ, 
2-8 = 2:5 (ସାନ 6) ଅଃ, ମାନ୍ଧ 8 =£ 5 (ସାନ 6); ନସରେ ଆମେ ବରାକନ ହଁ ୟା 
ସମ୍ଭବ ହେବା ନମଲ୍ତେ କେଉେକ ସାହ୍ବାଯ୍ୟକାର୍ ସନ୍ଚି ଭ୍‌ପସ୍ଥାପନ କରଲ । 

ଚତୁର୍ଥ ପ୍ରମେମ୍ଟ ¬ ଯଦ ଓ m ଷରଖର ସ୍ର ମୌଲକ ହ୍ରୋଇଥାଆନ୍ତ୍ ତେବେ 

ka = kb (ମାନ Mm) ହେଲେ 4 =  (ନାନ m) ହେବ ! 

ପ୍ରମାଣ : ମନେକର ub (ମାନ Mm); ଢେବେ କୌଣସି ଏକ , 
(0 < < m), ଜମଲତେ 4 ¬ 8 = mq + 7 ହେବ | ସନକ, (ଅ, m) = 1 ଦହେଉୁ 
kx + m3 = 1 ସମୀକରଣର ଗୃ୍ଶ୍ରିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍କ ଏକ ସମାଧାନ = ଓ ¥ = 6 
ମିଲପାରେ | ଫଲଢଃ, krxo+mryo =7r, ଵା, =ml(yo) +x, (ka — 
kb = kmaq) ହେବ | ମାଛ ‰@ = 2b (ମାଳ m) ଦଦ୍ଠ ଅଛୁ | ଏଣୁ + = 0 (ମାନ m) 
ହେବ । ଅ୍ଣଡ୍‌ , ? ଦାରା ₹ ବଳ ହେବ | ମା 0 < < m ହେରୁ ଏହା ସମ୍ଭବ 
ଜହେଁ । ଫଳଢଃ, 4529 (ମାନ ୩) ୂସଞୁବ ଅଃ । 

ପଞ୍ଚମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ ନ ଓ ୩ ର ଗରଣଞ୍ଟ ସାଧାରଣ ଗୁଣଜୀସ୍କକ ଁ ହୋଇଥାଏ, 


ଭେବେ a = kb (ସାନ m) ହୋଇଥିଲେ @ = (ମାଳ =) ହେବ । 
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୮ ରାଗିଡନୃ 


ପ୍ରମପାଣ : ମଳଜେକର & = jd 6 m=mjd ଏବଂ (k5, m5 )= 1-768 | 
ଏଠାରେ £2 8 = #2 (4 ୭) ଚରୁ, 4 =) (ମାନ m;) ଓ ଚରୁଣି 
m mi 
ସ୍ରମେସ୍ବ୍‌ ଅନସାସ୍ତୀ, (£; , 1 ) = 1 ହେରୁ , @ = 9 (ସାନ m¡ ) ସତୟ ହେବ । 
ଶଷ୍ଠ ପ୍ତଚତମସ୍ଟ : ସଦ (£, m) = । ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ &× = 1 (ମାନ m)ର 
ମାନ ଗୋଝିଏ ସମ୍ାଧାନ ଅନ୍ତୁ | 
ପ୍ରମାଣ : ଏଠାରେ (× = 1), m ଦାରା ବଷ୍କଜ ହେବା ନସଚଲ୍ତେ kx — / = 
Mm; ବା × — m =1 ହେବା ଆବଶ୍ୟକ | ± ଓ ର ବଭନ୍ତୁ ପୁ୍ରିସଂଖ୍ୟା ବରିଷ୍ଟ ମଲା 
ନେଇ ଆମେ ସେଉ ର୍‌ଗିସୁଞ୍ଜ {× ¬ ୩} ଗଠବ କରୁ , ସେଦ ରାଶିସ୍‌ଞ୍ଞରେ ଲସିଷ୍ଟ 
ଧନାସ୍ଥକ ର୍‌ଶିଵି 1 ଅଃ | ସଦ 2 = M୩୨୦ = 1 ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ x =1%, 
ନମ୍ଭିଦ୍ତ × ¬ m = 1 ଅଥାକ୍‌, × = 1 (ମାନ ) ହେବ । ଅପରପଷ୍ଷେ, ସଦ 
X= x1, xX MQ ସମ୍ଭଣେଷତାର ଡୁଇଡି ସମ୍ଭାଧ୍ାନ ଦତୃଅନ୍ତ ଢଭେବେ kx; = 1 = kx g 
(ମାନ m) ହେରୁ, ଚରୁ ପ୍ରେସ ଅନଥାସ୍ଟୀ, %) = × „ (ମାନ ୩) ହେବ । ଆମ୍ଭେ 
ଦେଖିଲୁ ସେଟ ଯ୍ଦ ୩ ମାନାଙ୍କ ନମିନ୍ତ kx) =1, kx, =l, kxg =l, kxs = 
Le, Rx EL -- ଦ୍ମଏ, ଢେବେ %] = ¥ = ¥ = “ “ “ = × = - - < (ସାନ m) 
ହେବ ! ଚେଣୁ 2 = 1 (ସାନ m) ର ସମସୁ ସମାଧାନ ଗୋଡିଏ ସ୍ଥାନ୍ଧ ଅବଶେଷ ଣ୍ରେର୍ଣ 
ଗଠନ କରନ୍ତ । ଏଦ୍ସ ଅବଶେଷ ଗ୍ରେର୍ଣୀ ଅଲ୍ତର୍ଗଉ ସମ୍ଭ୍ତ ର୍‌ଣି ୩ ମାନାଙ୍କ ବଶିଷ୍ଣ 
ଗଣନାମ୍ଭାନଙ୍କଚେ ଗୋଝିଏ ର୍‌ଶିତ୍ତବେ ବବେଚଉ ହେବେ, ଅଥଆାତ୍‌, 2 = 1 (ଜାନ m)ର 
ଗୋଝିଏ ମଥା ସମ୍ମାଧାନ ମିଲବ । 


ଆମେ (0, 1, 2, 3, 4, ର ଅକ. ରଜାପ୍ର ନତ ଗମୁଶ୍ତିସଖ୍ଯା 
ସମ୍ଭୁଚୟ୍କୁ ଏ ନାମ ଭେ ba for Natural numbers) ; ନଷ୍ଟ, (0, — 
- 2, 3, = 4,“ ଓ) ଦ୍ଦ ପୁଣ୍ପିସଖ୍ଯା୍ମଥାନଙ୍କର ସମ୍ଭୁଚସ୍ଟକୁ ଏ ଜାନ 


ଦେବୁ ଏ ଓ _N ର ରାଗିସମ୍ଭହ ସମ୍ତସ୍ତ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କର ସମ୍ପଚୟ୍ଟ {- - 
¬ 3,¬ 2,¬ 1, 0,1,2,-"" ଗଠନ କରନ୍ତ । ଏର ସମଭୁଚସ୍ଟକୁ 2 କୁହାସାଏ 

{Z for Zahler) ; ଅଖାଜ୍‌, 

Z=N-N 

ପୁନଣ୍ଢ ୩ ସ୍ୀନାଙ୍କ ଛମ୍ଚି®୍ଷ {0, 1, 2, - mt} ଏର 
(mM = 1) — ସଂଖ୍ୟକ ସମ୍ଭଶେଷ ଶ୍ରେର୍ଣମ୍ଥାଳଙ୍କର Zz କୁହାସାଏ ; ଅଣାଉ୍‌, 

Zm=10, 1, 2, +, r, cm -— 1} 

ଷଷ୍ଠ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵର ଢାସ୍ତର୍ଥା ଏଦ୍ସ ସେ, × = 1 (ମାଜ m)—ଏନ୍ସ ସମ୍ଭଣେଷତାର 

ସମସ୍ତ ସମ୍ଥାଧାନ Zଳର ଗୋଵିଏ ସମଶେଷ ଶ୍ରେର୍ଣ « ଗଠନ କରନ୍ତ 
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ସମ୍ଭଣେଷରା ବ୍ଧ 

ସପ୍ତମ୍ଭ ଗ୍ରମେମ୍ଟ୍‌ : ସଦ (£, m)= d ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ × = 1 (ମାଳ 
m)ର କୌଣସି ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ମିଲବକ୍ରା ନମ୍ମନ୍ତେ 1 ଦାଗ 7 ବର୍ଵକଜ ହ୍ରେବା ଆଦ୍ରଶ୍ୟକ 
ବିଷସ୍ବଵକତ ମେ, ସଦ୍ଦ ଁ ଦ୍ଵାଗ୍‌ 7 ବର୍ତଜ୍ଯ ଦୁଏ, ଭେବେ ଏହ୍ସ ସମ୍ଭଣେଷକାର୍‌ ଏ ଓ 
“କେବଲ 4 ସଂଖ୍ୟକ ପୃଥକ୍‌ ପୃଥକ୍‌ ସମ୍ଭାଧାନ ମିଲବ । 


ସ୍ତମ୍ଭାଣ : ମଜେକର ‰× = 1 (ଞାଜ m) ର ଏକ ସମାଧାନ ଅଛୁ ; ଅର୍ଥାତ୍‌, 
କୌଣସ୍ଲି ଦୁଇଝି ଗୁର୍ଣ୍ଡିସଖ୍ଯା ± ଓ ୦ କମିଦ୍ଧ, ଅ¥0 ¬ 1 = m୦ ଅଃ | ଏଠାରେ 
d ଦ୍ଵାର £ ଓ m ବ୍ରଷ୍ବଜ୍ଯ ଦୋଇଥ୍ଦବାରୁ 1 ଦ୍ଵାର୍‌ × = mM୨୦= ବର୍ତୁଜ୍ଯ 
ହେବ । 


ବପସ୍‌ୀଉ ଛମେ, ସଦ 4 ଦୁାର୍‌ 1 ବତ୍କଜୟ ଦୁଏ, କେବେ £ =&k'd, m=m'd 
3 [=1'4 ଗ୍ଵବେ ନେଇ ଆମେ × -1=m୨କୁ ଅ'%—1' = m' ୬ ଲେଖିରୁ । 
ଏଠାରେ (', m') = 1 ହୋଇଥବାରୁ, 2% =1' (ସମାଜ m')ର, ଷଷ୍ଠ ପ୍ରମ୍ଚେୟ୍ 
ଅନ୍ୟାୟ, ଠିକ୍‌ ଗୋଝିଏ ସମ୍ମାଧାନ ଅନ୍ତୁ । ସଦ୍ଦ ଏହ୍ର ସମ୍ଥାଧାଜ?ି × = ± (ମାନ Mm) 
ହୁଏ, ଭେବେ &' × = 1 '(ସାନ,m')ର ସମାଧାନ ସମୂହ, {++ + ¬ 3 +, ¬ 2m +± 
—m +t,t, m +t, 2m +t, 3m’ +£, - -}—ଏଦୁ ଅବଶେଷ ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ 
:କରିବେ ଅଉଏବ, × = 1 (ମାନ m) ହେଲେ &' × = 1' (ତାଜ ୩'), ବା × = ± (ମାନ 
m/),ଅ୍ଣାଭୁ, × = ± + m' ହେବ । ସୂଭର୍‌ଂ, ଅ = (ସାନ m)ର ସମସ୍ତ ସମ୍ମାଧାନ 
ନରର୍୍ତିସ୍ଵ କରବା କମ୍ଚିଦ୍ଵ୍‌ ଆପେ, m ମାନଙ୍କ ଜମି, (ପରଞ୍ତର ସ୍ତର ଭ୍ନ୍ତ୍ର ଶେଷ ହ୍ରୋଇଅିବା) 
=+ ୨ ର ବିଭନ୍ନ ମୂଳା ସଥଚମ୍ତ ନେର୍ଧ୍‌ । ବର୍ଚି୍ଥାଜ + my =t+m'z 
(ସାନ m) ଢେଲେ Mm ଦ୍ଵାର ୩ (9 — 2) ସମ୍ପ ଶ୍ରିରୂପେ ବର୍ତ୍ଜ୍ଯ ହେବ ଅର୍ଥର 
m(y — 2) = mw =m dwsବା (y — Zz) =d-। ହେବ | ଏହା ଫଲରେ 4 ଦାର 
(2 ¬ 2) ସି ଶ୍ତରୁଷେ ବତ୍ତଜ୍ଯ ହେବ । ଆସ୍ତେ ପମ୍ଥାଣ କଲୁ ସେ, (¢ +m. ୬) ଓ 
(£ +m 2) ସଦ m ମାନଙ୍କ ଛମି୍‌ ସମଣେଷ ହୃ ଅନ୍ତ ଜେବେ 3 = 2 ( ଜାନ 1), ବା, 
2Z = ) + ରଥ ହେବ | ସୁଢଭର୍‌ଂ, 2: ଆାନାଙକ ନମିଦ୍‌ ପରଷ୍ତର ସ୍ତର ଭ୍ନ୍ତୂଶେଷ ହୋଇଥବା 
ର ମୃଲାସମୂହ ହେଲେ, 


’ 


x=t+ nd, t+m +nd, t+ 2m +nd, t+3m + nd--~-- 
t+(d-1)m +nd (n=0,£t 1, ± 2, ± 3g eve. ) ଓ ଏମ୍ଥଭାନେ ୩ ମାନଙ୍କ 
ନମ୍ବିଦ୍ତ୍ର ୍ଯ ସଖ୍ଯକ ଅବଶେଷ ଷ୍ରେର୍ଣୀ ଯଥା :— 


{tot +m t+2ms £+3m yer 5 t+ (d—1)m’ } 
ରେ ବଉକ୍ ହେବେ । 
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ଉଦାଦ୍ରରଣ ୧. :¬¬ମଜେକର m= 7 ଓ ଆମେ 6% = 2 (ସାଜ ୩)ର 
ସମ୍ଭାଧାନ ଗୃହୁ' । ଏଠାରେ ର ସନ୍ତ୍ବାବ୍ୟ ମୂଲ୍ଲ୍ାନ, 7 ମାନାଙ୍କ ନାମି୍ଵ 0,1,2,3,4,5 
ଵା 6 ସହୁ ସମ୍ଭଣେଷ ହେେଉ୍‌ଥବାରୁ ଏବଂ 

6{ 0,1,2,3,4,5,6 } = ସଥାଛମେ { 0,6,5,4;3,2,1 } ଦୋଇଣବାରୁ 
6 × = 2 (ମାନ 7)ର ସମାଧାନ × = 5 (ସାନ 7) ଅଃ | 

ଉଦାଢୁରଣ ୬ :¬ମଳଜେକର m= 10 ଓ ଆମେ 6× = 3 (ମାନ 10)ର 
ସମ୍ଭାଧାନ ଗୃହ । ଏଠାରେ ଆମେ ଦେଖ ସେ (6, 10) = 2 ଦର୍‌ 3 ବରଜ ନହେ । 
ଚେଣୁ ଦନ୍ତ୍ର ସସ୍ଭଣେଷଡାର ସମ୍ଭାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 

ଉଦାହରଣ ୩ :—ସେହପର୍‌ ଦେଖାଯାଇପାରେ ସେ 6 × = 8 (ମାନ 157) 
ଅସମ୍ଭବ ଅଛେ । 

ଉଦାହରଣ ୪ :¬ନମୃ ସମଶେଷଡା, 

6× = 9 (ମାଜ 15) 
ରର (6, 15) = 3 ଦୁ।ରା 9 ବରଜ ହେଉଧବାରୁ ସମାଧାନ ସମ୍ଭବ ଅଝଵେ । ଏଠାରେ 
ର୍‌ ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମୂଲାମ୍ଥାନ ହେଲେ { 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
15, 13, 14 } ଓ ଏମାନଙ ସହ 6 ଗୁଣନ କଲେ ଆମେ ୫ମ-ଅନୟାସ୍ତୀ 
{ 0, 6, 15, 3, 9, 0, 6, 12, 3, 9, 0, 6, 12. 3, 9 } ପାଇବୁ । ଏଣୁ 
6× = 9 (ସାନ 15) 
ର (5› 15) = 3 ¬ ସଖ୍ୟକ ସମାଧାନ ହେଲେ, × =4, 9, 14, ବା, 
%= 4, 9, 14 (ସାଜ 15) । 

ଉଦାହରଣ ୫ :—11799× = 8715 (ସାନ 1081) | 

ଏଠାରେ m = 1081 ଜେଇ ଆମେ ଦେଖ ସେ 11799 = 989 (ସାନ m) 
@ 8715 = 67 (ମାନ m) ; ତେଣୁ ଦନ୍ତ ସମଣେଷଭଡାର ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ଭବ ହେଉ୍‌ଥଲେ 
989 × = 6 7 (ମାନ 1081) ସମ୍ଭବ ହେବ | ମାନ 2 = 989, m = 1081 କମିନ୍ତ 
d=(k, m) = (989, 1081) = 23 ଅଛେ ! ଏବ 1 ଦାରା 67 ବର୍ଜ୍ୟ ନ୍‌ G 
ସପ୍ତମ୍ଭ ପ୍ରମ୍ଭେୟ୍ ଅନ୍‌ଯାୟ୍ୀ ଦ୍ର ସଭଣେତଉାର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ଭବ ନ୍‌ଢେ | 

ଉଦାଦହ୍ରରଣ ୭ :—79 1× = 1204 (ମାନ 2023) | | 

ଏଠାରେ # = 791, m= 2023 ଏବ 1=1204 ; ସ୍ଜଣ ମ=(/2, m) 
=(791, 2023) = 7 ଦାରା = 1204 ବଷକ ଅଛେ | ଫଲତଃ, ସପ୍ତମ୍ଭ ପ୍ରମେସ୍ଟ 
ଅଜ୍ଯାସୟ୍ବୀ ଏହ୍ରାର 7 ଗୋଃ ପରଷ୍ପରଠାରୁ ଷ୍ବଭ୍ମନ୍ତ୍ର ସମ୍ଥାଧାନ ଅନୁ । ଏହ ସମ୍ମାଧାନମ୍ଥାନ 
ଆାଇବା ଜମ୍ଭଲ୍ତେ ଜମ୍ବ ପଳର୍ତର ଆସ ନଅ । 

ଦଦ୍ବ ସମ୍ଭଶେଷଡାକୁ 791% ¬ 1204=202 37), ଅର୍ଥାରୁ, 

791x — 20237 = 1204, 
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ବା, ଦାର ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କୁ ସ୍ଵଗ କରି, 113% ¬ 289) = 172 ଶ୍ବବେ ଲେଖ । 
ଜସ୍ପରେ୍‌ 113 ଓ 289ର ଗରଞ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍କସ୍କ ନର୍ତ୍ରସ୍ତ୍ୁନ ସ୍ରଣାଲୀର ସାହ୍ରାୟ୍ରେ 
ଇଁ ର କର । 


mo 2 eG 
226 
63 \ 113 / 1 EE Cr ¢ 2). 
63 
50 

Bo 3 (D) 

39 
14 Bb (£) 

11 
2 ର #2) 
10 
1 

ଆମେ ଲେଖିବ୍ଧ) 1=11-2×5 ନ ଓାହତାନଉାକଜାରା (୮ ହେରୁ) 
NS ଅାଉାନାକତାଦରା(E ହ୍ରେରୁ) 

=11Xx6—13X5 
=(50— 13 × 3) × 6 = 13 × 5 ` ++“ +“ + (D ହେଇୁ) 

=50X6—13× 23 
= 50 × 6 =¬ (63 50 × 1) × 23 +“ + = + (୯ ହେଭୁ) 

= 50 X 29 - 63 × 23 
=(113— 63 X 1) × 29 - 63 × 23 + -- (ଓ ହେରୁ) 


= 113 × 29 = 63 × 52 
= 113 × 29 = (289 ¬ 113 × 2) × 52 - * - (A ହେରୁ) 
= 113 × 133 — 289 × 52, 
ଅଭଏବ, 172 =113× (133 × 172) — 289 (52 × 172) ; ଏଣୁ 
113× — 289 ) = 172 ର ଏକ ସମାଧାନ ହେଉଛୁ = 133 × 172, 
y=$52X 172 | 
ଅର୍ଥାଭୁ, 113 = 172 (ମାନ 289)ର ସମାଧାନ ହେଉଛୁ, 
x= 133 × 172 (ମାନ 289) 
= 45 (ମାଳ 289) - (ଏ§ £= 45 ଓ m' = 289) 
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ଏଣ୍ି 7991 = 1204 (ମାନ 2023)ର 1 ସଂଖ୍ଯକ ସମାଧାନ ହେଉଛୁ, 

x={t,t+m, Fm sy Hd Dm } 

={ 45), 45+ 289 , 45+ 2 × 289 ,' > 45 + 6 × 289 } 

ଅଧାର 

x= 45, 334, 623, 912, 1201, 1490, 1779 (ମାନ 2023) ॥ 

ଉଦାଦ୍ରରଣ ୭ :—258× = 18 (ସାନ 234) | 

ଏଠାରେ, =( 558, 234 ) = 6 ଦାରା ଭଗ ରଦ ୟା ସମ୍ପନ୍ତ କଲେ, 
43 = 3 (ମାନ 59) ମିଲେ । ସୁଜଶୃ, 43 ଓ 59ର ଗରଣ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣଜୀୟୁ୍‌ କର 
ନଧର୍ପ୍ତସ୍ବନ ପ୍ରଣାଲା, 


1 rr 2 
43 
I Or ¢:)} 
32 
11 
5 a ceveeeee cos veo cee wees (DY 
10 
1 
ରୁ1=11×1—5×2 ଚା. (2 ହ୍ରେରୁ) 
=(16—5)X1—-5X2 ହଃ + + = + + (€ ଢେର) 
=16X1—5Xx3 
= 16 × 1 (16 = 11 × 1) × 3 + ତ + = + - (୯ ହେରୁ? 
=11X3—16X2 
=(43 ¬ 16 × 2) × 3 = 16 × 2 “+ = + - (B ହେଭୁ) 
=43 X3—16X8 
= 43 × 3 (59 = 43 × 1) × 8 ` ++ + = + + (A ହେଉୁ) 


=43 × 11 — 59 X 8 
ଅଥଆାଜୁ, 3 =43 × 33 — 59 × 24 ମିଲେ । 43 × 33 = 3 (ସାନ 59) ଅଖ | 
ବଞ୍ଜିମ୍ମାନ 43 = 3 (ମାଳ 59) ରୁ 

43 × 33 = 3 (ମାନ 59) 
ବସ୍ଟୋଗ କଲେ, 43 (× — 33) = 0 (ମାନ 59) ମିଲବ । ଏଠାରେ, (43,59) = } 
ଦ୍ବେଭୁ % ¬ 33 = 0 (ସାନ 59) ହେବ । ଅଭଏବ x =3 3+ 59 
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(n=0, ± 1, ± 2, ± 3, ± 4, ± 5 ---) ଅଝେ । ଏଠାରେ £ =33, m' = 59 
ଓ d= 6 ଅଛେ | ଏଣୁ 25 8× = 18 (ମାନ 354)ର ସମାଧାନ ହେଉବୁ, 

X={ 33, 334+ 1 × 59) 33+ 2X 59) 33+ 3X 59, "933 FS × 59} 
ବା, 

x= 33, 92, 151. 210, 269 ଓ 328 (ମାନ 354) | 


ଉଦାଦ୍ରରଣ ୮ :—ଆମେ × = 5 (ମାନ 8) ଓ × = 4 (ମାନ 9) ଦୃୟ୍ର 
ସାଧାରଣ ସମ୍ଭାଧାନ ଜର୍ଧ୍ତିସ୍ଵ୍‌ କରରୁ । ପ୍ରଥମ ସମ୍ମଣେଷଭାରୁ × = 5 + 8 ମିଲେ; ର୍‌ 
ଏହ୍ଗ ମୂଳା ଦ୍ଧ ଗସ୍ତ ସମଶେଷତଚତାରେ ନେଲେ 5 4+ 8 = 4 (ମାନ 9), ବା, 8 = — 1 
(ମାଜ 9) ମିଲବ । ସଙଂଶେଷ ସମମଣେରୋକୁ 8 ଦର୍‌ ଗୁଣ ଓ 8 × 8 = 1 (ମାନ ୨)ର୍‌ 
ସାହାସ୍ଯୟ ଜଅ । ଫଲତ୍ତ 64 = ¬ 8 (ମାନ 9), ବା, £ = ¬ 8 = 1 (ମାଜ 9) 
ମିଲବ | ଅର୍ଥାରୁ, £= 1+ 97 ଓ = 5+ 8 =5+ 8 (1+ 97) = 13+ 727 
ହ୍ବେବ । 


ଶ୍କଦାଢ୍ରରଣ ୯ :— ସେନସର ଅଗ୍ରସର ହ୍ରେଲେ × = 5 (ମାନ 8) ଓ × = 4 
(ମାନ 18)ର ସାଧାରଣ ସମାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ବୋଲ୍‌ ପ୍ରହାଣ କର୍‌ସାଇପାରେ । 


ଏଦ୍ସ ସ୍ରଣାଲୀରେ ଦୁଇରୁ ଅଧ୍ୟକ ସମ୍ମଣେଷତ୍ତାମ୍ମାନଙ୍କର ସାଧାରଣ ସମ୍ାଧାନ 
କଲନା କରବା ସମ୍ଭବ, ମ୍ଭାନ୍ଧ ଅପ୍ତୀରକର ଅଃ । ଏଣୁ ଆମେ ଏକ ସୃନ୍ବର ଅବଶ୍ୟକତା 
ଉପଲ୍ଲବ୍ଧ କରୁ ; ଏହା ହେଉଛୁ, 


ଚୀମଗସ୍ଟ ଗ୍ଵବଗଶେଷ ।ସ୍ତମ୍ତେସ୍ତ୍ର ( Chinese Remainder Theorem ): 
ମନେକର M୩) Mg, Mg, ˆ + * * ¡ Mନଏଦ୍ ର ସଂଖ୍ଯକ ଗୁର୍ତିସଖ୍ଯା ସ୍ରକ୍ତଯକ 
1 ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍ଧର ଓ ପରଞ୍ପର ସ୍ତରର ମୌଳିକ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଢଡାଦ୍ରାହ୍ରେଲେ ନମ୍ତ ସଦର 
ସମ୍ମଶେଝଢାମ୍ମାଲା ( Simultaneous Congruences ) 
×= a; (ସାଜ m1). 
% = 49 (ମାନ mg) 
x= ag (ମାନ mg) 
% = a (ସାନ Mn) 
ର ଏକ ସମ୍ପାଧୀନ × ହିଳପାରବ ଓ ଏମାନଙ୍କର ସେ କୌଣସି ସାଧ୍ୟାରଣ ସମାଧାନ 
ନମିଦ୍ବ X = × „ (ସାଜି ୩ 3 “M୩ ର“ “୩ 4  * "ନ ) ହେବ ! 
ପ୍ରମ୍ଭାଣ : ଜନେକର M୩ =) 3 “ Mg * Mg ©+ * Mn G R= 1,25 35 * 9 1 
ଛମିଶ୍ଵ ୩m =m/M =m - Mg ©+ Mg © M42 Mes q° ° "Mn S68 | 
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ଦର୍‌ ଅଛୁ ସେ), ୩; , ୩ › M§ ›ˆ * "> ୩ ପରର ପ୍ରଭ ମୌଲିକ ଅଃନ୍ତ୍ର | ଏଣ୍ତ 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ¦ ନମିଦ୍ତ (୨ › ›) = 1 ହେବ ଓ ଆମେ ଏପର ଦୁଇଝି ପୁଣ୍ତିସଂଖ୍ୟା 23 
ପାଇଥାରବୁ, ସେପରି ୩M; 2+ Mm› = 1 ହେବ | ଏଠାରେ M୨ =m M9 
** M4- 3 M+ 3 * * * Mm ×; ହେରୁ , ଆମେ 


ms x1= 1 (ସାଜ ms) 
ଓ, ms x; = 0 ( ସାଜ Mm: › 16) 
ଘାଉ୍‌ । ଫଲକତଃ 
ms Xs a: = as (Hାଜ ms) 
6, my; xs as =0 (pାଜ me › 124) 
ହେବ । ଅର୍ଥାତୁ। ଯଦ୍ଦ 


Xo =m’ XX Gi +Mg’ X9 Ag Fre: +m Xs ast r+ evs 
4+ Mନ' %ନ ଅନ୍‌ ହୁଏ, ଭେବେ 2 =1, 2, 3, * ;» ୩ ଜିମି 0 = 2» (ମାଜ Mm) 
ହ୍ରେବ । 

ଯଦ୍ଦ /  ଦ୍ଚ ସହ୍ମ ସମଶେଷତା ହ୍ଥାଲାର ଅନ୍ଯ ଏକ ସମ୍ମାଧାନ ହ୍ରୋଇଥାଏ, 
ତେବେ 9/୦ = 4. (ସାନ M୩.) ( £= 1, 2, 3, ++“, ୩ ) ହେଭୁ ୨୦୫% 
(ମାନ ୩.) ହେବ | ଏଣୁ M୩1, Mୟୁ, Mg, * * *› Mନ ଏହୁ ସ୍ରତ୍ୟକ ୩, ଦାରା 
(୦ ¬) ବଭଜୱ ଅଝେ | ମାଛ M1, mM, Mg, * ** * *, ୩ନ ପରଷ୍ର ପ୍ରଭ 
ମ୍ଭୌଳଲକ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏଣୁ ଏମ୍ଟାନଙ୍କର ଗୁଣନସଂଲ ୩ M୩୨ “ Mଛୁଂଂ ନ ଦ୍ବାର 
(90 = ±; ) ବରଜ ହେବ, ଅଣାଢୁ, 9/0 ¬ ¥ = mq ହେବ | ଏଣୁ ଦଞ୍ଞ ସଦ୍ରସସମ- 
ଶେଷଡାମମାଲାର ସାଧାରଣ ସମ୍ାଧାନ ହେଉଛୁ, 


X=Xx0q31M1 +xX909Mg +++ ve + xnGnimMn’ + km. 

ଉଦାହରଣ ୧ :—ନମୃ ସହ ସମଶେଷତ୍ତାମ୍ଥାଲା | 

× = 1 (ମାନ 2), × = 2 (ମାଜ 3), × = 3 (ସାଜ 5), × = 5 (ମାଜ 7) 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ନର୍ଷ୍ତିସ୍କ୍‌ କର । 

ଏଠାରେ Mm = 2, me =3, mag=5 6 m„.=7 ପରସ୍ପର ପ୍ରଭ 
ମୌଲିକ ଏବଂ mM = mi ‘mMo2'MgmMg = 2 - 3 + 5 - 7 = 210 ଅଛେ | ଘୁଳଣ୍ଡ 


mi’ = -” = 105 ; ma = =170, mg =r 
mi mo msg 
=42 G me = = 30 ଅଃ | 
mas 
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ସମ୍ପତଶଷତ୍ତୀ + 


ସୁନଶ୍ଧ 105%; = 1 (ମାନ 2), 70, = 1 (ମାନ 3), 42x3 = 1 
{ମାନ 5) ଓ 30×¿ = । (ମାନ 7) ହେବା କମିନ୍ଵ୍‌ 1%; = 1 (ମହାନ 2), 
1- ‰„ = 1 (ମାନ 3), 2 “ × § = 1 (ଜାନ 5) ଓ 2 * ×„ = 1 (ମାନ 7) ଦେବା 
ସଥେଷ୍ଟ୍‌ ଅଝଵେ । ଏହ ‰¡ = 1, ¥ = 1, ‰$ = 3, ×4 = 4 ନଆସଯାଇ ପାରେ | 
ସୁଭର୍‌ଂ, @¡ = 1, 4 = 2, $ = 3 ଓ 4„ = 5 ହେରୁ, ଦଦ୍ଞ ସହ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ରା 
ମ୍ାଲାର୍‌ ସାଧାର୍‌ଣ ସମ୍ମାଧୀନ ହେଉ୍‌ଛତ, 
X=xjaimM1' FX a0 oMo + XgagMe +xg04 Me + km 

=(1)(1)(105) + (1)(2)(70) + (3)(3) (42) + (4)(5)(30) +& (210) 
= 1223+ 210k. 

ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରେ ଷ୍ଠ ଦ,ଡମ ଧନାସ୍ପକ ସମ୍ମାଧାନ ± = 17 3 ଅଃ | 

ଉଦାହ୍ରରଣ ୬ :—ଜମୃ ସହୁସମଶେଷଉାମ୍ଥାଲା, 

×=6 (ସାନ 17), ×= 17 (ସାନ 24), × = 13 (ମାନ 33) ରେ 
24 ଓ 33 ଗରଷ୍ତର୍‌ ସ୍ତଭ ମୌଲକ ନୃହୁନ୍ତ । ମାନ × = 17 (ମାନ 24) ହେଲେ 
(× = 17), 24 ଦାରା ବଶ୍ଵଳଯ । ଏଣୁ (× — 17), 3 ଓ 8 ଦୁାର୍‌ ବରଜ । ସେହପରି 
× = 13 (ମାନ 33) ହେଭୁ (× ¬ 13), 3 ଓ 11 ଦୁାର୍‌ ବଶ୍ଵଜ୍ଯ । ଏଣ୍ି ପଦ୍ 
ସହସମ୍ମୀକରଣମ୍ଭାଲାର ରୁଷାଲ୍ତର, 

× = 6 (ମାନ 17), ; = 17 (ସାନ 3), x = 17 (ମାନ 8), x= 13 
(ମାଜ 3) ଓ × = 13 (ମାନ 11) ଅହେ | ଏମ୍ଭାନଙ୍ଚ ମଧରେ ଦୃ ଖସ୍କ୍‌ ଓ ଚରୁ ସତ୍ଯ 
ହେଲେ 17 = 1 3 (ମାନ 3) ହେବ | ମାଧ ଏହା ଅସମୂବ । ଏଣୁ ଦଦ୍ଭ ସହସମ୍ଭଶେଡା 
ମାଲାର କୈଣସି ସମମ୍ମାଧାନ ନାହ୍ଵି । 

ଉଦାଦ୍ରରଣ ୩ :—ନମ ସହସମଶେଷଡା ମାଲୀ, 

× = 5 (ସାନ 18), × = — 1 (ସାନ 24), × = 17 (ସାନ 33) ର 
ରୁଷାଲ୍ତରଣ କ୍ରଲେ ଆମେ ଜମ୍ପ ସଦ୍ରସତ୍ମୀକରମାଲା ପାଇବ୍ଧ, ସଆା :¬ 

×=1 (ମାନ 2), = 5 (ମାନ 9), × = ¬ 1 (ସାନ 3), × = ¬ 1 
(ମାନ 8), × = 2 (ସାନ 3) ଓ ± = 6 (ମାନ 11) | ଏଠାରେ & = 5 (ମାନ 9) 
ହେଲେ × = ¬ 1 (ମାଜ 3), × = 2 (ମାନ 3)ନହୁଏ | ଏଣୁ ଶେଷ ଦୂଇ?ିକୁ ବାଦ୍ଦଅ । 
ସେଦ୍ଦରପର୍‌ × = ¬ 1 (ମାନ 8) ହେଲେ × = 1 (ମାନ 2) ହୁଏ । ଏଣୁ ଣେଷୋକ୍ତ 
ସମଭଶେଷଭାକୁ ବାଦ୍‌ ଦଅ । ଅର, ଆମେ × = 5 (ମାନ 9), × = ¬ 1 (ମାନ 8) 
ଓ × = 6 (ମାନ 11) ନେବୁ । 

ଚୀଜୀସ୍ଟ ସଵଗଣେଷ ପ୍ରମେସ୍ତର ପଙ୍ତରେ ଅନସ୍ରରଣ କର୍‌ ଏହୋର ସମାଧାନ 

x= 743+792k, ବା, × = 743 (ସାନ 792)! 
'ପାଇବୁ | 
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3୭ ଗ୍୍‌ଶିଉଳୁ 


ଉଦାଦ୍ରରଣ ୫ :—ନମ୍ପ ସହସମଣେଷତାଦ୍ରସ୍ଟ,¦ 
2× = 4 (ମାଜ 6) ଓ 5× = 3 (ସାଜ 11) ର ଅଲୋଚନା କରବା | 


ସ୍ତଥମ୍ଭ ସମଣେଷଡାର ସମ୍ପାଧାନ × = 2 ବା 5 (ମାନ 6) ଓ ଦୁ ଖସ୍‌ଝିର 


ସମ୍ଭାଧାନ × = 5 (ସାଜ 11) ଅଃ | ଏଣ୍ତି ଦଦ୍ଚ ସମ୍ମଣ୍େଷିଚାଦ୍ୁସ୍ର ସମ୍ଭାଧାନ ନମ: 
ସହସମଣେଷଭା, ସଥା :— 


(କ) × = 2 (ମାନ 6) , × = 5 (ମାଜ 11) 
ବା, କମ୍ଭ ସହସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା 


(ଝ) × = 5 (ସାଜ 6) , × = 5 (ମାନ 11) 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ହେବ | 


ଚୀଳ୍ଗସ୍ ତ୍ଵଗଣେଷ ପ୍ରମେସ୍ଵ୍‌ ପରତେ ଅଳସାସ୍ୀ, (କର ଏକକ ସମ୍ଭାଧାଳ 
× = 38 (ସାଜ 66) ଓ (ଖ)ର ଏକକ ସମାଧାଳ × = 5 (ସାଳ 66) ମିଲେ । ଭେଣୁ: 
ଦତ୍୍ର ସହସ୍ତୀକରଣଦ୍ଧସ୍ବର ଦୁଇଝି ପୃଥକ୍‌ ସୃଥକ୍‌ ସମ୍ଥାଧାଳ × = 5 (ମାନ 6 6)5ଓ 
× = 38 (ମସାଜ 66) ମିଲେ | 


ଉଦାହରଣ ୬ :—ଳମ ସହସମଶେଷତ୍ତାଦୃସ୍କ,? 


4× = 6 (ମାଳ 10) ଓ ୨× = 15 (ମାଜ 21) 
ର ଆଲ୍ଲେଚନା କରବା । 


ସ୍ରଥମ୍ଭ ସମ୍ମଣେଷ୍ତାରୁ × = 4, ବା, 9 (ମାଜ 10) ଓ ର୍ଦୁଂଖସ୍ଲ୍‌ ସମ୍ଭଶେଷଭାରୁ 
×= 4, ବା, 11, 18 (ସାଜ 21) ଜିଲେ । ଚେଣ୍ଣି ଦତ୍ତ ସହସମମଣେଷତାଦ୍ରସ୍ତର 
ସମ୍ଭାଧାନ ସମୃଦ୍ର ନମ୍ପପ୍ରଦତ୍ଭ ଛଅଗୋୈି ସମଣେଷଭ୍ାର ସମ୍ମାଧାଳରୁ ମିଲେ 


(1) × = 4 (ମାଜ 10) ଓ × = 4 (ସାଜ 21), (%) × = 9 (ମାଜ 10) 
@ × = 4 (ସାଜ 21), (8) × = 4 (ସାଜ 10) ଓ × = 11 (ସାଜ 21), (12) 
× = 9 (ମାନ 10) ଓ « = 11 (ସାନ 21), (୪) × = 4 (ସାଜ 10) 6 × = 18: 
(ସାଜ 21), (୪୫) × = 9 (ମାନ 10) ଓ × = 18 (ସାନ 21) । 

ଚୀଙ୍କସ୍କ ତ୍ଵଗଣେଷ ପ୍ରମେସ୍ଟା ନ୍‌ଯାସ୍ତ୍ରୀ ଏମ୍ପାନଙ୍କର ସମ୍ଥାଧାଳ ଯଥାନ୍ଦମେ, 


(1) × = 4 (ମାଜ 210), (¢) × = 109 (ମାଜ 210), (1) × = 74 
(ମାନ 210), (୪୪) × = 179 (ସାଜ 210), (୪) × = 144 (ମାଜ 210),. 
(୪) × = 39 (ସାଜ 210) ମିଲେ; ଅଥାକୁ, ଦଲ ସହସମଶେଷଡାଦୃସ୍କର ସମ୍ଭାଧାନ,} 
× = 4, 39, 74, 109, 144, 179 (ମାଜ 210) ଅଃ ! 
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Crisvrowt 7 


ସ୍ତଶମାଳା 


୯ ସମ୍ଭାଧାନ ଜର୍ପ୍ତସ୍କ ନ କର ନମ୍ପ ସମଣଶେଷତ୍ତା୍ମାନଙ୍କର କେ୍ୋଡି ଭନ୍ତ୍ର ଶେଷ 
ନିଲପାରେ, ନର୍ତିସ୍ବ କର । 


(;) 5× = 89 (ମାଜ 99), (%) 9% = 15 (ମାଜ 21), (8) 28x = 48 
(ଜାନ 1197) (1୪) 68×= 72 (ସାନ 289), (୪) 5311x = 1243 
(ମାନ 7571) (1) 120 = 25 (ମାନ 239) । 


୬ ! ସମ୍ଭାଧାନ ନର୍ସ କର :— 

(¦) 158× = — 22 (ମାନ 194) (8) 194× = — 22 (ମାଜ 158): 

(i284) 84× = 156 (ମାନ 605) (iv) 84x = 156 (ମାନ 438) 

(1) 9× = 6 (ମାଜ 24) (vi) 12 = 14 (ସାଜ 26) 
(vi2) 1001 = 433 (ମାନ 4845) (vii) 115 = 87 (ସାଜ 253) 
୩ ¦ ନ୍ତ ସଦହ୍ରସମଣେଷଡାମ୍ାନଙ୍କର ସମ୍ମାଧାନ ଜ୍୍ତିସ୍ତ୍‌ କର ¬ 

(8) × = 3 (ସାଜ 7) (¦) × = ¬ 2 (ମାଜ 11) (8) × = 3 (ମାଜ 7) 
× = -- 2 (ମାଜ 11) × = 8 (ସାନ 22) × = 7 (ସାଜ 12) 
× = 8 (ମାନ 13) 
(17) × = 2 (ମାଜ 7) (2) × = — 2 (ତାଜ 11) (1) × = 3 ` (ସାଜ 7) 
×=8 (ମାଜ 13) ×= - 2 (ମାନ 11) 
× = ¬ 2 (ସାଜ 11) ×=9 (ମାନ 14) ×=8 (ମାନ 13) 
× = 8 (ସାନ 13) ×=1 (ମାଜ 15) = —3 (ସାଜ 17) 
× = = 3 (ସାଜ 17) × = — 3 (ସାନ 17) × = 5 (ମାଜ 18): 
(vii) x = 3 (ସାଜ 7) (vi) × = 7 (ସାଜ 12) (×) × = 7 (ମାଜ 12) 


lh 


× = 9 (ମାନ 14) × = 9 (ସାଜ 14) × = 1 (ମାନ 15) 
(×) × = 7 (ମାଜ 12) (×) × = 9 (ସାନ 14) (2) × = 1 (ମାଜ 15) 
× = 5 (ମାଜ 18) × = 5 (ସାନ 18) × = 5 (ସାନ 18). 
(x28) × = 7 (ମାଜ 12) (x୭) × = 9 (ସାଜ 14} 
× = 9 (ମାନ 14) × = — 3 (ସାନ 17) 
× = 1 (ସାନ 15) ×= 5 (ସାନ 18) 


¥୪। ସନଦ୍ଦ (4, m) = ଦ୍ଵାର୍‌ b ବଷ୍ଵଜ୍ଯ ଡୁଏ ଏବଂ a=da', b=db’ ଓ 
m=dm’ ହୁଏ, ପ୍ରମଭାଣ କର ସେ a = (ସାନ m) ଓ ax =b’ 
(ମାନ m') ଏକ 3 ଅତ୍ତନ୍ତ ସମ୍ଚଣଶେଷଭା ହୋଇଲେ ହୈ ପ୍ରଥମ୍ତ ସ୍ତମଶେଷଜାର 
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IC 


୬ | 


୯ | 


ଗଣିତ 


ସଂଖ୍ୟକ ଓ ଦ୍ଧ ଝ୍ରସ୍ତ୍‌ ସମଶେଷଭଭାର ମ୍ଥାନ୍ଧ ଗୋ?ିଏ ସମ୍ଥାଧାନ ମିଲବ । ଏହ୍ଵା 
କପର୍‌ ସମ୍ଭବ ହେଉଛୁ ୨ 
ମ୍ଭ ସନହ୍ସମ୍ମଶେଷତ୍ାର ସମ୍ଭାଧାନ ନର୍ତ୍ରିସ୍କ୍‌ କର :— 
3 = 5 (ସାନ 22) ଓ 11 = 3 (ସାନ 28) ଏବଂ 5× = 89 (ସାମ 99) 1 
ମ୍ପ ସହୁସମ୍ଭଣେଷତାର ସମ୍ମାଧାନ ନର୍ପ୍ରସ୍କ୍‌ କର୍‌ :— 
9 × = 6 (ମାନ 24) ଓ 12 = 14 (ମାନ 26) | 
ଏପର୍‌ ଏକ ଷ୍ଠ ଦତତମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯା ଜ୍ତିସ୍କ୍‌ କର, ସାହାକୁ 3, 5 ଓ 7 ଦାରା 
ଷ୍ତ୍ରଗକଲେ ଶ୍ତ୍ରଗଣେଷ ସଥାଙମେ 2, 3 ଓ 2 ରନୁବ । 
ଏକ ଗଙ୍ଗ, ଡ଼ାରେ କେଭୋ?ଝି ଫୁଲ୍‌ ଥଲ୍‌ । ସଦ ସଥାନମେ 23, 33, 43, 
5୫ ବା 6? ଫଲ୍‌ରେ ଫୁଲତୋଡ଼ାମ୍ପାନ କର୍ଵଯାଏ, ଢେବେ ନମ୍ଭାନ୍‌ସାରେ 
ଯଥାନ୍ଧମ୍ଭେ ଗୋଝିଏ, 22, 32, 4? ବା 5? ଫୁଲ୍‌ ବଲିପଡ଼େ । ଫୁଲ 
ଗଙ୍ଗ, ଡ଼ା ର ଅଲ୍ତଭଃ ପଷ୍ଷେ କେଜି ଫଲ୍‌ ଅନ୍ତୁ ? 
ସ୍ତମଭାଣ କର ସେ ନମ୍ଭ ସହ୍ରସମଶେଷ୍ତାଦ୍ରସ୍ଟ, 

× =a (ସାନ m) 

× = 5 (ସାନ n) 
ର ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ତ୍ବବ ହ୍ରେବା ନମ୍କ୍ତେ (/, ») ହାରା (2 ¬ 2) ବର୍ଜ୍ୟ 
ହେବା ଆବଣ୍ଯକ ଓ ସଥେଷ୍ ଅଖ । 
ସଦ୍ଦ (M3 , mo) = 1 ଓ mMm=mi1 ma ଡୁଏ, ପ୍ତମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ, ax=b 
(ସନ m)ର ସମାଧାନ ସମଚୃଦୁ 2 = (ସାଜ mi) G ax = b (ge mo) 
ଏହ ସହ୍ରସମ୍ଭଣେଷଭା ଦ୍ସ୍ଵର ସମ୍ମଥାଧାନମ୍ଥାନଳେର ସମଭୁଚସ୍ଠାରୁ ଅଭୁନ୍ତଵ 
ଅଖ | 

ଉତ୍ତର 

ବ | (8) 1, (%) 3, Gin) 0, Gv) 0, (2) 113, (WV) 1 
? 1 (¢) × = 6, 103 (ସାନ 194), (8) × = 74, 153 (ମାଜ 158) 


(112) × = 434 (ସାନ 605), (iv) x= 54, 172, 200, 346, 419 
(ସାନ 438) (») × = 6, 14, 22 (ସାଜ 24), (୪ଃ) × = 12, 25 (ମାଜ 26), 
(2%) ନାହି । 


ଲ | (5. × = 31 (ସାଜ 77) (4) × = 619 (ମାଜ 1092) (2) ନାହ 


(×) × = 31 (ସାନ 60) (×) ନାହି (2%) × = 331 (ସାନ 420) । 


୫ | × = 97 (ମାଜ 2-37-11) 
୬ | ମାଳାଙ୍କ (24, 26 ] ନମି 3ଝ ସମାଧାନ ଅଛୁ । 
୭। 23, F | 119 | 
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ସମ୍ଭଣେଷୋ I 


ଚୀନୀ ସ୍କଗତଶେଷ ସ୍ତମେସ୍ର ସ୍ରସ୍ରେ।ଗ :—ମଳେକର 20 ,41, 42, 
* *› ଅନ୍‌ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପୁଶ୍ପିସଖ୍ୟା ଓ ୩ ଏକ ଧନାସ୍ପକ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା ଅଛେ । ବର୍ତମାନ 


dota xX+ gx + ree 4+anx" = 0 (ସାନ mM) 
ର ସମ୍ମାଧାନ ପାଇଁ ଚେଷ୍କା କରବା । ସ୍ରଥମ୍ଭଭଃ କେଡେକ ଉଭ୍‌ଦାଦ୍ରରଣ ମାଟସରେ ଏହ 
ସ୍ରଣ୍ମର ଅନ୍‌ ଣୀଲଳ କରସିବ । 


ଉଦାହରଣ ୧ :¬—ସଦ 2” — × 4++4 = 0 (ମାନ 7?) ହୁଏ, ‰ର ମା 
କେଡେ ହେବ ? 
ଦ୍ଧ ସମମଣେଷତ୍ଭାରୁ ଆସ୍ତେ ‰” - × + 4 = 0 (ମାନ 7) ପାଇପାରୁ । ଏହାର 
ବାମ୍ଭପାଶ୍‌ କୁ ଉଦ୍ପାଦକମ୍ଥାନଙ୍ ଦ୍ଵାଘ୍‌ ଥ୍ତକାଣ କଲେ (% ¬ 3) (* + 3% +1) = 0 
(ମାଳ 7) ହେବ ! ବିସାନ ଆମେ × = 3 = 7 ନେବୁ ଓ ମଲ ସମଣଶେଷଢ୍ତାକୁ 
(3+ 71)? — (3 + 7) + 4 = 0 (ସାନ 7”) 
ତ୍ତବବେ ଲେଖିବ୍ଧୁ । ଏଥ୍ରରୁ 
28 + 1821 + 431" + 343° = 0 (ସାନ 7"), ବା, 
28 + 35 = 0 (ମାଳ 7”) [ .". 441 = 0 = 343 (ସାଜ 7”) ] 
ମିଲେ । ଏଣ୍ତ 28+ 35¢ = 7 (4 + 5), 7* ଦାରା ବିରାଜ ; ଅଥାଉ, (4+ 5), 
7 ଦାରା ବଭଜ୍ୟ, ବା, 4 ¬+ 5± = 0 (ମାନ 7) ଅଛେ ଏଣୁ 5 = ¬ 4 = 3 (ମାଜ 7) 
ଓ ଏହ୍ବାକୁ 3 ଦୁାର୍‌ ଗୁଣଳ କର 15£= ୨ (ମ୍ଭାଜ 7), ବା, £ = 2 (ମାଜ 7) 
ହୋଇଥିବାର ଆମ୍ଭେ ଦେଖୁ | ସୂଢର୍‌ଂ, £= 2 + 7୪ ବା, 
x=3+7t=34+7 (2+7uU)=171+7u 
ବାଢ × = 17 (ମାନ 7”) ହେବ | 
ଉଦାହରଣ ୬ :—×* — × + 2 = 0 (ମାଜ 7”) 


ଘଥମଭଉଃ) 2” — ¥ + 2 = 0 (ମାନ 7) ମଧ ସଭ୍ୟ ଅଛେ | ଏଣୁ ‰' ¬ «+ 2 
= x’ — 8x42 = x — 8x+16=(x — 4)" = 0 (ମାନ 7), ବା, × ¬ 4 
= 7± ଢୁଏ | ×ର ଏହୁ ମ,ଳାକୁ ଦତ୍ତ ସମଣେଷଉାରେ ଲେଟିଲେ, 
(4+ 71)* - (4+7) +2 = 0 (ସାଜ 7”), ବା, 49°+49t+ 14 =0 
(ମାନ 7), ବା 14 = 0 (ମାନ 7”) ହିଲେ । ଏହା ଅସସୱ୍ବବ ହୋଇସବାରୁ ଦନ୍ତ 
ସମ୍ମଣେଷଡାର କୌଣମ୍ମି ସମ୍ମାଧାଳ ସମ୍ତବବ ନହୈ । 

ଉଦାଡ଼ରଣ ୩ :" + × + 1 = 0 (ମାନ 7”) ! 

ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ) 2” + % + 1 = 0 (ମାନ 7) ହେବା ଜମିଲା ×” +x+1=x" 
—6x+8=(x—2) (4) (ସାଜ 7), ବା (2) (x 4) = 0. 
(ମାନ 7) ହେବା ଆବଣ୍ୟକ । ଏଣି × = 2 ବା 4 (ଖାନ 7) ହେବ । 
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mo ରାଶିଜତବ୍ଦ 


(କ) × = 2 (ମାନ 7), ବା), ¥ = 24 7± ମ,ଲ ସମୀକରଣରେ ଜେଲେ 
(2+ 7)" + (2 + ?£) + 1 = 0 (ମାଜ 7”), ବା, 
7 (1+ 5) = 0 (ସାବ 7”), ବା, 7*/7 (1+ 5), ବା, 7/1 + 5; ବା, 
1+ 5¢ = 0 (ମାନ 7), ବା, 3 ଦାରା ଗୁଣନ କରି, 
3+ 15 = 0 (ମାନ 7), ବା, ± = 4 (ସାନ 7),„ ବା. 
t=4+7u < x=2+7 (4+ 7u) = 30+ 7 w,ବା, 
× = 30 (ମାନ 7”) ପାଉ | 
¢) × = 4 (ମାନ 7), ବା, = 4 + 75 ମଲ ସହୀକରଣରେ ଜେଲେ, 
(4+ 75)" +(4+ 75) +1 = 0 (ଜାନ 7”), ବା, 7 (3+95)=0 
(ମାଜ 7"), ବା, 3+ ୨5 = 0 (ସାଜ 7), ବା, 4 ଦୁାର୍‌ ଗୁଣନ କର, 
12+ 5 = 0 (ମାନ 7), ବା, 5 = 2 (ମାନ 7), ଅଥାରୁ, $= 2+ 7u, 
ବା, x=4+7 (2+ 7) = 18+ 7% ମିଲେ । ଏଣୁ = 18 
(ସାନ 7°) ଅଝଵେ । 
ଫଲଡଧ ଦଦ୍୍ର ସମ୍ମଣେଷକତାର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ଭହ ଦ୍ରେଲେ = 18, 30 
ସାଜ 7”) । 
ଉଦାହରଣ ୪ :—ସନେକର ଆମ୍ଭକୁ %” + × + 1 = 0 (ସାନ 7°)ର ସମ୍ଭାଧାନ 
ନ ଣ୍ଷିସ୍ବ କରବାକୁ ହେବ । 
ପ୍ରଥମତଃ 2” + ‰ 4+ 1 = 0 (ମାନ 7”) ହେଉୁ , ମୁବ ଆଲେଚନାନ ସାସ୍ତୀ 
× = 18, 30 (ମାନ 7") ଅଖ | 
(କ) × = 18 (ମାନ 7”) ହେଲେ × = 18 + 7” ହେବ ଓ ମଲ ସମଣେଷତାରୁ 
(18+ 772+ (18 + 77୪ + 1 = 0 (ଜହାଜ 73%), ବା, 
7*(7 + 37 + 7 ର) = 0 (ଜାନ 7°), ବା, 7* ଦାରା ର୍୍‌ଵଗ କର 
7+ 37u+ 7 ^ = 0 (ମାନ 7) 
ବା 371 = 0 (ମାନ 7), ଅଣୁ, = 0 (ମାନ 7) ନିଲେ 
3 x=18+ Tu=18+7(04+7h)=184+7°h, ବା, x= 18 
_(ଜାନ 7°) ହୁଏ ! 
` (ଖ) × = 30 (ମାନ 7*) ହେଲେ × = 30 + 7* ହେବ ଓ ମଲ ସମ୍ମଣେଷତାରୁ 
(30 + 7*»)* + (30+ 7") + 1 = 0 (ମାଜ 7°), ବା, 
7*(19 + 61») = 0 (ଜାନ 7°), ବା, 19 +6 1 = 0 (ସାନ 7), ବା, 
5+ 5୪ = 0, ବା, 3 ଦୁାର୍‌ ଗୁଣଳ କର, 14+ =୦0 (ମାନ 7), ବା, 
v= 6 (ସାଜ 7) ମିଲେ । ଏ§ୁ × = 30+ 7” = 30 4+ 7*(6 4+ 7), 
ଅଜୁ % = 324 (ସାନ 7”) ହେବ | 
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ସମ୍ଭଶେଷଜା ଦ୍‌ 


ଉପର ସ୍ଥ ଉ୍‌ଦାହ୍ରରଣମ୍ଭାନଙ୍କରୁ ସେ କୌଣସି ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ୟା  କମିଦ୍ୁ 
f (X)=aox" +a; x" +a x"? +++ + + * + an = 0 (ମାନ ୨")ର 
ସମ୍ଭାଧାନ ନର୍ପ୍ତ୍‌ସ୍ଵକ ପଚ୍ତଭ ଅନ ମେୟ୍୍‌ । ମନେକର $< + ଓ (×) = 0 (ମାନ ୨")ର 
% = 6, (ମାଜ 2”) ଏକ ସମାଧାନ ଅଝଵେ | ଆମେ + 3 =, ¬+ ୬” ନେଇ 


flCs4 3) = fc +t PY =f(c) +t p* fc) + (¢ p’)* Ic, tp’) 
ପାଇବୁ | ଏଠାରେ £ (C.) = @aone," * +a; (n = 1), 2 4+ eevee +an-j 
ଏକ ପୂଶ୍ରିସଖ୍ଯା ଓ ସେଦ୍୍ବରର୍‌ 7(,› £2”) ମଧା ଏକ ପୁଣିସଂଖ୍ୟା ଅଟ | ସୂନଶୃ) 5 > 1 
ନମି୍୍ତ୍‌) 25 > 5+ 1 ଅବ | ଫଲଉଃ, /(£.) = 0 (ମାଳ ୨) ହେଉୁ› $(c,) =/k-p* 
ଜେଇ, ଆମେ s+ 2 ) = D* ( R+t Fc.) +t p™ I(c,), t p")›, ବା5 
fcs41) = p* ( k+t £ (c,) ) (ସାଜ p*' 3) 


ପାଇବୁ ଓ ଅ+ ± £'(,) = 0 (ମାଳ )ରୁ ର ମଜା ନରୂପଣ କରିବୁ । ତାଦ୍ରାହ୍ରେଲେ୍‌ 
£(,„ 1) = 0 (ମାନ »,* 3) ହେବ । ଅଥାଢୁ, £() = 0 (ମାନ ୨) ର ± =, 
(ମାନ »*) ଏକ ସମାଧାନ ଦେଲେ £() = 0 (ମାନ ୬" **)ର +1 =, + ± p* 
ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ହ୍ରେବ । ଏଠାରେ 


tf (c)= —k= Hed (ମାନ ») 


ବା ¢ ()= ¬ 7 (ଜାକ ) 
'ରୁ ରେ ମଲା ପାଇବୁ । ଏଭୁ ¢ କମିଶ £ (",; ¡ ) = 0 (ମାଜ »* ` *) ହେବ । 

ସଦ୍ଦ £ ,) = 0 (ମାନ »p) ଓ † (,)/»* = 0 (ସାନ ») ଦୁର, ତାହାହେଲେ 
ସେ କୌଣସି ¢ ଦୁ।ର୍‌ ଜ୍‌ପରୋକ୍ୁ ସହ୍ମଣେଷକା ସତ୍ଯ ତୁଏ । ଏଣୁ £ =0,1,2,* “9 = 1 
ଜଆସଯାଇପାରେ । ଅଉଏବ, ସବ୍ଦ £ (,) 20 (ସ୍ଥାନ ୭) ଦୁଏ, ତାହାହେଲେ ରରେ 
ଗୋଵିଏ ମଲା ଓ ସନ୍ଦ £ (୬) = ୬” * # (.) = 0 (ନହାଜ 2) ଦୁଏ„ ବାହାହେଲେ 
ରୀ ୬ ସଂଖ୍ଯକ ମଲା ମିଲବ । ଅପରପଷ୍ଣେ ସ୍ର †' (6 =0 (ସାନ p) ଓ 
pf (c,) #0 (ମାନ 2) ହୁଏ, ତେବେ ଏହ୍୍ର „ ଜମିଶଷ୍ଠ ସତ୍ଭଣେଷତାର ସମାଧାନ 
ପ୍ରଭ ଆମ୍ଭେ ଅଗ୍ରସର ହୋଇପାରୁ ନାହି 

ପଚ :—ପ୍ରଥମଭଃ $= 1 ଜଅ ଓ ×= 0, 1, 2,**› ନ 1 ନେଇ 
କେଉି କେଉଁ × ଜମିବ (×) = 0 (ମାନ 2) ହେଉଛୁ, ଲକ୍ଷୟ କର୍‌ | 


ସେଉଁ ସେଉଁ ସଂଖ୍ଯା କମି £ (×) = 0 (ସାନ ») ର ସମାଧାନ ମିଲେ, 
ଉତଲ୍ବଧରୁ ଗୋଝିଲୁ ୯¡ ନାମ୍ଭ ଦୂଅ । ଡସ୍ପରେ £ («) = 0 (ମାନ ୬”) ର ସମାଧାନପାଲ 
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m9 ଗ୍‌ଣିଭଦ୍ଧ 


ଚେଷ୍କା କର । ଏହ୍ରାର ଏକ ସାଧାରଣ ସମ୍ମାଧାନ ଅଛୁ = 1 + ± ) ପାଇବା ଛମିଦ୍ତ, 
ଆମେ ନମ୍ପ ସରଲ ସମ୍ଣେଷତା, 


fF’ (ci) t= - Hea) (ମାଜ) 


ର ସମ୍ମଥାଧାନ କରର୍ଧ । ଏଥ୍ଯରୁ ପୁଙ୍କ କସ୍ତୁଜ୍ଭ ଅନ୍‌ଯାସ୍ତୀ £ର 0, ବା, ୬ ସଂଖ୍ୟକ ମନଃ 
ମିଲେ | ଉନ୍ଧରୁ ଗୋୈିଏ ଗୋିଏ £ ନେଇ ଆମେ „ ମାନ ପାଇ ପାରୁ | 
ସେହଦ୍ଦ୍ରପର୍‌ ଗୋ?ିଏ ୯ „ ପାଇବା ପରେ 
¢ (×) = 0 (ସାଜ 23) 
ର ସମ୍ଭାଧାନପାଇଁ ଚେଣ୍ଟା କର । ଏହ୍ଵାର ଏକ ସାଧାର୍‌ଣ ସମ୍ମାଧାନ ଏ§ = a +t »” 
ପାଇବା ଲଗି, 


f’ (cg) t= - Ha) (ସାଜ ») 


ହେବା ଆବଣ୍ଯକ । ଏଦ୍ସ ସରଲ ସମ୍ଭଣେଷକଭାର ସମ୍ମାଧାନ ଫଲରେ 0, ବା 1, ବା 
ସଂଖ୍ୟକ ¢ ମିଲବ । ଉନ୍ଧୁଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଜେଇ ଆମ୍ଭେ ୮ ୟ ସ୍ଥାନ ପାଇପାରିବ | 


ପୁ୍ବପର ସେ କୈ?ଣସି ଗୋଝିଏ କ୍ର ଜେଇ ଆମେ „ ମାନ, ଯେ କୌଣସି 
ଗୋଂ?ିଏ 6 ଜେଇ ଆମେ „5 ମାନ, -- ;, ସେ କୌଣସି ଗୋ?ିଏ ।। ଜେଇ ଆମ୍ଭେ 
6+ ମାନ ପାଉ | କୌଣସି ଏକ 6; ନମିଦ୍ତ ନର୍୍ତସ୍କ୍‌ ସାପେଜ୍ଷ 6+ ¡ର ସଂଖ୍ୟା 0, 1 
? ହେଉଥିବାରୁ ଆମେ ସେ କୌଣସି ୮; ରୁ ଏଦ୍ସ ପଲର ଅଜସ୍ବରଣ କରି ଛମ୍ମଣଃ ଗର 
କଲେ ପର୍‌ଶେଷରେ 0, 1„ ବା ୬ ର ସେ କୌଣସି ଗୁଣିଭକ ସଂଖ୍ୟକ + ପାଇ ପାରୁ 
ଅବଶ୍ଯ ଏହା ଷ୍ପଣ୍ଣ ସେ ପ୍ରଭ କ ମ୍ଥଲରେ 

62 = 5 (ସାଜ ୨), 6 $ = „ (ମାନ ୬”), ++ "୨ 6, ¡ = 6, (ସାନ »°)› 
+ + ଅଵେ ଏବଂ ଆମେ ମଦ୍ଦ କୌଣସି କର୍ଦି୍କ ୯¡ ରୁ ଆରମ୍ଭ କରି „ ଠାରେ ପହଞ୍ଚ_ › 
ଭେବେ 


C] =ECg BCg =Cy FC Stree ers = 6+ (ମାନ 2) 
Co Cg ECg ECs Bere ewr ner EC, (ମାଜ Dp”) 
Cg = C4 = Cg =r rv rere = 6, (ସାନ ୭) 
Cy =Cg Ere ee wre =C, (ମାନ pV) 


C„ = * * = (ମାଜ p*) 
Cr 1 = Cr (ମାନ p11) 
ହେବ । 
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ସମ୍ଭଶେଷତା ୮] 


ଅନ୍ସିଷାରୁ:--ମନେକର £() = 0 (ମାନୀ ର ଏର '2କି ସମାଧାଳ 
ସେ £ (¢; )=20 (ମାନ ») ; ଢାନ୍ଦାହେଲେ: £(}=0: ` (ମାନ ୭) ` 'ସମ୍ଭିଶେଷଡାର 
୯ ଠାରୁ ମିଳୁଥକ୍ରା ସମାଧାନ „ ଏକ ଓ ଅର୍ଦଧଙ୍ରାସ୍କ (nique) ୫ 1° = 


ସ୍ତମ୍ଭାଣ : ¬; ରୁ ଆରମ୍ଭ କର, ଆମେ ଚତାଭତ ଭଡ଼ା 
Ff (c))t= -f (c2) (ସାନ ») (+) 
i (A 
ର ସମ୍ମାଧାନ t=t;ij ଭୁ 2 =C) 


4+)୦9 ନେଉ୍‌ | †' (c5) #0 ବ ଏ ଏବ Ga 
ଏକ ଓ ଅର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରୟୁ ଅଝେ । ଉସ୍ପରେ ଆମ୍େ 


f (co)t = = (ମାନ ») 


Pp tras AOE DD 


T i) O=( 9) X 


ର ସ୍ମା eta ଷାଉ୍‌ । GRA a 20 a WN) 
ମାଛ 6) =, (ମାନ ୭) ବେ (65) = (6) ଳା ଆ ଡେ 
ସୁଡର୍‌ଂ, ଶେଷ ସମଣେଷତାଲୁ - = (9) { 
f (ct = — Fife) (ମାନ ୭) {abe 


ତ୍ଵବେ ଲେଖାଯାଏ । ର †' (6; ) #=0 ହେରୁ› ଏହ ସମମଣ୍ତେଷତ୍ଲାର ଖମାଞାଶ 

{ = £ ନ ଏବେ ମଧ ଅର୍ଦ୍ଧ ତ୍ରାସ ଅଝଵେ | ଏଣ୍ରି ଅରୁ ମିଳୁଥବବା Ca =Ce Hiapls 
ଏକ ଏଙ୍କ ଅର୍ଦ୍ଧତ୍ରା ଅଖ । 
ସୁନଶ୍ଡି; 


a 
QR) po = iS 


| ep 
63 Cs BCs ECE Brewin (ନନ 2) gs 


ହେର, ଅଣା Pe 
Fc) =f (ca) Sf (cg) Ef (caf (CF) Sve CS eft 6). D (¬; 1 is 
(ଥାନ ୮) ହେରୁ › ରୁ ମିଳୁସବା +3 + ,+ £, ୬" ର ମୃ ମକ ଏହା ଅର୍ଦ୍ଧ ଟସ 


= £1. + “0 : 
ଅଟେ । କାରଣ, £" (,) = £ ` (¢; ) 520 ହେରୁ› ଡର ନ 


fF (c.)t = —— Fe (ମାଜ 2») n ob pe 
ry Cr zor) \ 
as (Ft) b= aE 
fA (C1 = =e Fe (ସାଜ p), $= 1, 2, og F=f) \ A=(, >) \ Bl 


ର ସର୍ମାଧାନ =, ଏକ ର ତ୍ରାସ୍‌ ଅତ । ଏବ ପାଇବା ଷ 


aA =$ (, ୨) “4 
ର ସମ୍ଭାଧ୍ାନ କର ର m4 ଲଜଅ | ଏହା ଷ୍ପଣଷ୍ଠ ସେ 


q 
Cr= Cra F tr 4 p77? ) 2 92RP ଡୁ | ରିଲ phe 
=Cr-g+ LE Pp? +t p""! 


on 
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av ର୍‌ଣିଉ୍ଧ 


er po id - 2 p77? + tr 1 ph 


=cy +t; a + ts Dp roe p71 
ସମାନ୍ଦୁତ ଉଦାହ୍ରରଣମାଳା ¦ 


(କ) ସମାଧାନ ନର୍ଶ୍ତିସ୍କ୍‌ କର :=—, 

f (x) = ×? - × = 4= 0 ( ମାନ 7? ) 

ଏଠାରେ, P=7 ଓ † (×)=0 (ମାଜ 7)ର ସମ୍ଭାଧାନ ପାଇଁ ଆମେ 
ଷଟ୍ତା ମଳ କର୍ଵବେ ± =0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ଜେଇ ଦେଖ୍‌ ଛେ €) = 3 ଜମିଦ୍ଠ, 
¢ (¢) ) = 0 (ମାଜ 7) ଅଃ । ଯଦ ×5& 3 (ସାନ 7) ହୁଏ, ଢେବେ † (×) 5:0 
(ମାନ 7) ହେବ; ଆମ୍ଭର ଏହା ଲକ୍ଷ୍ଯ କରବା ଉ୍ଵଚତ୍ତ । 

ସୁନଶ୍ଧ, £' (×) = 3” — 1 ହେରୁ, ଜମ୍‌ ସମଶେଷରା 


f’ (e) t= HD) (ସାଜ ୬) ର [7 ())=3 c,*— 1 = 3.9 


—- 1 = 26 ଓ Pea ହେରୁ } 

26t = sf = = 4 (ମାଜ 7) ହୁଏ । ଏଠାରେ 26 = ¬ 2 ମାଜ 7) 
ହେରୁ, 'ର ସମଣେଃତ୍ତା 

¬ 2¢= ¬ 4 (ସାଜ 7), ବା, 2¢= 4 (ମାନ 7) ଭ୍ଵବବେ ଦୁଗ୍କ ହୁଏ । 
ସଲଢଃ 2(¢ = 2), 7 ଦୃାର୍‌ ବରଜ ହେଉସବାରୁ ଏବଂ (2, 7) = 1 ହେରୁ, £ =; 
== 2 ମିଲେ । ଅଚଏବ, ଦନ୍ତ ସମମଣେଷଭାର 

C=C) +t) p=3+2X7=17, 7” ମାନାଙ ନମିଦ୍ତ୍ ଏକ ଏବ୍ର 
ଅର୍ଦ୍ଧ ଝରସ୍ଵ୍‌ ସମ୍ଭାଧାନ ଓ ପ୍ରତ୍ୟେକ ସମ୍ମାଧାନ 

%=17+7* $, $=0, ± 1, ± 2, ± 3, :  ଶ୍ଵବେ ଲ୍‌ି ହୁଏ | 

(ଖ) ସମାଧାନ ନର୍ଶ୍ରସ୍ଵ୍‌ କର୍‌ :— 

f(x)= ×" = ×+ 2 =0 (ମାନ 7*) ଏଠାରେ ୬ = 7 ଓ 

f () =×" - ×+ 2=0 (ମାନ 7) ର ଏକ ଓ ଅର୍ଦଧଂଖ୍ରସ୍୍‌ ସମ୍ଭାଧାନ 
×% = ¡ = 4 (ମାନ 7) ଅଛେ | ସୁଜଷ, £ (x) =2x—1, # (01) =f(4) = 
14, f (cj) = £ (4) =7: ଏବ 


f (c3)t= Hea (ସାଜ ୬) ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଛ =) + tp= 4+ ¢ 
ଛ୍ଶ୍ରିସ୍ବ୍‌ କର୍‌ସିବ । ଏହ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତାର ଆକାର 
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7£= - 2 (ମାଜ 7), ବା, £= ¬ 2 (ମାଳ 7) ଅଖ | ମାନ ଏ ପ୍ରକାର 
± ଅସମ୍ଭବ | ଏଣ୍ପ ୯) ରୁ କୌଣସି ୟ ମିଲେ ନାହି । † (×)=0 (ମାଳ 7)ର 6; 
ବ୍ୟତ୍ରୀଭ୍ତ ଅନ୍ଯ କୌଣସ୍ତି ସମ୍ମାଧାନ ନ ଥ୍ବବାରୁ ଓ ଏହ୍ସ ୮; ନିମିଦ୍ତ £ (×)=0 
ଏ 7”)ର କୌଣସି ସମାଧାନ ନ ଥିବାରୁ ମୂଲ ସମ୍ଭଣେଷତାର କୌଣସି ସମ୍ଥାଧାନ 
ନାଦ୍ଦି । 

(ଗ) ସମାଧାନ କର :— 

£ (×) =×" 4+ × + 1 = 0 (ମାନ 73) ଏଠାରେ ସଙଂ ପ୍ରଥମେ 

£ (×) = "+ ×+ 1 =0 (ମାନ 7) ର ସଖାଧାଜ ବରା । ପ୍ରଥମତ, 
x + x+ 1 =x" — 6x + 8 = (× — 2) (× ¬ 4)(ସାନ 7) ହେଭୁ, £ (x) =0 
(ସାନ 7) ର କେବଲ ଦୁଇଝି ସମାଧାନ 63 = 2, 6) = 4 ଅଛୁ | 


(¦) ଆମେ ¢ ¡ = 2 ନେଇ ଆଲୋଚନା କଲେ, † (¢; ) =#(2)=7 ଓ 
† (6) = (2) = 5 ହେଭୁ, ଅ2େ=। +୨ ପାଇବା ପାଇଁ, £ (C୨; )¢ = 
Head (ମାନ ୬) ର ଆକାର ' 


5£ = ¬ 1 (ସାନ 7) ହୁଏ । ଉଉସ୍ ପାଶ୍‌ କୁ 4 ଦର୍‌ ଗୁଖିଲେଂ 

_£{=20¢ = ¬ 4 (ମାନ 7 , ବା £=4 ମିଲେ | 

ଏଣୁ € =; + p= 2 + 4 × 7 = 30 ପାଉ | 

ଉପ୍ପରେ †' (¢;) = 5520 (ମାନ ୨) ହେଭୁ, ଆସେ = +p” 
ଯାଇବା ପାଇଁ ଜମ୍ପ ସମଣେଷଭା 


f (c3)t= Fea) (ମାନ ») 


ଅର୍ଣାଜୁ, £ (¢) =£ (2) = 5 ଏବ  (c5) =# (30) 
= 30" 4+ 30 + 1 = 931 ହେରୁ, 


F (2) t= -— £39) (ମାନ 7), ଏହ ସମଶେଷଢା 


931_ _ jo= 
¬ 25 = ¬ 19 = 2 (ମାନ 7) ଡୁଏ 1 ! 
ଉଭୟ ପାଶ୍‌ କୁ 3 ଦୁ|ରା ଗୁଖିଲେ 15 = 6 (ମାଳ 7), 
ବା £=6 (ମାଳ oo) ପାଉ୍‌ l 
ଏ§ୁ ମଯ = 6 ଡେଇ ଆମେ ଦନ୍ତ ସମଣେଷତ୍ତାର ଏକ ସମାଧାନ 68 = + ¢, 


7 +t, 7+ =2+4 × 7+6 × 7" =324 ପାଇପାରୁ । 


St 
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ng ଗ୍‌ଶିତ୍ଧ 


ˆ (;¦) ଅପର ପଷେ ୮) = 4 ନେଲେ 
fF (2) =×" +× + 1 (ମାନ 7") ର- 
ˆ ସମାଧାନ 62 =; +  ନମି୍ତ 


f (cj )t= Hea) (ମାନ ୬) ର 
ସାହାଯ୍ୟ ଜେଇ †' (4) = -H) (ସାନ 7) 


ବା (4)=2× 4+ 1=9 ଓ † (9) = 4+ 4+ 1=21 ଦେଇ 
" ୨91 = ¬ 22 ( ମାଜ 7 ) 
ବା 2¢= — 3 ( ମାନ 7 ) ଷାଉଁ । 


` ଉଭୟ ପାଶ୍‌ କୁ 4 ଦାରା ଗୁଣନ କଲେ 
{== — 12 =2 ( ସୀନ 7 ) ମିଲେ । 
ଏଣୁ 6 = € + 9 = 4+ 2 × 7 = 18 ହେବ | ସଳତଃ 


f (c3)t= Hea) (ସାନ ୬) ର 


ସାହାସ୍ୟ ଜେଇ, 2£ = 9£ = =222 = — 7 = 0 ( ମାନ 7 ) 


ବା £= 0 (ହାନ 7) ପାଇଁ | ଏଣୁ ¢ =. +p = 18+0 X 7 = 18 
ଫଳତଃ, £ (×) = 0 (ମାଜ 7°) ର ସମାଧାନ ¢” = 18 ହୁଏ | ଅଜଏବ ଆମେ 
×*4+ ×+ 1=0 (ସାନ 7°) ର ଦୁଇବି ସମ୍ମାଧାନ= 324, 18 (ମାଜ 7) 
ପାଇଲ । 


ସ୍ରଶମାଳା 
ସମ୍ଭାଧାନ କର୍‌ | 
ବଧ | × × -†+4=0 (ମାନ 75) ଉ୍ଭ୍ର ¬ == 66 (ମାନ- 7°} 
2 | "++ 1=0 (ମାଜ 7) ଭ୍ଵ୍ର(¦) == 1553 (ମାନ 7) 


(¦) ×= 1047 (ମାଜ 7!) 
୩ | "= 12=0 (ମାନ 7°) 
,ଜଦ୍ତର 5 (¦) × = 4 + 49 (ସାନ 7°) 
a (#1) × = ¬ 3 ++ 49 (ସାନ 7°) କା ଅକ 
=0 ih 2, 3, 4, 5, 6 (ସବମୋଃ 14? ସମାଧାନ) 
2 


t 
+ = 
| ଚୁଡା pCE= "TT Xo 4 
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୪ | ପ୍ରଜ୍ଥାଣ କର ସେ £ (×) = ° = 2% 3 ହେଲେ 


(କ) £ (×) = 0 (ସାନ 3) ର୍‌ ସମାଧାନ ×=0, 2 (ମାଜ 3), 

(ଖ) (×) = 0 (ମାନ 9)ର ସମାଧାନ %=6,5 (ମାନ 9) 

(ଗ) £ (×) =ଠ0 (ମାନ 27)ର ସମାଧାନ ×=6, 23 (ମାଳ 27) ଓ. 

(ସ) # (×) = 0 (ମାନ 8 1)ର ସବାଧାନ %== 60, 23 (ସାନ 81) ଅଃ ! 
୫ | ପ୍ରମାଣ କର୍‌ ସେ ¥” 4+ × 4“ 7 = 0 ମାନ $ )ର କୌଣସି ସମ୍ପାଧାଳ ନାହ୍ବି । 


୬ | ପ୍ରମ୍ାଣ କର୍‌ ସେ # (×) = ×5 4+” - 4 ହେଲେ † (×) = 0 (ମାନ 7°) ର 
କୌଣସି ସମ୍ଥାଧାନ ଜାହ୍ବି । ଜ୍ଵର ଗର୍‌ ଧାଡ଼ରେ ହେବା ଆବଶ୍ଯକ । 


୭ | ପ୍ରମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ £ (×) = ×” 4+ × 4+ 7 ହେଲେ (କ) † (2) = 0 
(ମାନ 7) ର ସମାଧାନ × = 0, 6 (ମାନ 7), (ଖ) † (×) =0 (ସାନ7”)ର 
ସମ୍ମାଧାନ × = — 7, 6 (ସାଜ 7”), (ଗ) £ (×) = 0 (ସାନ 7") ର 
ସମ୍ଭାଧାନ = ¬ 5 6, 55 (ସାନ 75) ଅଛେ | 


ଉପର ଲ୍‌ଝିତ୍ତ ଭ୍‌ଦାହରଣମ୍ଭାନଙ୍କରୁ ଏହ୍ରା ଷ୍ଣ ସେ, ମାନାଙ୍କ ୬” ନମି, 
କୌଣସି ଦନ୍ତ ସ୍ମଶେେଷତ୍ତାର ସମ୍ଭାଧାନ ସଙ୍କଲନ, ମାନାଙ୍କ  ଲତମିଶ୍ବ୍‌ ସେଦ୍ଵ ସମ୍ଭଣେଷତା 
ଓ ଉକ୍ସନତ୍ତ କେତେକ ସମ୍ମଣେଷତାର ସମ୍ଭାଧାନ ସଙ୍କଲନ ଠାରୁ ଅଭନ୍ତ୍ର ଅଝ । ବ୍ଚିସ୍ଥାନ 
ଆମ୍ଭେ ସେ କୌଣସି ଧନାସ୍ପକ ଗୁର୍ପ୍ତିସଖା ୩ ଲମିଦ୍ତ୍ କୌଣସି ଦତ୍ତ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତା, 

f (×) = 0 (ସାନ m) ର 

ସମ୍ଥାଧାନ ସକଲନ ଉ୍‌କ୍ର ସମ୍ଭଣେଷଭାର ପର୍‌ଷ୍ତର ସ୍ତର ମ୍ଭୌଲିକ କେଢେକ 
ମରାନାଙ୍କ ନମିତ୍ତର ସମ୍ଥାଧାନ ସକଲନଠାରୁ ଅଭ୍ମନ୍ତ୍ର ବୋଲ୍ଲ ଦର୍ଶାଇବ୍ଧ । 


ଚୀନୀସ୍କୁ ଗଶଷ ସ୍ରମେସ୍ଟର ପ୍ରୟୋଗ : ପ୍ରଥମତଃ ଆମ୍େ ଏହ ସ୍ରମେସ୍କୁ 
ଲତମ୍ପମତେ ଲେିବ୍ଧ' , ସଥା :¬ ମନେକର ୩1, ୩, M3, ନ ଏଛୁ # ସଂଖ୍ୟକ 
ପୁ୍୍ତିଝଖ୍ୟା ସ୍ରୟକଠାରୁ ବୃହ୍ନଷ୍କର ଓ ଷରଞ୍ପର ସ୍ତର ମ୍ଭୌଲିକ ଅନ୍ତ |! ତାହାହେଲେ 
ସେ କୌଣସି ॥ ସଂଖ୍ୟକ ପୁ୍ରିସଖ୍ୟା ୯1, ଅୟ› 8," ` '› ଳା ଜମିଶ୍‌ ଜମ ସମଶେଷତା 
ମ୍ଥାଲା 
=, ( ମାଜ m: ) 
=, ୁ ( ସାନ mM ) 
C=C, ( ସାଜ Mg ) ++ ୧ +e ee” 
=» ( ସାଜ Mm )` 
ର ଏକ ସମ୍ଭାଧୀନ ହିଲ ପାର୍‌ବ |; 
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ଗ୍‌ଗିତତ୍ତୁ 


ସ୍ଥଜେକର୍‌ ୩ = , 1 ¡ୁ , # 5“ “ ନ ଓ ପ୍ରତ୍ୟକ ସୋଡ଼ା ¿, 7 କମିର୍‌ 


(m;›, m,) = 1 । କମ୍ପ ସହ୍ରସମଶେଷତ୍ତା୍ଥାଲାର ସମ୍ତାଧାଜ ଏଠାରେ ଆଲଚନା 
ଇର୍‌ସିବ । ଏମାନେ ହେଲେ 


f (×) =0 ( ମାଳ m; ) 
f (x) =0 ( ମାଜ m, ) 
f (×) =0 ( ମାଳ m5 ) 


£ (2) = 0 ( ମାଜ m ) 


fen ( ମାନ Mm, ) 


ଏହ୍ସ ସମ୍ଭପ୍ତ ସମମଣେଷତାର ଏକନ୍ଧ ସହ୍ରର୍ସ୍ଥ ତକୁ ଆମେ ସମ୍ଭଶେଷଭା ମ୍ରାନଙ୍କର 

କ ଗୋଷ୍ଠୀ (SYstem 0£ ୯ଠngruences) ଆଖା ଦେବୁ । ଯଦ୍ଦ ଏହ । ସଂଖ୍ୟକ 
ଟେକ ସମ୍ଭଶେଷତାର୍‌ ¢ ଏକ ସମ୍ାଧାନ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଆମେ କନ୍ଦ୍ରଦ୍ଧ ସେ । ଏହ 
ଗୋଷ୍ଠୀର ଏକ ସମ୍ମାଧାନ ଅଃ । ଆମେ ଏପର  ଜର୍୍ତସ୍କ୍ କରବ୍ଧ ଯେପର 1=1, 2, 
3, * *› ୩ ଜମିଦ୍୍‌ £ (c) = 0 ମାନ (m,) ହେବ |, 


ମନେକର ପ୍ରତ୍ୟକ ¦ ନମିଦ୍ତ୍‌ m; ଦାରା £ (¢) ବରଜ ଅଝେ । ତା'ହ୍ରେଲେ 
୪ ଦାରା £ (¢) ବର୍ଜ୍ୟ ହେରୁ £ (¢) =m; £) (¢) ହେବ ! ସୁନଶ୍ଡ ୩. ଦ୍ଵାର 
mi f1 (¢) =# (c) ବର୍ଜ୍ୟ 6 (m5 , 2) = । ଅଖ । ଏଣୁ ଆମେ ଏପର ଦୁଇ? 
ମୁଶ୍ରିସଖ୍ୟା ୩) , ?  ପାଇପାରବୁ' ସେପରି 3 73 + ମୁ ୩ = 1 ହେବ | ସଲତଃ 
mଛ ଦୁର ୩1 £ (c)+ mg ng fi (c)=(myjnj +m N9) F1 (Cc) = 
£ (0) ବତକ ଅଝ । ଏଣୁ £; (¢) =m 2 £» (¢) ଓ ସେହୁଷର, £ (¢) =m 3 
fs (Cc), fs (c)=m4 F4 (0), ° > fo (C)= 1 ma. ଏ() ହେବ› ଅଣା, 


f (c)=my mg Ma‘*", Mo € (c)} 
ହେବ, ଅଥକ › £ (¢) = 0 (ମାନ m) ହେବ | 


ଷରଷ୍ୃଭଂ, £ (C) = 0 (ମାଜ Mm) ହେଲେ, {= 1, 2, 3, +, ୩ ନମିଦ୍ତ, 
(¢) = 0 (ମାନ m,) ଅଖେ | ଆମେ ଦର୍ଶାଇଳୁ' ସେ (×) = 0 (ମାନ m) ହେବ | 
ମୁଷ୍ପୃରଭଃ, £ (C) = 0 (ମାଜ Mm) ହେଲେ), 1 = 15 2, 3, +“, 7 ଜମି୍, † (c) = 0 
(ମାନ ,) ଅଃ । ଆମେ ଦର୍ଣାଇଲୁ' ସେ £ (×) = 0 (ମାନ m)ର ସମସ୍ତ ସମ୍ଥାଧାନ 
{=1, 2, 3, - ", n କମିଦ୍ତ £ (×) = 0 (ସାନ m,)ରୁ ମିଲେ । ତେଣୁ ଣ୍ରୋଷୋକ୍ତ 
ଗୋଣ୍ଣୀର ସମ୍ଭସ୍ତ ସମାଧାନ ନର୍ପ୍ତସ୍କ୍ୁ ହେବା ସଥେଣ୍ଡ ଅଃ । ` 
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ସମ୍ପଣ୍େଷତା me 


ସ୍ରଜେକର୍‌ ସ୍ରତ୍ତୟକ ¦ ନମିନ୍ତ୍‌ £ (×) = 0 (ସାନ ୩) ର |¿ ଏକ ସମାଧାନ 
ଅଟେ ।! ଏହ ସ୍ତକାରେ ଜଶ୍ରୀତ ଏକ ସମ୍ଭାହ୍ରାର 6୨, 6," ଂ› 6; ଜଅ ଓ ଚୀମସ୍ 
ତ ଗଣେଷ ପ୍ରମେୟ ଅନ୍ଲଯାୟ୍ଵୀ ଏପର ଏକ  ଜର୍ତ୍ରସ୍ଵ୍‌ କର ସେପର୍‌। 
=: (ମାଜ m1 ) 
C= ଛୁ ( ମାନ Mଛ ) 
C= ( ମାଜ Mg Jee + + - - 
=: ( ସାଜ Mm, )+ + * “ 
C=, (ସାନ Mm ) 
ହେବ । ଉାହ୍ଵା ହେଲେ 
f (c)=f (cj) =0 ( ସାଜ mz) 
f (c) =f (c}) = 0 ( ମାଜ mg) 
f (c)=f (c5)=0 (ମାନ ms ) 
f (c) =f ଆ ଶା ( ମାନ m+ ) 
f (c) = £ (6») = 0 ( ସାଜ Mm, )- 
ସଲଭଃ, £ (×) = ୦ m)ର € ଏକ ସମାଧାନ ହ୍ଲେବ । 


ମ୍ାନାଙ୍କ  ଜମିନ୍୍‌ ଷରଞ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ £ (×) = 0 ( ମାଳ  )ର ସମାଧାନ_ 
ମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ନର୍ଷ୍ତସ୍ଵ କଗ୍ନସିବା ଆବଣ୍ଯକ ! ମନେକର ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା 1 (mM) 
ଅଃ । ସେହ୍ସପର୍‌ ସ୍ରଭ୍ୟକ ମାନାଙ୍କ ; ,ନମିଷ୍‌ ପରଞ୍ତର ଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ £ (× =0 
(ମାନ Mm) ର ସମାଧାନ ମାନଙ୍କର ସଖ୍ଯା ଏ⁄ (Mm) ହ୍ରେଭ୍‌ । ଆମେ ପ୍ତମ୍ଭାଖ 
କରବ୍ଧ ସେ 

Ns (mM) = N, (mM), Ns (mg) Ne (mg) * Ns (ma). 
ଅଖ |, 


ପ୍ରଥମତଃ 0, 1, 2, 3,“ *» (Mm ¬ 1) ମଧରୁ ସେଉ ମେଉ୍‌ ସଂଖ୍ଯାମ୍ଥାନ 
† (×) = 0 (ମାନ m) ର ସମାଧାନ ଅଃନ୍ତ, ସେମ୍ଭାନଳ୍ର ସମ୍ଭାହ୍ରାରକୁ $, ନାମ 
ଦ୍ଦଅ । ସେହ୍ସଘର୍‌ 0, 1, 2, 3, +“, (M୩. ¬ 1) ମଧରୁ ସେଉ୍‌ ସେଉଁ ସଂଖ୍ଯାସ୍ଥାନ 
£ (%‰) = 0 (ସାନ m,.) ର ସମାଧାନ ଅଃନ୍ତ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ସମ୍ଭାହାରକୁ $. ନାମ୍ତ 
ଦ୍ଧଅ । ମନେକର ¿. 5 ଅଲୁର୍ଗଜ ଏକ ରଶି, ଅର୍ାଵୁ, £ (¢), #m ଦର୍‌ ବଭ୍ବଳ ଆସେ 
ଦେଖୁ ସେ, ସ୍ରଭ୍ୟକ £ କମିଦ୍, £ (¢), /, ଦୁରା ବଭଜଯ ! 

6 କୁ ୩; ଦାରା ଭ୍ଵଗକଲେ ସେଉଁ ତ୍ତ୍ରଗଶେଷ ମିଲେ, ଭାହାତ ₹; ଆଖ୍ୟା ଦୂଅ | 
ସଂଲଭଃ, ସ୍ରଭ ¢ ନମିନ୍ତଟ ତ୍ଵଗଣଶେଷ ମ୍ଥାଲା { ୮, 72, 7୫ ˆ ' ',7› * * ',7» } ମିଲେ | 
ସୁନଶ୍ତ, ¢ = ₹¡ (ମାନେ ୩) ହେରୁ , 


Digitized by srujanika@gmail.com 


v୬ ର୍ଵଗିଉ୍ତୁ 

yo 

f (r,)=7 (c)=0 (ଥାନ mi), 

ଚନ ଅଖନ୍ତ, +¿ ର୍‌ଗିଝି $, ଅନୁର୍ଗର । ସଲଉଃ, ସ୍ରଭ ¢ ଜମିଭ୍‌ ଆମେ ସେତ ଜରିଷ୍ଣ 

ଜ୍ଞ ମାଳା { ୮1, 79, 7୫, ** *, 7% ** *,7ନ } ପାଉ, ତାହାର ¿ ସ୍ଥାଚସ୍ ଗୁଣି 
5 ଅନୁର୍ଗଭ ଅଵେ | ଅପର ପଶେ, ସଦ ଉ୍ଜ୍ ଖିଭ ଛମରେ ସଜା ହୋଇଥବା ତ୍ତ୍ଗଶେଷ 
ମାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ଭାହ୍ରାର { 71, 2, 7୫, “7 * * ନ } ଭଆ ସାଇଥାଏ, 
ତାଦହ୍ଵାହେଲେ ଚୀମସ୍ ଷ୍ଵଗଣେଷ ପ୍ମେସ୍ଟ୍‌ ଅନୁଯାସ୍ତରୀ 5୨ ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏପର ଏକ  ମିଲବ, 
ସେପର ପ୍ରତ୍ୟକ ¦ ନିଦ ¢ = 74 (ସାନ ୩ ) ହେବ | ସ୍ନୟ ସଦ $m ଅନ୍ଥର୍ଗଭ 
ଅନ ଏକ ସଂଖ୍ୟା 1 ନମିନ୍ତ୍‌ = ୪4 (ସାନ mM) 


(i=1, 2, 3° n ) ଡୁ ଏ, ଢେବେ ¢ ଓ 2 ପରମ୍ରଠାରୁ ଅଭନ୍ତ ହେବେ । 
ଅଥ, ପ୍ତ୍ଯକ ନର୍ଦଦିଷ୍କ ସଚ୍ଜଡ ସମ୍ଭାହାର { 71, 72) 78 ** "୨ ₹# “ ro } 
ନମ୍ଭିଦ୍ଵ୍‌ 5 ର୍‌ ଗୋଝିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଝିଏ ¿ ମିଲେ | ବରପସ୍‌ଉ @୫ମେ, $ଳ ର ଅଲୁର୍ଗଭ 
ପ୍ରତେକ ନର୍ଦଦଷ୍ଠ ¢ ନମ୍ପିଦ୍ତ ଷ୍ତ୍ଗଣେଷ ତଭାନକର୍‌ ସମପାଦ୍ରାର 


{ 71, 9, 7, * ,5* * ",7„} ନର୍ଦ ଷ୍କ ଅଖ | ସୁଭରାଃ› ଗ୍ବଗଶେଷ ସ୍ଥାନଙ୍କର 
ସମସ୍ତ ସମ୍ତ୍ରାବ୍ଯ ସମ୍ଭାହ୍ାର ପାଇବା ନମ୍ମନ୍ତେ, ଆସ୍ତେ 5m ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି 
ରାଶିକୁ । ର ଏକ ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମୂଳାରୁପେ ଗ୍ରହଣ କରଛି › Sma ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି 
ଣ୍ଚିଲତ ₹„ ର ଏକ ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମୂଳାରୁପେ ଗ୍ରହଣ କରବ୍ଧ , * , ¢ +e SMe ଅଲ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସୈ 
› ର ଏକ ସନ୍ତ୍ବାବ୍ୟ ମୃଲ୍ଲାରୁପେ ଗ୍ରହଣ କରକ୍ଧ ,‹ + ‹ $ ଅଲ୍ତର୍ଗଭ ସେ କୌଣସି 

ଗୂଗିଲୁ ୮ ର ଏକ ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମୃଲାରୁପେ ଗ୍ରହଣ କରବ୍ଧ । 
ଓ ସୁନଷ୍ଡ, £ (%) = 0 (ସାନ ୩; ) ର ସେଉଁ ସମସ୍ତ ସମ୍ମାଧାନ { 0, 1, 2, 3, 
*=*, M1 , = 1 } ¬ ଏହୁ ସମାହାର ଅନ୍ତର୍ଗତ ଅଃ ନ୍ତ, ସେମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 1 ( ) 
ଅଟେ | ୮¡ ଏକ ତ୍ଵଗଶେଷ ହ୍ରୋଇଥ୍ଚବାରୁ ଏହା { 0, 1, 2, 3, +m — 1} = 
ସମ୍ଭାଦ୍ରାର ଅନ୍ତର୍ଗଭ ଏକ ଗୁଣି ଅଃ ଓ £ (+;) = 0 (ମାନ m1) ହେଭୁ, 7; ପୁ କୁ 
ସମ୍ଭଣେଷ୍୍ତାର ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ଅଖ । ସୁ୍ର୍‌ଂ, 7) ର ସଞ୍ାବଯ ମୂଲାସମୃଦୁ £ (×) = 0 
ଖାଁଜ #m:) ର ସମାଧାନମାନଙ୍କର ଉପରୋକ୍ତ ସମ୍ଭାହ୍ାର ଅଝେ । ଏଣ୍ଣ, ଷରଞ୍ତରଠାରୁ 
ଶକ ସମ୍ତ୍ରାବଯ 7¡ ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଏ⁄ (#1) ଅଵେ । ଅଣା, Sma ଅନ୍ତର୍ଗତ 
।ବ୍ଯ 7; ମାନୟାର ସଂଖୟା ^/⁄ (+ ) ଅଖ । ସେହୁପର ଆମେ ଦେଖ୍‌ ସେ Sma 
ର୍କ ସମ୍ଭାବ୍ଯ 79 ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଏ (m2) Je 4 5 କୌଣସ୍ସ କର୍ଦ 
7; =? ¡ ସହ ସ୍ରତ୍ୟେକ ସମ୍ତ୍ବାବୟ 72 = { ₹ 2› ra, a } ଳେଇ ଆମେ 
Np (ର (71, 7.) ପାଇବୁ › ସଥା: (+1, 2 )› (71,72 ), (72 ' 
(2) I +. ଏଣୁ ଧ ¢ (m3) ସଂଖ୍ୟକ ସ୍ବଭାବ“ 7; ମାନଙ୍କସହୁ ଏ (m2) 
ସଂଖ୍ଯକ ସଞ୍ତ୍ରାଇଏ ୮. ନେଇ ଆମ୍ଭେ ୨ (m1) N, (m2) ¬“ ସଂଖକଃ(+ 1, 72) 
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LT 


ସମ୍ଭଗେରତୋ ୪୧ 


ଯାଇବ୍ଲ' । ସେଦ୍ସରଘର ପ୍ରତେକ ନର୍ଦିଷ୍ଣ {+; ', ୮2} ପାଉ ଏ (M୫) ¬ ସଂଖ୍ୟକ 
4 1) ୮2,73} ମିଳୁଥିବାରୁ ଧ⁄ (Mm) N+ (m.) ସଂଖ୍ଯକ ବଭନ୍ତ୍ର ସମ୍ତ୍ରାକ୍ଯ 
{ 7), r2 } ପାଉ Ny (mi ):Ns (mMma)*Ns (mg) ସଂଖ୍ଯକ ବର୍ତନ୍ତ {¡, 2› 
“+ § } ମିଲବ । ଏହୁ ଚକୋର ଅଗ୍ରସର ହୋଇ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ ପରସ୍ତର ସୃଥକ୍‌ ସାବ 
{r1, ro; ra, °° ˆ, 7-} - କର ସଖା MN, (m3) N, (mg) Ns (mn) 
ଅଟେ | ପ୍ରଭ୍କ କଙ୍କିଷ୍ଣ ସମ୍ମାହ୍ଧାର {71 , ୮2, *, ₹„} ମିଲା £ (×) = 0 (ମାନ 

m) ର ଗୋୈିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଝିଏ ସମ୍ଭାଧାନ ×=୯ ମିଳୁଥିବାରୁ, 
NN, (m) = { (×) = 0 (ମାନ m) ର ରରସ୍ତରଠାରୁ ସ୍ୃଧକ୍‌ ସମ୍ଭାଧାନ 
ସ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା } 
= ବଭ୍ନ୍ଧ ସମ୍ଭାବ୍ଯ ସମ୍ମାହ୍ରାର {;, 7୮2, ***,› ୪} ମାନସର 

ସଂଖ୍ୟା = Ns (m5 ):Ns (Mg) ++ Ns (Mp) TT | 

ଚୀକା : ଯଦ୍ଦ ପରଷ୍ତରଠ:ରୁ ସୃଥକ ବଭନ୍ତ୍ର ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା 91» 2୨ 3" * "୨ 


ନ ଛିମିଣ୍‌ ୩ = © - ୨? + ଚୁ ଥ2+ + ++ + “ରନ ଆ” ଭୁଏକୁ ତେବେ M୩ = 


୨.“ ନେଲେ ଉଷରେକ୍ତ ସ୍ରଣାଲୀର ପ୍ରସ୍ଟୋଗ ସରଲ ହୁଏ | 

ଉଦାଦୁରଣ : 3 4+ ୨0୦×2 + 83×-†୨9୨ = 0 ( ମାନ 3? - 5* “ 7 ) ର 
-ସମାଧାର ମଳେକର # (×) = &? 4+ 90” + 83 × + 99 ; ପ୍ରଥମତଃ ଆମ୍ଭକୁ ଜିମ୍ପସ୍ଥ 
ପ୍ରତ୍ୟକ ସମ୍ମଣେଷତ୍ତାର ସମାଧାନ ଆବଶ୍ଯକ, ସଥା ; 

(1) (×) = 0 (ମାଜ 3”), (17) £(×) = 0 (ମାଜ 5”), (17) (×) = 0 
{ମାନ 7), (7) ର ସମାଧାନ : ସଦ ୮(×) = ×" + 2 × ହୁଏ„ ତେବେ (x) = F(x) 
(ମାନ 3?) ହେବ | ଏଠାରେ F(x) = ° ¬ 3x" + 2x = x(x — 1)(% — 2) = 0 
(ମାନ 3) ଅଝେ । ଫଲଭଃ, £(×) = 0 (ମାନ 3)ର ସମାଧାନ ସମୂହ × = 0, 1› 2 
(ମାନ 3) ହେବ । ସୁନଶ୍ଡ୍ଧ ୮' (×) = 3%" + 2 = 2 (ମାନ 3) ହେରୁ, ୨=ଣ 


+ 3¢ ଜେଇ, (61) £= ==! ( ନାଳ  ) ଭୁ ଆମ୍ଭେ 1 =0, 1 ଓ 2 


ନମିନ୍ତ୍‌, £ ଓ 6॥ ର ନମୂ ପ୍ରଦତ୍ତ ମ୍ଲଲାମ୍ମାନ ପାଉ୍‌ ! 


ଅର ମୂଳା ର ମୂଲ ଛାର ମୂଳା 
0 0 0 
1 1 4 
2 1 5 


:ସଲଭଃ, (1) ର ସମାଧାନ % = 0, 4, 5 (ମାନ 3") ଅଵେ | 
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oo ,. ର୍ଗିତତ 


£(×) = ଶ(×) (ସାନ 5”) ଅଝେ । ଏଠାରେ $() = £ + 3% ¬ 1 = (x ¬ 3)* 
(× 4) = 0 (ମାନ 5) ରୁ ଆମେ ର ମୂଳା ¡ = 3, 4 (ମାଜ 5) ଷାଉଁ | ମାନ୍ଧ 
। = 3 (ସାନ 5) ହେଲେ ୫'(€¡) = 0 (ହାଜ 5) ହେଉୁ› ଭନ୍ିମି୍୍ତ ଵ (04) - ¢ = 
=$) (ମାନ ନ) ର ବ୍ୟବହ୍ଥାର ଫସଲରେ ¢ ମିଲପାରେ ନାହି । ମ୍ଥାନଧ ¡ = 4 


(ମାଜ 5) ଜେଇ ଆମେ ଛ = + 5 =) + 5-0=4 ପାଉଁ । ଢେଣୁ 7 ର 
ସମ୍ଭାଧାନ ± = 4 (ମାନ 5”) ହୁଏ । 


(17) ର ସସ୍ଥାଧାନ : ସଦ F(x) =¥ ¬ <! = 1 =(- x + 1) (% ¬ 1)* 
ହୁଏ ଡେବେ £(×) = £(×) (ସାନ 7) ହେରୁ, × = 1, 1 (ମାନ 7) ହେବ । 


ଏହ (×) = 0 (ମାନ 3* - 5* + 7) ର 3 × 1 × 2= 6 ଗୋଡି ସମାଧାଜ 
ମିଲିବ । ଏମ୍ଭାନକ୍କୁ ପାଇବା ନମ୍ଭନ୍ତେ ଆମେ ଚୀଜ୍ଜସ୍ୁ୍‌ ତ୍ବଗଣେଷ ପ୍ରମ୍ଭେୟ୍ବର ପ୍ତସ୍େଗ 
କରିବୁ । ଆମ୍ଭେ 4; =0, 4 ବା 5 ଓ 0ଝ = 4 ଏଙଂ 25 = 1 ବା ¬ 1 ଜମି 
% = a; (ମାନ 3”), × = 4. (ତାନ 5"), × = 4, (ସମାନ 7) ର ସମାଧାଳ ନ୍ଧ୍ରିୟ୍‌ 
କରିବୁ । ଝଲଭଃ, 

×=419, 594, 769, 869, 1044, 1219 (ମାଜ 3*-5*.7) ହେବ । 


ସ୍ତଶ୍ୃମାଳା 
୯ । ନମ୍ପ ସମ୍ମଣେଷତ୍ତାର ସମ୍ଥାଧାଜ କର :— 
(କ) ‰* + 2× — 5 = 0 (ସାନ 15) ଭ୍‌ : × = 5 (ମାନ 15) 
` (ଖ) ×* + × ++ 7 = 0 (ହାନ 189) 
ଉ୍‌ : × = 13, 49, 76, 112, 139, 175 (ମାନ 189). 
(ଗ) ×” -- 4%" < 1 1 × + 30 = 0 (ମାନ 419)" 
ଉ୍‌ : × = 2, 5, = 3 (ସାନ 419), 
(Q) #5 — 4%" — 11× + 30 = 0 (ମାନ 463) 
ଜ୍‌: % = 2, 5, ¬ 3 {ସାଜ 463). 
(ଡ) %° = 4” ¬ 11+ 30 = 0 (ସାଜ 91) 
ଭ୍‌ : ± = 2,5,23,44,54,67,75,18, = 3 (ମାନ 91): 
2. ସମ୍ପାଧାଳ ଚେଷ୍କପା ନ କର୍‌ ନମ ସମ୍ଭ»ଣେଷଭାରମ୍ଥାନଙ୍ର ସମ୍ଭାଧାନମାନଙ୍କର 
ସଂଖ୍ୟା ନର୍ଶ୍ତସ୍୍‌ କର : 
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ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା ୪M 


(କ) ×" ~ ×+ 1 = 0 ( ମାଜ 3! °-13") 
(ଖ) ×° = × ++ 1 = 0 ( ମାନ 51-7” ) 
(ଗ) ×” = × + 1 = 0 ( ଜାନ 73-11) 
(ଘ) ‰ + 5× = 3 = 0 ( ମାଳ 320.55) 
(ଙ) ×” 42% — 3 = 0 ( ମାନ 3-5") 
’ ଉ୍ଦ୍ର “ (କ) 0, (ଖ) 1, (ଗ) 1, (ଘ) 3, (ଡ) 18. 
S-0n. _ଅସ୍ଟେଲର କ୍ର ସଲନ ¢(m) (Euler’s Function $(m) 
ଯଦ୍ଦ ଏକ ନଙ୍ଚିଷ୍ଟ ଧନାମ୍ବକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା। ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢେବେ ଠାରୁ ଷ୍ଠ ଦଡର 
ଓ ୩ ସହନ ମ୍ୌଲକ ଧନାସ୍ତକ ପୁ୍ଣରିସଖ୍ୟା୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟାକୁ (୩) କ୍ଦାସ:ଏ - । ଅଣା 


ମଦି ୩1, ୩୨, Ng, (+ + + ଆଦ୍ଦ୍ର m ଠାରୁ ଷ୍ଠ ଦ୍ର ହ୍ରୋଇଥାଏ ଓ ସ୍ତର ୩ ନମ୍ମିନ୍ତ 
(74, /) = 1 ହୁଏ, ଢେବେ ଏହୁ ସମସ ୩4, 9 ଅଃ, ++ ଅଦଦଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା 
¢ (m) ଅଃ | 


ସନ୍ଦ m ସହ ; ମୌନ୍ପକ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଭେବେ ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ଦ @ ସହୁ 
ସମ୍ଭଣେଷ ସେ କୌଣସି ପୁ୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟା × ମଧ ୩ ସହ ମୋଲିକ ହ୍ରେବ । ସୂଭର୍‌ଂ, ୩ ସହ 
ମ୍ତୌଲିକ ହ୍ରୋଇସ୍କବା ପୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା ସମୃଦର s(m) ସଂଖ୍ଯକ ଅବଶେଷ ଖ୍ରେଣାମ୍ମାନଙ୍କରେ 
ଅନ୍ତର୍ଗଉ ହ୍ରେବେ । ପ୍ରଥମତଃ ଆମେ ପ୍ମ୍ଥାଣ କରବ୍ଧ ମେ 

ଅଷ୍ଟମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ (£, m)=। ହ୍ରୋଇଥାଏ ଏବଂ m ମ୍ମାନାଙ୍କପାଲ 
a1, dg, cee › ଅଲ ଭିଲ୍ଵଶେଷ ବଶିଷ୍କ ଅବଣେଷମ୍ଥାନବ୍ର ଏକ ସମ୍ପତି ସମ୍ଭବାସ୍ତ 
ହୋଇଆଏ, ଢେବେ a., kas, - + -- › kaଳ ମଧ ୩M ମାନାଙ୍କପାଲଁ ଭ୍ଲ୍ସଣେଷ 
ବ୍ିଷ୍ଟ ଅଦଶେଷମ୍ଥାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପ, ଷ୍ମି ସମବାୟ ହେବ । 

ସ୍ତମାଣ : ସଦ ‰a: = ka; (ମାନ m) ହୁଏ, ଢେବେ (a, —a;) = 0 
(ମାନ m)› ବା ‰(4@¿ = 4;)„ m ଦାରା ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବ । ହୀନ୍ଧ (£, m) = 1 ହେରୁ, 
ଆମେ ଦୁଇ ପୁ୍୍ତିସଂଖ୍ୟା ±, )› ପାଇପାରରୁ ଯେପର ¬+ m୨ = 1 ହେବ | ସଳକଭଃ, 
R (a; — as)x + m (ai — as) = a1 a1, m ଦୁାର୍‌ ବରଜ ହେବ | ମାନ୍ଧ ଏହା 


ସ୍ତମ୍ବବ ହ୍ଵେବା ନମ୍ମନ୍ତେ (=; ହ୍ରେବା ଆବଶ୍ଯକ । ଏଣ଼ Rai, Raa, ‹ +“ : , kam 
ଭିନ୍ତ୍ରଶେଷ ବଣିଷ୍ ଅବଶେଷମ୍ୋନଙ୍କର ଏକ ସ୍ତ ସମ୍ଭବାସ୍ତ୍୍‌ ଗଠନ କରନ୍ତି । 
ନବମ ସ୍ରମେସ୍ଟ : ସଦ (ହ, m)=1 ହୋଇଥାଏ ଓ a, 44, ‹ (+ - F 


44(m) ରାଶଗିମଥାନ, ମାନା ଲମିଛ୍‌, ୩ ପ୍ରଭ ମୌଲକ ଭ୍‌ନ୍ତଶେଷ ବଥିଷ୍ପ ଅବଣେଷ- 


ମ୍ଭାନଙ୍କର୍‌ ଏକ ସମ୍ପତି ସମବାୟ ଗଠନ କରୁଥାନ୍ତି, ଢାହାହେଲେ a1, Rag,  * “  '› 
ka s(n) ର୍୍‌ଗିମ୍ଥାନ ୩ ସ୍ତ ମୌଲକ ଭନ୍ତ୍ରଣେଷ ବ୍ରଣିଷ୍କ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ 


ସମ୍ପ ଷ୍ମି ସମ୍ମବବାସ୍ଟ ଗଠନ କରିବେ । 
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୪ ର୍‌ଣିତତ୍ତୁ 
ସ୍ତମାଣ : ପୁବଂପର 24 = ka; ହେବା ନମନ୍ତେ { = ; ହେବା ଆବଣ୍ୟକ ହ୍ବେବ, 
ଏବଂ, 2 6 ar, Gg, + +: Gsm) ପ୍ରଢ୍ୟକେ M୩ ପ୍ରଭ ମୌଲ୍କ ହ୍ରୋଇଧବାରୁ 


Rai, kag, ++ -- , ka a ପ୍ରତ୍ୟେକେ ସ୍ତର ମୌଲକ ହ୍ରେବେ । 


ଦଶମ ସ୍ତମେସ୍ୁ : ମନେକର (, #') = 1 ଓ ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ବ ଭନ୍ତର 
ଶେଷବ୍ରଣିଷ୍ଣ ଅବଣେଷମ୍ାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପି ଧମ ସମ୍ଭବାସ୍କ୍‌ ମଧ ଦେଇ ଓ ଗରି କରେ ଏବଂ 
m' ମ୍ରାନାଙ୍କ ଜମ୍ିତ୍୍‌୍ ଭନ୍ତ୍ମଶେଷବ୍ରଣିଷ୍ଣ ଅବଶେଷମ୍ମାନଙ୍ଗର ଏକ ସମ୍ପ,ଷ୍ତି ସମଚବାସ୍ଟ 
ମଧଦେଇ 4” ଗଭ କରେ । ଭେବେ ଅମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, ' ମାନାଙ୍କ କମିଦ୍୍‌ 
ଭ୍ତନ୍ସ ଶେଷବଶିଷ୍କ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପି, ମ୍ମ ସମ୍ଭବାସ୍କ ମଚ ଦେଇ (@' + m' a) 
ଏଗଭି କରିବ | 

ଏଠାରେ 4 ଛମଶଃ ସଂଖ୍ୟକ ମୃଲା ଗ୍ରହଣ କରେ, ସଥା 4 = 0, 1, 2, 3, 
++ », ୩ ¬ 1 ; ମନେକର !ର ଏକ ଜର୍ଦିଷ୍କ ମୂଳ୍ଲା 4 = ନଆଗଲା ! ଢାହାହେଲେ 
@' = 0, 1, 2; 3„ ++", m' ¬ 1 ଜେଇ ଆମେ (4m + 4m) ର ନମ ପ୍ରଦଦ୍ର 
'ମଲାମାନ ପାଇବୁ ; ସଥା: 0୩ ++-m' , 1m +m’, 2-m+ rm’, 3-m-+ 
mM › “(mM ¬ 1) mm’. ଏମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା m' ଅଝଵେ । ଉର ଏକ 
ଜର୍ଦଦିଷ୍ଟ ମୃଙ୍ଲ ଜମିଦ୍ତ୍ (4'୩ + 4୩) ର m' ସଂଖ୍ଯକ ମୂଳା ମିଳୁଥିବାରୁ, ର ସଂଖ୍ୟକ 
ମଲା ନମି୍ତ ('୩ + am )ର mm' ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ମିଲେ | (୩m) ମାନାଙ୍କ ନମି 
ଉ୍‌ପରେକ୍ୁ ' ସଂଖ୍ଯକ ଟ୍ଟଗି ପରଞ୍ପରଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ରଶେଷ ହ୍ରେବେ । ଏଦ୍ସ ୩୨ ¬ ସଂଖ୍ୟକ 
ର୍‌ଗିସମ ହୃ, (1) ମାନାଙ୍କ ନମ୍ିଦ୍ତ୍ର ପରଷ୍ତରଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ରଣେଷ ଗ୍ଵଗିମାନଙ୍ର ଏକ 
ସମ୍ମି,ଷ୍ତି ସମ୍ମବାୟ୍ ଗଠନ କରେ । 

ମସଜେକର (mm) ଏପଷର୍‌ ଏକ ସଲକ (function) ସେ (m,n) = 1 
ହେଲେ /(mm) = £(m)#(m') ହୁଏ । କେବେ £(m)କୁ mର ଏକ ଗୁଣୀ 
{multiplicative) ଫଳନ କୁହାଯାଏ । 

ଏକାଦଶ ପ୍ରମେୟ : $୫() ଏକ ଗୁଣନଧର୍ | ସଲନ ଅଃ | 

ପ୍ତମ୍ଭାଣ : ମଜେକର (1,୮) = 1 ଅଟେ । ଆମେ ସ୍ରମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ 

$ (mm) =¢ (m) ¢ (m’) 
ହ୍ରେବ | 

ସଦ୍ଦ ମାନାଙ୍କ ନମ୍ି୍୍‌୍୍‌ ଅବଶେଷ ମ୍ାଳଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପତି ସ୍ମ୍ଭବାୟୁ ମଧ 
ଦେଇ 4 ଗର କରେ ଓ / ମାନାଙ୍କ ନମିଦ୍ତ୍ର ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପିଶ୍ମି ସମବାୟ 
ମଧ୍ୟଦେଇ @' ଗତ କରେ, ଢେବେ ଆମେ ପ୍ମ୍ଭାଣ କରୁଁ ସେ mm’ ମାନାଙ୍କ କମିତ୍ତ 
ଅବଗଶେଷମ୍ାନଙ୍କର ଏକେ ସ୍ପଷ୍ଠ ମମମ୍ଭବାସ୍ସ୍ର ମଧ୍ଯ ଦେଇ (@' M୩ +2) ଗଭକରେ | 

ସଯଦ୍ଦ୍ର (4m +a) ଓ mm ପରଞ୍ତର ସ୍ତଭ ମୌନ୍କ ହୁଅନ୍ତି ତେବେ 
{4 m+ am’) ଓ m ପରସ୍ପର ସ୍ତଭ ମୌନ୍ପକ ହ୍ରେବେ ଏକ (@'m+am’) ଓ 
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ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା ୪୫ 


' ପରମ୍ର ପ୍ରର ମୌଲକ ହ୍ରେବେ । ସଂଲତଃ 4m ଓ ୩M ପରମ୍ତର୍‌ ସ୍ତର ମୌନଲକ 
ହେବେ ଏବଂ 4'm ଓ m” ଘରନ୍ପର ସ୍ତଭ ମ୍ୌଲକ ହ୍ରେବେ, ସୁଭଗ୍୍‌ଂ ୟ ଓ ୩ ଘରମ୍ଭର 
ପ୍ରଭ ମୌଲକ ହ୍ରେବେ ଏଝଂ ଛ' ଓ m' ପରଞର୍‌ ସ୍ର ମୌଲକ ହ୍ବେବେ । 

ବିପସ୍‌୍ତ ଜମେ, ଯଦ 2 ଓ m ପର୍ପର୍‌ ସ୍ତର ମୌଲିକ ଦୁଅନ୍ତ୍ର ଏକ ଉ' ଓ m” 
ପରଞ୍ତର ପ୍ରଭ ମୌନଲକ ଦୃଅନ୍ତ। ତେବେ 4m” ଓ m ପରଞ୍ପର ସ୍ତର ମୌନ୍କ ହ୍ରେବେ 
ଏଙ୍କ 4୩ ଓ ୩ ପରଷ୍ତର ପ୍ତଭ ମୌଲକ ହ୍ରେବେ, ସଂଲକଃ (a'm-+am’) 6 m 
ପରଞ୍ତର ପ୍ରଭ ମ୍ଭୌଲକ ହ୍ରେବେ ଏବଂ (4୩ +m) ଓ m” ପରମ୍ତର ପ୍ତଭ ମୌନ୍କ 
ହେବେ । ସୂଢର୍‌ଂ, (4 +am') ଓ mm’ ପରଞ୍ତର ସ୍ରଭ ମୌଲକ ହ୍ରେବେ । 

2 ର୍‌ଶିଝି ଠାରୁ କ୍ଷ ଦଭ୍ତର ଆଇ ¢ (#m) ଥର ପାଇଁ , ସହୁ ମୌଲକ: 
ହୋଇପାରେ ଓ' ଜ' ରାଶିଝି ” ଠାରୁ ଛୁ ଦଢର ଆଇ ୫ (#') ଅର ପାଇଁ ୩” 
ସହ ମ୍ୌଳକ ହ୍ରୋଇପାରେ । ଏପର୍‌ ସ୍ତଲେ (4* + 4m!) ର୍ଶିଝ ± m3 ସହୁ 
ମ୍ୌଲକ ହୁଏ । ହୁୟ୍ଵ୍‌ ଏବଂ mm ଠାରୁ ଷ୍ଟ ଦଉର ହୁଏ | ର ¢ (1) ସଂଖ୍ୟକ ବର୍ତନ 
ମଲା ଓ 2 ର ¢ (m') ସଂଖ୍ୟକ ବଭନ୍ତର ମୂଲ୍ଞା ପାଇଁ (4m +am’)ର ¢ (mY 
୫() ସଂଖ୍ଯକ ବଭନଲ୍ନ ମୂଳ ହୁଏ । ଝଳଉଃ, Mm” ଠାରୁ ସ୍ଥ ଦଢର ଓ ୩m” ସଦର 
ମ୍ୌଲକ ଥାଇ (4'm ++ ୩') ର ବଭିନ୍ଧ ମୂଳାର ସଖ୍ୟା ୫ (1m) * ¢ (1) ଅଖ । 

ସେଉଁ ସେଉ ମଭଲରେ @ ଓ mM ପରଷ୍ପର ସ୍ତଭ ମୌଲିକ ହ୍ରୋଇଥ।ଆନ୍ତ୍ର ଏବଂ: 
@' ଓ m' ପରସ୍ପର ସ୍ତର ମ୍ୌଲ୍କ ହ୍ରୋଇ ଥାଆନ୍ତ, ଠିକ୍‌ ସେଦ୍ସ ସେଦ୍ସ ଯଥଳରେ ଓ 
କେବଲ ସେହ୍ଧସ ସେଦ୍ସ ସ୍ଥଳରେ (4୩/42) ଓ mm' ପରଷ୍ତର ସ୍ତରଭ ମ୍ୌଳକ: 
ହୋଇଲଃବାରୁ 

¢ (mm’) = ¢ (m)-¢(m’) 
ହେବ । 

ଏହା ସଦ୍ଵଡ୍ ଆମ୍ଭେ ପ୍ରମ୍ପାଣ କଲୁ ସେ, ଦୁ।ଦଣ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଯଦ୍ଦ (2,୩) = † 
ତୁଏ ଏବଂ m ପ୍ରର ମୌଲିକ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପ୍‌ଷ୍ତି ସମ୍ଭବାୟ୍‌ ମଧ ଦେଇ ! 
ଗର କରେ ଓ ' ସ୍ତର ମ୍ୌନ୍ମକ ଅବଣେଷମ୍ଭାନଙ୍ବର ଏକ ସମ୍ପ ଷ୍ଠ ସମବାୟ ମଧ ଦେଇ 
2' ଗଭ କରେ, ତେବେ ' ସ୍ର ମ୍ୌଳକ଼ ଅବଶେଷ ମ୍ପାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପତି ଶ୍ରେଣୀ 
ଦେଇ (4' + ଉମ) ଗର କରବ । | 


n 
ଆମେ @ 1; 49 › " * "୨ !ଠର ଗୁଣିନ ଫଳକୁ I ବା ସଂଟଷ୍ଷପରେ Ie 
k=1 
ତ୍ବବେ ଲେଖିବ । ସ୍ତଡ୍ୟେକ ଧନାସ୍ଥକ ଗୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା କେଢେକ ଜଦି ଷ୍ତ ଧନାହକକ ମୌଲ୍ନକ 
ଗୁ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟାର ଗୁଣନ ଫଳ ହୋଇସ୍ସବାରୁ ଓ + (୩) ଗୁଣନଧମାଁ ହୋଇଥ୍ବବାରୁ ଆମେ 
ନମ୍ପମତେ ଅଗ୍ରସର ହେର୍ଧ । 
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୪୭ ରାଥିତତ୍ତୁ 


ମନେକର ଏକ ମୌନ୍ଷକ ସଂଖ୍ଯା ଓ ୩ =° ଅହେ | କରିମାନ 2° ଠାରୁ 
ଶ୍ଥ ଦଡର ଧନାସ୍ଥକ ଗୁର୍୍ତିସଖ୍ଯା ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ୨° । ଅରେ । ଏସ୍ଥାନଙ୍କ ମଧରୁ 
{»°ˆ ! ¬ 1) ସଂଖ୍ୟକ ଧନାସ୍ଥକ ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ର ଗୁଣିଭକ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏମାନେ ହ୍ରେଲେ, 

PD, 2p, 3p, 4p, ©+, Pp —p 

ଅନ୍ୟସ୍ଥାନେ ୬ ପ୍ତଭ ମୌଲିକ ଅଃଛନ୍ତ୍ | ସୁତ୍ର, 

+(p°) =(p° — 1) — (9°! — 1) = p° = p°* 

PG) 

p 

ଅନ୍ୃସିଷ୍ଧାରୁ : ଯଦ mର ମୌଲିକ ଗୁଣସମୀସ୍କକମ୍ଭଥାନ 2।› a) ଅଃ) ` ୨ 

୬ଳ ହୋଇଥାଆନ୍ତ ଓ 


m= ° 1 Da” D3. pa” 
ହୋଇଥାଏ, ତେବେ 


ae es 
ହେବ । ' 
ସ୍ତମାଣ : ୫(m୩) = (p;°* po” D3: oN) 


= $(p;") (p22) *(p;3°5)- - - $(pn”) 


6 ¢ 1 
ନ aL} 
D1 D2 \ ps 


ଅଝେ | ସଛ୍ତେଷରେ ଆମେ ଲେଖିବ୍ଧ ସେ, 


(-] 1 
m=][P ହେଲେ ¢(m) = m][ ( 1 =] ହେବ । ଏହ୍ସ ପ୍ରକାର୍‌ 
p/m 
ଲେଖଜରେ ୨ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ବୋଲ୍‌ ଉଦ୍ଦ୍ୟ ରହନେ | 
ନମ୍ପରେ $(/)ର ଅଜୟ କେଢେକ ଗୁଣ ପ୍ରଦଣ୍ବ୍‌ ହେମ | ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ 
କରବ୍ଧୁ ସେ, 
ଭ୍ତସ୍ଟୋଦଶ ରମେ : ସଯଦ୍ର ୨ ଏକ ମୌ ଲକ ପୂର୍ଦ୍ତିସଖ୍ୟା ଦ୍ରୋଇଥାଏ, ଚେବେ 
2” = @ (ମାନ p) 
.ଛହୁବ | 
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ସମ୍ମଶେଷିଭା ୪୭ 


(:) ସଦ » ଦ୍ଵାର 2 ବଷ୍ତ୍ଜ୍ଯ ହ୍ରୋଇଥାଏୁ ତ୍ରେବେ 2 ମାନାଙ୍କ ଜମିତ୍ 
4” = 0 = 4 ହୋଇଥବାରୁ „ ସ୍ରମ୍ଭେୟ୍ଵଵିର ସତ୍ତଯଚା ସ୍ପଣ୍ଣ ଅଃ | ; 


(¦) ସଦ ୬ ଦୁଗା 4 ବଷ୍ତ୍‌ଜ୍ୟ ଜ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଆମେ ପ୍ତମ୍ତେସ୍ଟଝକୁ ପ୍ରମାଣ 
କରବ୍ଧ । 


ପ୍ତମ୍ଭାଣ : 1› 2, 3› 4,›* * *› (୭ — 1) —ଏବୁ ସମସ୍ତ ଗୁଣି ୬ ମ୍ଥାନାଙ୍କ ନମି 
ଭନ୍ତ୍ର ଶେଷ ବ୍ରଗିଷ୍ଣ ଅବଶେଷ ମାନଙ୍କର ଏକ ସ୍ପ୍୍ତି ସମ୍ଭବାସ୍ଟ୍ର ଗଠନ କରନ୍ତ | ମୁକ 
ଆଲୋରତ୍ତ ୮ ମ୍ଭ ପ୍ରମେୟ ଅନ୍‌ ଯାସ୍ତୀ, (2› 2) = 1 ହୋଇସବାରୁ › 

as 2a; 3a, 4a + ee - , (p—1)a 


ଏହ ସମ୍ଭସ୍ତ ଗ୍‌ଶି ୨ ମ୍ଭାନାଙ୍କ ନମିତ୍ତ୍‌ ଭନ୍ଧ ଶେଷ ବଶିଷ୍କ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍ର ଏକ 
ସମ୍ପ ର୍ଶ୍ତି ସମ୍ଭବାସ୍ଟ୍‌ ଗଠନ କରନ୍ତ । ଏଣ୍ର କମ୍ପ ପ୍ରଦତ୍ତ ଦୁଇ? ସମୁଇସ୍ତଟ ଯଥା :— 
(କ) { 1, 2, 3, 4,» (p— 1) } 
(ଖ) fa, 2a, 3a, 40°“, (p—- 1) a} 
ଏପର୍‌ ସେ, (କ) ସମୂଜସ୍‌ର ଗୋଝିଏ ଗ୍ଵଣି ସନ୍ଦ୍ରକ (ଖ) ସମୂଚସୟ୍ତର ଗୋଝିଏ 
ଏବଂ କେବଲ ଗୋଡିଏ ମାନ୍ଧ ଗୁଣି ୬ ମାନାଙ୍କ ଜମିକ୍ତ୍ର ସମ୍ମଣେଷ ହୁଏ ! ଫଲଉଃ, 


(କ) ସମୁଚୟ୍ଟର ରଣିମ୍ଭାନଙ୍କର ଗୁଣନ ଫଲ ସହ (ଖ) ସମ୍ଳସ୍ର ର୍ଵଟିମ୍ଭାନଙ୍କର ଗୁଣନଙଫଲ 
2 ମାନାଙ୍କ ନମ୍ିିଦ୍ତ୍୍‌ ସମ୍ଭଶେଷ ହେବ । ଏଣ୍ର 


{ 1, 2, 3, p—1)} = {a, 2a- 3a---(p — 1)a} (gp) 
ବା, {1-2-3-- (9p — 1)} = a?" 3 {1- 2-3“ + (p — 1)} (ମାଜ) 
ସୁଭ ଅଝେ | ମନେକର × = {1-2-3--- - (୬ = 1)}; ଏଠାରେ × ଓ  ପରଞ୍ପର 
ପ୍ର ମୌଲକ ଅଃନ୍ତ ଓ 


Ka” i = K-1 (ମାଜ) 
' ସତ୍ଯ ଅଃ | ଚରୁର୍ଥ ପ୍ରମେୟ ଅନ୍‌ୟାସ୍ତ, 
a’ i= (ମାନ 2) 


ସଭୟ ହେବ | ଭ୍‌୍ଉୟ୍‌ ପାଶ୍‌ ରେ @ ଗୁଣଳ କର ଆସେ] 
a’ =a (ମାନ 2) 
ପାଇବ୍ଧ । a | 
ଆମେ ଉପରେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କଲୁ” ସେ, ଚରୁର୍ଦଣ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ । ସଦ୍ଦ ୬ ଏକ ମୌଲ୍ଲକ 
"ସଂଖ୍ୟା ହ୍ଵୋଇଥାଏ„ ଏବଂ ଦୁଗା @ ବଭାଜ ହେଉ୍‌ନଥାଏ, ଢେବେ 
a’ l= 1 (ମାନ 2) 
ଏହ୍ରେବ । 


Digitized by srujanika@gmail.com 


୪୮ ଗୁଣିତ୍ତନ୍ତୁ 


ଏଦ୍ସ ପ୍ରମ୍ତେସ୍‌ ଝି ଗାଣିରଭକ ସଚ (e୮mat) ର ନାମରେ ନାମିତ କର୍ବସାଏ ।- 
ଏହାକୁ Fermat's little theorem ବୋଲି କୁଦ୍ରାସାଏ ଉପରେ ବର୍ଣ୍ଡି୍ତ ସ୍ରଣାଲୀରେ 
ମୁତ କଲେ ଆମେ ଜମ ପ୍ମେସ୍ଟଝି ସ୍ତମାଣ କରୁ । 

ପଞ୍ଚଦଶ ପ୍ରମେୟ : ଫର୍ମ ଓ ଅସ୍ଟେଲ୍‌ର୍‌ ର୍‌ ପ୍ରମେୟ :— 
( The Fermat —Euler Theorem)—gଦ @ ଓ m ଘରଞ୍ପର ସର ମୌଲକ 
ହୋଇଥାଆନ୍ତୟ ତେବେ 

a) = { 

ସମ୍ଭଶେଷଢା?ି ସତ୍ୟ go | 

ସ୍ରମ୍ାଣ : ଆମେ ନବସ ପ୍ରମେସ୍ଟରେ ପ୍ତମାଣ କରୁ ସେ, ଯଦ୍ଦ 

X15, XS କବ ୫ କଡ ଉଛ 9’ * (mn) 
ର୍ରି୍ମାନ, ୩ ମାନା ଜମି୍ଧ, ୩ ସ୍ତତ ମୌଲକ ଭନ୍ତ୍ର ଶେଷ ବରଣିଷ୍ଣ ଅବଣେଷମ୍ଭାନନ୍ବର 
ଏକ ସମ୍ପ,ଷ୍ଥି ସଵାସ୍ତ୍‌ ଗଠନ କରଥାଆନ୍ତ, ଉେବେ 

AaX34 + X25 "9 4X 6m) 


(ମାନ m) 


ରାଥିମାନ› / ମାନାଙ୍କ ନମିନ୍ତୟ ୨ ପ୍ରଭ ମୌଲିକ ଭ୍‌ନ୍ତ ଶେଷ ବିଷ୍ଣୁ ଅବଵଗଶେଷମ୍ଭାନଙ୍ଗର 
ଏକ ସମ୍ପି ସମ୍ଭବାସ୍କ୍‌ ଗଠନ କରେ । ପୁଭର୍‌ଂ, ସ୍ରଥମ୍ଭ ସମ୍ଭଳୟ୍ଵର ସେ କୌଣସି ଗଣି 
ନଂଥିଦ୍ବ m୩ ମାନଙ୍କ କମି ସମ୍ଭଣେଷ ହୋଇଥବା, ଦୁ ଝ୍ରୟ୍ତ ସମଭୁଚସ୍ଟରେ ଗୋଡଝିଏ ଓ 
କେବଲ ଗୋ?ିଏ ମ୍ରାକ୍ଷ ଗଣି ଅଛୁ । ଏଣୁ ପ୍ରଥମ୍ଭ ସମଭୁକସ୍ତର ଗୁଣି ମ୍ରାନଙ୍କର ଗୁଖଳ ଫଲ 
ସହ ର୍ଦ୍ଧ ତସ ଯମୁକୟ୍ଟର ଘାଗିମାନଙ୍କର ଗୃଣନେଫଲ ମାନଙ୍କ ନମିଦ୍ତ୍‌ * ସମଣୈଷ 'ହେବ । 


ଅଖା 
$(m) $m) 
Hes [1 # {ମାନ m), 
. k= 1 k—1 
io ¢(m) $(m) 
୭ ( ॥ “| = ( ll *k) (ମାଜ mM) 
k=1 k—1 


ସଉ, ଅଃ ୮ ଏଠାରେ ପ୍ତରଭ୍ଯେକ ×» m ସହ ମୌଲିକ ଅରେ | ଏଣୁ ଏମ୍ପାନ ଧର୍‌ 
ଗୁଣଫେଲ ସହ m ମ୍ୌଲକ ଅବେ । ଏଣ୍ ଏମ୍ଭାନଙ୍କର୍‌ ଗୁଣନଫଲ ସହର  ମୌଲକ 
ଅବେ ଫଲତ୍ତଃ, ଚରୁର୍ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍୍‌ ଅନ୍‌ 


a? = 1 ( ମାଜ ୩ ) 
ସ୍ୟ ହୁଏ | 
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2 ଓ m ଘରସ୍ତର ପ୍ତଭ ମୌଲିକ ହ୍ରୋଇ ନ ଥୁଲେ ଏହ୍ସ ପ୍ତମେସ୍ଟଝ ସକ୍ତ 
ହେବ ନାହି । 


ଉଦାହରଣ :¬—4 = 2, = 10 ନେଲେ ¢ (୩m) = 4 ଓ a 

= 2*= 16 =£ 1 (ମାନ 10) ଅଝେ | 

୬-୩- ଦୁ ଘାଡ଼ୀୟୁ ଅକଳଶେଶ ମାଳା(Quddratic residues) : ମନେକଉ୍‌ 

୬ ଏକ ଅସ୍ଥଗ୍ଧ (୦) ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ଅଝେ ଓ » ଦାରା @ ବରଜ ଲୁହ । ୟଦ୍ର 

1, 2, 3, 4,“ p—1 

ଏହ ଗ୍ଵଶି୍ଥାନଙ୍କ ମଧରୁ × କୌଣସି ଏକ ଜର୍ଦିଷ୍କ ଗଵଣି ହୁଏ, ଢେବେ 

lx, 2x, 3x, 4x, °, (Dp — 1) 

ମଧରୁ ଠିକ୍‌ ଗୋଝିଏ ଗୁଣିଡକ 2 ମାନାଙ୍କ ନମିଦ୍ତ୍ର ୟ ସହଭ ସମ୍ଭଣେଷ ହେବ © 
ମନେକର ସେହ୍ସ୍‌ ଗୁଣିଭକ ×” % ଅଃ | ଆମେ ×' କୁ ର ସହସୋଗୀ (asso-iate} 
ବୋଲ କନୁ । ଏଠାରେ 

×' × = 4 (ମାନ p). < x <p 
ଅଖ | 


$+(m) 


ସଦ୍ଦ ଏକ ନର୍ଦଦିଷ୍ତ ଗୁ୍ଡିସଖ୍ଯା @ ଦ୍ଧଆସାଇଥାଏ, ତେବେ ନମ୍ପ ପ୍ରଦ 
ସମ୍ଭାବନାଦ୍ରସ୍ ମରୁ ଗୋ?ିଏ ସମ୍ଭାବନା ସଉ୍ଯ ହ୍ରେବ । 

(:) 1, 2, 3, 4, , ୬ ¬ 1 ମଧରୁ ଅଲ୍ତଢଃ ପଷ୍ଠେ ଗୋଝିଏ ରୁଷି & 
ନଜର ସହ୍ନସୋଗୀ ×” ସୃହ ସମାନ ଅଃ | 

(8) 1, 2, 3, 4, * *, ନ ¬ 1 ମଧରୁ କୌଣସି ର୍‌ଶି ତାହାର ସହସୋଟଗ 
ସହ ସମ୍ଭାନ ନୁହୈ । 

(¦) ମନେକର ପ୍ରଥମ୍ଭ ସମ୍ତଭ୍ବାବନା?ି ସଡ ଅଛେ ଓ × ନକର ସହସୋଗୀ ଅଃ ¦ 
ଏହୁ ସ୍ଥଲରେ 

x*=a (ନ Pp), 

ଏଦ୍ଗ ସମଣେଷଭାର % =; ଏକ ସମାଧାନ ଅଝଵେ । ଆମେ ଏହ ସ୍ଥଲରେ ଥଙ୍କୁ 
ର ଏକ ଦ୍ଧ ସାତ୍ରସ୍ଵ୍‌ ଅବଶେଷ ( Quadratic residue ) କହୁ | ଏହା ଷରଣ୍ଣ ସେ 

× ˆ =a ( ମାନ 2» ) 
ହୋଇଥିବାରୁ 

(p—x;)* =a ( ମାଜ  ) 

ମଧ ସତ୍ୟ ଅଃ | ସୁଭର୍‌ଂ % = ¬ %¡ ଭ୍ପରୋକୁ ସମଶେଷଡାର ଅଢ 
ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ହୁଏ । ସୁନଶ୍ତ, ଯଦ 

×" =a (ମାନ ନ ) 

kf 
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୫° ଗଶିତ୍ତ୍ତୁ 


ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତାର % 3 ଓ ଛୁ ଦୁଇଝି ସମାଧାନ ହୁଏ, ଢେବେ 

X11" =a 6 ×, ` = 4 ହୋଇଥିବାରୁ 

(x3 — x2) (x3 + x2) = %1* — ‰ 2” = 0 ( ମାଜ p) 

ସତ୍ଯ ହ୍ରେବ । ସୂଉ୍ତଗ୍ଵଂ (× ¬ ¥) ବା (×; ++), ୬ ଦୁାଗ୍‌ ବଭ୍ତ୍ରକ୍ଯ 
ହେବ ! ଯଦି ×) ¬ × 9 › 7 ଦୁାର୍‌ ବର୍ବାଜୟ ଦୃଏ, ତେବେ 2 ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ଵ ×) ଓ 
29 ପରମ୍ପର ସହ ସସଣେଷ ହେବେ | ମାନ୍ଧଷ 3 ଓ × 9, ପ୍ରତ୍ୟେକେ 1, 2, 3, *“, 
୬ — 1 ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଅଃନ୍ତ । ଶେଷୋକ୍ତ ଗ୍ୁଶିମ୍ଥାଲାରେ ଥବା କୌଣସି 
ରାଶି କାହାର ସହ ସମ୍ମଶେଷ ନ୍ଦ । ଝଲତ୍ତଂ, ଏହୁ ଷ୍ଷେନ୍ଧରେ ± ଓ 2. ଅରୁନ୍ତ 
ହ୍ବେବେ । 

ସଦ × +× 2 › 2 ଦୁର ବରଜ ଦୁଏ, ଢେବେ ×) ଓ × ଉ୍ଭସ୍ଲ୍‌ ୬ ଠାରୁ 
ଷ୍ଣ ଦ ଉତର ହ୍ରୋଇଧ୍ଚବାରୁ 

Xi. +x =p 

ହେବ, (କାରଣ ୦< ×) › 0 < × 9 ଓ × + × < 29 ଅଖଝେ | ସଲଭଃ 
% = ¬ × ¡ ହେବ । ଏଣୁ ଆମେ ଦେଖିଛୁ ସେ 

×” = @ { ମାନ ୬ ), ୦< %< ଠ, ଯଦ ସମୟ୍ବ ହ୍ରେଉ୍‌ଥାଏହୁ ଚେବେ ର 
ମଲା 23 ବା ୬ ¬ 3 ହେବ | ଅର୍ଥକୁ, 

1,2, 3, 4, “°  p—1 

ରାଶିସାଳା ମଧରୁ × ଓ ¬ ×; ନଜସହ୍ର ସଦ୍ରସୋଗୀ ଅଝନ୍ତ୍ର ଓ ଅନ୍ଯ 
(p ¬ 3) ସଂଖ୍ୟକ ରାଗି ସହସୋଗ ମରେ * ((୬ ¬ 3) ସୋଡ଼ା (pair) ରେ ବଉକୁ 
ହୁଅନ୍ତ । ଏଠାରେ × ଓ ×' ଗୋଝୈିଏ ସୋଡ଼ାରେ ଥଲେ 

x'×x=a (ସାଜ p ) 
ସତ୍ୟ ହେଉଥିବାରୁ 

××' =a ( ମାନ 9 ) 

ସତ୍ତ୍ୟ ଦୁଏ । ଅର୍ଥର, × ଯଦ୍ଦ ±”ର ସହସୋଗୀଁ ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ×”, 
×ର ସହସୋଗାୀ ହେବ । ଏମାନେ ଗୋଵଝିଏ ସୋଡ଼ା (×› ×')ରେ ରହନ୍ତ । ଏଦ୍ରପଘର 
(» ¬ 3) ସଂଖଏକ ରଣିମାନକୁ (୬ — 3) ସୋଡ଼ାରେ ଭ୍ଵଗ ଭ୍ଵ୍ରଗ କର୍୍‌ଯାଏ । 

(#8) 1, 2› 3, ** *, ୬ — 1 ମଧରୁ ସଦ କୌଣସି ଗୁଣି ଢାହାର ସହସୋଗୀ 
ସହ ସମ୍ମାନ ନ ହୋଇଥାଏ, ତେବେ 2 କୁ ୟର ଦୃ ସାଖ୍ସ୍୍‌ ଅନବଣେଷ (Quadratic 
non-residue) କୁହାସିବ | ଏଠାରେ 

1,2, 3, 4, “> p—1 

ଏହ୍ଦୁ ଗୁଣି ସକଲ ସତ୍ଦସୋଗ ମ୍ଭରେ ‡ (7 — 1) ସଂଖ୍ଯକ ଅସମାନ ସୋଡ଼ାରେ 
ବଭକ୍ର ହ୍ରେବେ ।! 
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ପ୍ରଥମ ଷେନ୍ଧରେ ସଦ 42, ୬ର ଏକ ଦୁ ସାଖ୍ରସ୍କ୍‌ ଅବଣେଷ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢେବେ 
ଏପର୍‌ ଏକ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା %¡ ମିଲ ପାରବ ସନ୍ତ୍ଵମିଦ୍ତ 

x1 (p— x3) = — x4" = —a ( ମାନ p ) 

ହେବ । ସୁଜଶ୍ୃଢ ପରଷ୍ପର ସହ୍ରସୋଗୀ ସୋଡ଼ା ×, ×± ଲମିଛୁ` 

××' =a ( ମାନ 2 ) 

ଡୁଏ । ଝଲତ୍ତଃ 1, 2, 3, * “, ୬ — 1 — ଏମାନଙ୍କର ଗୁଣଳ ଫଲ 

(p—1)' 

={-2 Faq eel gy 


=x m-xnI1 (xx )= — aa? ® — 3) 


( ମାନ » ) 
ହେବ । 
ନ୍ପଷ୍ପତ୍ତଧ୍ ଯେ କୌଣସି | ପାଇଁ 
1'=1 ( ମାନ ୭ ) 
(p-1)*=1 ( ମାନ 2 ) 


'ଅଝଃେ । ଅର୍ଥାରୁ, ସେ କୌଣସି ପାଇଲି ॥ ଏକ ଦ୍ଧ ଘାଗ୍ରସ୍ସ୍ର ଅବଣେଷ ହୁଏ । 

ଏଣୁ, 4 = 1 ଜେଇ, ଆମେ ଜମ ସ୍ରମ୍ଭେୟୁ ଝି ପାଉ । 
ଏ ଷାଡ଼ଶ ପ୍ରମେୟ : ଉଇଲସନ୍‌ କଂ ପ୍ରମେୟ (Wilson’s theorem)— 

(p—1)!= -—1 ( ମାନ 2 ) 

ଦ୍ଧ ଖୟ୍ଟଭଃ, ସଦ୍ଦ ଡର କୌଣସି ଦ୍ଵ ଘାଖଝ୍ରସ୍୍‌ ଅବଶେଷ ନ ଥାଏ ତେବେ 
1,2, 3, 4, * '›, (9 — 1) ¬ ଏଦୁ ର୍ଶିସକଲ ¢ (୬ — 1) ସୋଡ଼ାରେ ସହସୋଗ 
.୫ମରେ ବଉକୁ ହୁଅନ୍ତ । ଏଣ୍ି ଏହ୍ର ଷକ୍ଷେନ୍ଧରେ । 

2 — 

p-1)i=[] Gia (P 1) ( ମାନ ନ ) 
ହେବ । 

ଆମ୍ଭେ ଏଠାରେ ““ଲଜେଣ୍ଡ ଙ୍କ ସଙ୍କେଭ”” ( Legendre’s Symbol ) 
(2) ରସକ ଦେବ । ମଭଳେକର ୬ ଏକ ବର୍ଥଗ୍ଧ ମୌଲ୍ଲକ ର୍‌ଣି ଏବଂ ୨ ଦ୍ଵାଘ୍‌ 4 

p 


ବଛଭ୍ତଜ୍ୟ ନଲୁହୈ । ତାହ୍ରା ହେଲେ 


2) = + 1; ଯଦ 42, ଯର ର୍ଦଧ ଘାଖସ୍୍‌ ଅବଣେଷ ହ୍ରୋଇଥାଏ । 
Dp — 1; ସଦ 4› ନର ଦୁ ଘାତସ୍‌ ଅବଶେଷି ହୋଇ ନଥାଏ । 
ଏହା ଖ୍ଷ୍ପ ସେ ସବ୍ଦ 
a=b ( ମାନ 2 ), 
ହୁଏ । ତେବେ 
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୫୨ ଗୁଣିତ୍ତନ୍ତୁ 


a\ _ {fb 

(5) (5) 
ହେବ । 

ଉ୍‌ପରେ ଆମ୍ତେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବୁ ସେ, ସଦ 4, ୨ର ଏକ ଦଲ ଘା୍ରସ୍ସ୍‌ ଅବଶେଷ 
ଦୋଇଥାଏ, ଢେବେ 

(p— 1)! = 43୮) (ମରା p ) 
ହେବ୍ୟ ଅନ୍ଯଥା, ଅର୍ଥାରୁ, ଯଦଦ 2, ର ଏକ ଦୁ ସାଝସ୍କ ଅଳବଣେଷ ତୁଏ, ତେବେ 

(p—1) i= af ~ ( ମାନ » ) 

ହେବ । ଏହ୍ର ଭ୍‌ଦସ୍ତ୍‌ ଭଥ୍ଯ ଲ୍‌ଜେଣ୍ଡଙ୍କ ସଙ୍କେଭର ବ୍ଯବଦ୍ରାର ଫଲରେ ଜମ୍ପ ପ୍ରକାରେ 
ପ୍ରକାଶିତ ହୁଏ । 


ସପ୍ତଦଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଯଦ ୬ ଏକ ବ୍ଥଟ୍ଧ ମ୍ୌଲକ ଗଣି ହୋଇଥାଏ ଏବଂ 
ଦାରା @ ବ୍ତ୍ରଜ ନ ତୁଏ, ଡେବେ 


¥ i(n—1 5 
(p-—1) ! = (2) af ® ) ( ମାଜ 2 )) 
ହେବ । L 
ଆମେ ଯଦ୍ଦ ଏହା ସଦର ଉ୍‌ଇଲସନଙ୍କର ସ୍ତମେସ୍କ ବଯବହ୍ରାର କରୁ , ତେବେ 
A(n — 
—1=(p—1)! = -(2) ap — 1) ( ମାନ ») 


ହେବ | ଉ୍‌ଉସ୍ଟ ପାଶ୍‌ ରେ (ଥର ଗୁଣଳ କଲେ ଆମ୍ତେ ମ୍ପ ସ୍ରମେୟ୍ଵଝି ପାଇବ । 
ଅଷ୍ଟାଦଶ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : 
(2) = 2୨୬୦୬ ( ମ୍ରାଳ p) 
Dp 


ଘଯଦଦ 2 ମାନାଙ୍କ ଦଦ୍୍ର ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ୬ ¬ 1 ଓ ¬ 1 ସମ ଷ୍ରେର୍ଣାସ୍ 
ଅଃନ୍ତ୍ର । ସୁଚରଵଂ ଆମେ (୭ — 1) ଛୁଲରେ ¬ 1 ଲେଖିଲେ ସଙ୍ଗ ରମ୍ଭାନ୍ଦର ସତ୍ୟତା 
ନଷ୍ୃଦୁଏ ନାହି । ସେଦ୍ସପର (» ¬ 2) ସଲେ = 2, (9 — 3) ଛୁଲେ ¬ 3, (9 = 4) 
ସ୍ଥଲେ ¬ 4, ++ + + * ଇଉଯାଦ ଲେଖାଯାଇପାରେ । ଏଣ୍ଣ ଉଷଗ୍ଲେକ୍ ୍ମ୍େସ୍ଟ୍‌ରୁ ଆସେ 

san ME p i, 

Dp 
ପାଉ । 
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ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତା ¦ ୫୩ 


9-୪, ଦବ ଘାଡୀସ୍ ଅବଶେଷ ଓ ଅନବନ୍ଶଶମାନଙ୍କର କେତେକ ଗୁଣ: 
ଆମେ ଏକ ଦନ୍ଧୁକତ୍ଥଗନ 2 ଜମିଦ୍ତ୍‌, ପ୍ରଥମଉଃ, ଦୁ ଘାଖ୍ରସ୍କ୍‌ ଅବଶେଷ ଓ ଅନବଣେଷମ୍ଭାନଙ୍କର 
ସଖ୍ୟା ନର୍ପ୍ରସ୍କ୍‌ କରବା । କମ୍ପ ପ୍ରଦତ୍ତ ଗୁଣି ସକଲ ସଥା :— 


) 2°; 2 5 Oo {2 (p—)} 

ପରଷ୍ପର ସହର ଭନ୍ତ୍ରଶେଷ ଅଖନ୍ତ୍ର । କାରଣ, ସଦ୍ର ଏମ୍ପାନଙ୍କ ମଧରୁ 
r= Ss” ( ମାନ » ) 

ହୋଇଥାଏ, ତାହାହେଲେ (+ = $)( +5), ୬ ଦର୍‌ ବଷ୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ। ଏଠାରେ, 
0< + $ < ୬ ¬ 1 ହୋଇଥିବାରୁ, (7+) ର୍ଥିବି % ଦୁଗା ବଗ୍ଜୟ ନୁହେ । 
ସୂକର୍୍‌ଂ, (+ ¬ $) ,» ଦୁାର୍‌ ବଭ୍ଵଜ ହ୍ରେବା ଆବଶ୍ୟକ | ମ୍ରାନ୍ଧ ଭ୍‌ଭ୍‌ସ୍୍‌ ₹ ଓ 5, ୬ ଠାରୁ 
ଷ୍ଠ ଦ,ଭର ଅଃନ୍ତି | ସୁଉଭର୍‌ଂ 2 ଦ୍ୁାଘ୍‌ (75) ବିଷ୍‌ଜ୍ଯ ହ୍ରେବା ଜମିଣ୍ଵ୍‌ ୮ ଓ $ ପରର 
ଠାରୁ ଅଭତନ୍ତ୍ର ହ୍ରେବା ଆବଶ୍ଯକ, ଅରଆଁଜୁ ଯଦ୍ର 0 < 7, $ < ‡ (ଯ = 1) ହୋଇଥାଏ 
ଏବଂ r= s' ( ମାନ ନ ) 
ହୁଏ, ଢଭେବେ 7 = $ ହେବ | ସଲତଃ, 

1°, 2”, 3”, 4°, "° {4 (p= DY}, 
ଏହ୍ସ ଗଵଗି ସକଲ ପରସ୍ପର ସଦର, 2 ମାନାଙ୍କ ନମ୍ପିଦ୍ତ, ଭ୍ନ୍ଧଶେଷ ଅଃନ୍ତ୍ର । ସୁନଶ୍ଡ, ଏସ୍ଥାନ 
ସହ୍ର ସଥାମେ 


(p—1)*, (p—2)* (p —3)%, (p— 4)1, cee - , {F(p+ 0} 
ସମ୍ମଶେଷ ଅଃନ୍ତର । କାରଣ 
r= (p-n)° ( ମାନ » ) 


ସବଂଦା ସତ୍ଯ ଅଃ । 

ଆମ୍ଭେ ଯଦ୍ଦ ୮” = 4 ନେଉ, ଭେବେ ଆମେ ଦେଖିପାରବ୍ଧୀ' ସେ 

x” = a, ( ମାନ ୬ ) 

ଏହ ସମ୍ମଣେଷତ୍ତାର = — 7 ଏକ ସସମ୍ାଧାନ ଅଃ । ଏଣ୍ ଏହ୍ସ ୨ =7”, 
? ମାନାଙ୍କ ଜମିନ୍, ଏକ ଦର୍ଦ ଂଘାତସ୍ସ୍ର ଅବଶେଷ ଅଝେ । ଆମେ ଏଠାରେ 1, 2, 3, 4, 
“+, ‡ (9 ¬ 1) ମଧରୁ ସେ କୌଣସି ଗୋଵିଏ ଗୁଣିକୁ ୮ ତ୍ଵବେେ ନେଇପାରୁ । ଏଣର 
ଆମେ ଦେଖିଳୁଁ ସେ, ସ୍ତର ବ୍ଥଗ୍ଧ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ର ଅନ୍ତତଃ ପଷ୍ଣେ ‡ (9 ¬ 1) 
ସଂଖ୍ୟକ ଦ୍ଧ ଘାସ୍ତସ୍କ୍‌ ଅବଣେଷ ରନ୍ଦରଛୁ | 
ଉ୍‌ନବଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ : 

(¦) ଦୁଇଝି ଦଦଧଂଘାଖସ୍ତ୍‌ ଅବଶେଷର ଗୁଣନଙଫଲ ଏକ ୍ଦ୍ଧ ଘାଝ୍ତସ୍ତ୍ର ଅବଶେଷ 
ଅଃ । 
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Hv ରାଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


(¦) ଦୁଇଝି ଦ୍ଦ ଘାସ୍ରସ୍ଵ୍୍‌ ଅନବଣେଷର ଗୁଣନସଂଲ ଏକ ରଦ ଘାନ୍ରୀସ୍କ ଅବଶେଷ 
ହ୍ବେବ । 

(::) ଗୋଡିଏ ଦୁ ସାଟ୍ରସ୍ତ୍ର ଅବଶେଷ ସହ ଗୋଝିଏ ଦ୍ଦ୍ଧଂଘାଖ୍ରସ୍ଟ୍‌ ଅଳବଶେଷ 
ଗୁଣନ କଲେ ଗୁଣଜଫଳ ଏକ ଦ୍ଧ ଘାତ୍ରସ୍କ୍‌ ଅନବଣେତ ହେବ । 

() ର ପ୍ରମାଣ : ମଜେକର ¡ , < ;.  “ * ଆଦ ଗୋଝିଏ ଗୋଡିଏ ଦୁ ଘାସର 
ଅବଣେଷ ଅନ୍ତ । ଡାହାହ୍ରେଲେ 


X=, (ମାନ ») 
y =k, (ମାନ ») 

ଏ ସମମଣେଷତ୍ତା ମାନଙ୍କର ସମ୍ଭାଧାନ × =) ଓ ୬ = ¡ ମିଲ ପାରବ । ଏଣୁ 
Zi, «9 (ମାନ ») 


ଏହ ସମ୍ମଣେଷ୍ତାର z= ×) /¡ ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ହ୍ରେବ । ଅର୍ଥାଡୁ, ୩ “କୁ ଏକ 
ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍କ୍‌ ଅବଣେଷ ହେବ । 
(5) ୟଦ ୫ ଏକ ର୍ଦ୍ଧ ସାଗ୍ରସ୍ଵ୍‌ ଅନବଣେଷ ହୋଇଥାଏ । ଭେବେ 


(୬) = pip —1) (ସାନ 2) 
p 
ହେବ । ଅଥକ 

{yn — 
ହେବ ! 

ସଦ୍ଦ « ଏକ ଦ୍ଧ ଘାଖପସ୍କ୍‌ ଅବଶେଷ ହୋଇଥାଏ, 

ଢେବେ | 

p 
ବା 


2 
29-0 = 4 ¡ (ସ୍ଥାଳ) 
ହେବ । ଫଲତତଃ, ଏହୁ ଦୁଇ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତାର ଗୁଣନସଂଲ ସ୍ବରୁପ 


(+p) Pp D= ij ( ମାନ ») 
ହେବ । ମଭାନ୍ଧ 
§ (p—1) (<6 
(48) ( ”) 
ଅବଶ । ଏଣ୍ର 


¬ 
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ସମ୍ଭଶେଷତା ୫୫ 


ହ୍ରେବ । ଅର୍ଥାତ, «2 ଏକ ଦୁ ଘାଙଝ୍ରସ୍ଵ୍‌ ଅନବଶେଷ ହ୍ରେବ । 
(¿) ସଦ. » ମାନାଙ କମି, ଅ। ଓ 5 ଦୁଇଝି ର୍ଦଧଂଘାଖ୍ସ୍୍‌ ଅନବଣଶେଷ 
ହୁ ଅନ୍ତ, ତେବେ 


p- ND =(i)= ନ (ସାଜ ») 


1 (n— 
8,2 ® UV s(9)= 1 (ମାନ ) 
ହୁଏ । ଫଲତଃ, ଏମାନଙ୍କ ଗୁଣନ ସଂଲରେ 


P| —— 
(81865)2 (p D= 44 ( ମାନ ») 
ହେବ । ମ୍ଭାନ୍ଧ 


( 85)2 P— Ds (ff2) 
p 
ସଫଲତଃ 
(ae APs) 
P 
ଦ୍ରେବ, ଅଆାଜୁ , 4) › ଏକ ଦୁ ଘାଖ୍ସ୍ବ ଅବଶେଷ ହ୍ରେବ । 


ଆମ୍ତେ ସ୍ତଣ୍ କରବ୍ଧ ସେ, ପ୍ରଭ ବରସ୍ଥିଟ୍ଧ ୨ ଜମିଦ୍ତ ଅଲ୍ପଭଃ ପଷ୍ଷେ ଗୋଡିଏ 
ର୍ଦ୍ଧ ଘାଖୟ୍ୁ ଅନବଶେଷ ଅନୁ । ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, ଲ୍‌ଷ୍୍ଯ କରିବାର କଥା ଏହ୍ଵ ସେ ସେଖ୍‌ ଗୁ, 
” ମ୍ଭାନାଙ୍କ କମିଦ୍ ଏକ ଦ୍ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍ବୁ ଅବଶେଷ ଅଝେ, ସେନ୍ଦ୍ର ର୍‌ଣିଝି କମ୍ପ ପ୍ରଦଞ୍ଚଜ 
ଗ୍୍‌ଶିମାଳଙ୍କ ମଧରୁ ଗୋଝିକ ସହର ସମ୍ଭଶେଷ ଦୃ ଏ । ଏହ୍ର ଗୁଣି ସକଲ ହେଲେ , 


2 2”, 33, 43, {‡ (p— DP 

ହି ସେ କୈଣସି ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା କଲୁ ଆମ୍ଭେ 

x=pq+r, 0<r<p 
ତ୍ଵବେ ଲେଖିପାରବ୍ଧ । ଫଲଉଃ 

5 A 0<r<p 
ହେବ । ଏଣ୍ଡ ଯେଉଁ ସମ୍ଚସ୍ତ ଅ।, 4, : ", ଆଦର ଗୁଣି ର୍ଦ୍ଧଂଘାଖୟ୍ତ ଅବଶେଷ ଅଃନ୍ତି, 
ସେମ୍ଭାନଙ ମଧରୁ ପ୍ରତ୍ଯେକ ।?, 2”, 3” + +» (୬ = 1)” ମଧରୁ ଗୋୈିକ ସହର 
ସମ୍ଭଣେଷ ଅଃନ୍ତ୍ର । ପୁନଶ୍ଧ ୭ ମ୍ଭାନାଙ୍କ ପାଲି, 

{zp + DP, {Fp +3), {4p+5)}, > (p11) 
ସଥାନ୍ଦମେ 
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+9 ଗ୍ଵଶିଉତ୍ତୁ 


{gp - DP, {Hp - 3 P, }p —5)1, er , 3", 2”, 1” 
ଥକ ସସମଶେଷ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏଣ୍ତି ଥକ, 49 › * * ', ଆଦି ଦୁ ଘାସ୍ରସ୍୍‌ ଅବଣେଷମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ 
ସ୍ଥଚ୍ୈକେ 

1, 2* 32, 4, {F (p— 1)}? 

ମଧରୁ ଗୋଝିକ ସହ ଓଁ କେବଲ ଗୋଞଳ୍ିକ ସହ ସମ୍ଭଣେଷ ତୃ ଅନ୍ତର । କାରଣ 
ଶେଷେୋକ୍ସ ଗଣି ସକଲ, 2 ମାନାଙଂ ଜମିନ୍ତ, ପରମ୍ତର ସହର ଭ୍ନ୍ତ୍ରଣେଷ ଅଞନ୍ତ । 

ଆମେ ପ୍ରନ୍ନାଣ କଲୁ' ସେ 41 ,4 2 › - ` * ଆଦ୍ର ସେଉ୍‌ ସକଲ ରଖି 2 ମାନାଙ୍କପାଲି 
ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍ସ ଅବଣେଷ ହ୍ରେବେ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ ପରମ୍ତର ସହ ଭତ୍ତ୍ରଣେଷ ହୋଇଥବା 
ର୍‌ଷିମମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ‡ (୬1) ଅଖେ । ଅଥକ, ସେ କୌଣସି ମୌନଲ୍ଲକ ବ୍ଥଗର 
ସଂଖ୍ଯା 2 ଜମି୍ତ ପରଞ୍ତର ସହର ଭନ୍ତ୍ରଣେଷ ହ୍ରେଉ୍‌ଥବା ଦୁ ଘାଖସ୍ଟ୍‌ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର 
ହଂଓ୍। ‡ (୨ ¬ 1) ଅଖ । ମାନ୍ଧ ପରମ୍ପର ସହ ଭ୍ନ୍ତ୍ରଶେଷ ଦ୍ରେଉ୍‌ଥବା ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କର 
ସେ କୌଣସି ସମ୍ପ ଷଣ୍ତ ସମ୍ଭବାସ୍ଵରେ (୨1) ସଂଖ୍ଯକ ସୃଥକ୍‌ ପୃଥକ୍‌ ଗ୍ଵଶି ଥାଏ । ଏଣ୍ର 
ଏମ୍ଭାଳଙ୍କ ମଧରୁ କେବଲ ‡ (୨ - 1) ସଂଖ୍ୟକ ଗୁଣି ରଦ ଘାଖସ୍୍‌ ଅବଣେଷ ହ୍ରେବେ ଏବଂ 
ଅଦଣିଷ୍ଣ ‡ (୬ 1) ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଣି ଦ୍ଧ ସାଖସ୍କ୍‌ ଅନବଣେଷ ହ୍ରେବେ । ଆମେ କମ୍ପ 
ଘ୍ରମେସ୍ ଝି ସ୍ତମ୍ଭାଣ କମ୍‌; ସଥା :— 

ବଂଶ ପ୍ର ମୟ୍‌ : ପ୍ତତେ“କ ବରପୁଗ୍ଧ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା  ଲମିଣ୍ଠ ‡ (9 = 1) 
ସଂଖକ ପରମ୍ତର ସହର ଭନ୍୍ଶେଷ ର୍ଦ୍ଧ ଘାତସ୍ତ ଅବଣେଷ ଥାଏ ଏବଂ ‡ (୨ — 1) ସଂଖ୍ୟକ 
- ଯରଞର ସହର ଭନ୍ନନଣେଷ ଦ୍ଧ ଘାଖ୍ତସ୍ବ୍‌ ଅନବଶେଷ ଥାଏ | 

ଆମେ ପୁଙ୍କରୁ ପ୍ରମାଣ କରଅବୁ ସେ, କୌଣସି ବରସ୍ଥରଗ୍ଧ ମୌଲକ ଗୁଣି 
ଛପିତ୍ଧ 

(2)= gf (p-1) ( ମାନ » ) 

p 
ସ୍ତ ଅଃ । ଏଠାରେ ସଦ 4 = 9 ¬ 1= ¬ 1 ଜଆସାଏ, ଭେବେ ଆମେ ଦେଖିବୁ 


ହସେ 
(Ee (oF (p—1) 
D 


ଢ୍ରେବ । ସୁନଶ୍ବ ଏଦ୍ ସକଲ କଲୁ ଆମେ ୬=4 +1 ବା ୬ = 4) + 3 ଆକାରରେ 
ଲେଝଡିଆାରୁ । 

ଏକବଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ୬=4+ 1 ଗ୍ବବେ ଲଗିଭ ହ୍ରୋଇ ପାରୁଥବା 
ସରତ୍ତକ ମ୍ଭୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ୨ ଜମିଦ୍, (% ¬ 1) ଏକ ଦୃ ସାଖସ୍କ୍‌ ଅବଶେଷ ଅଖ | ସୁନଣ୍ଡ 
p=4k ++ 3 ଭ୍ଵବେ ଲିଝିଉ ହ୍ରୋଇ ପାରୁଥବା ଟକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ୬ ଜମିଦ୍, 
{p ¬ 1) ଏକ ଦୁ ସାଗସ୍ ଅନବଶେଷ ଅଃ । 
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ସମ୍ମଣେଷତା ୫୭ 


ପ୍ରମାଣ : ପ୍ରଥମ୍ଭ ସେେନ୍ଧରେ 
(51 s(n Da(o 1) =) ( ମାନ p ) 


ଅଟ । ର୍ଦ୍ଧ ଝସ୍ଟ ଷେନ୍ଧରେ 
କା 1 
(s(n 1) (ମାଜ ୭) 
=(- 1) +! = | 
ଅଟେ । 
ଦ୍ରାଵ୍ଂଶ ସ୍ରମେସ୍ଟ : ମନେକର (4+ 1) ଭାବେ ଲିଟିକ ହୋଇ ପରୁ&୍ବା 
୨ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଅଃେ । ଢାଦ୍ରାହେଲେ 2 ଠାରୁ ଷ୍ଠ ଦ,ଉର ଏପରି ଏକ 
ପୁ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ୩ ଅଛୁ ଯେ ଯନ୍ତ୍ରିମି୍ତ୍‌ (1 ¬ 1) ଏକ ମୁ ବଗ ହୁଏ | 


ସ୍ତମାଣ : ଏଠାରେ (» ¬ 1) ଏକ ଦୁ ଘାତ୍ତସୁ ଅବଶେଷ ଅଛେ | ଏଣ୍ର 

x’ =(p—-1)= —1 (ମାନ ») 
'ସଙ୍ଗଭର ଏକ ସମ୍ମାଧାନ ଅନୁ । ଆନୁର୍‌ ମଧ ଏହ୍ସ ସମ୍ଭାଧାନ?ି 1) 2, 3, 4, * *› 
ଖୁ(୨ ¬ 1) ଏଦୁ ସମସ୍ତ ଗଵଗିମାନଙ୍କ ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗଣି ହ୍ରୋଇପାରବ । 
ସମନ୍ନତୀ, 

O0<1+x<1+ (3 p)* <p’ 
ହ୍ନେବ ଏବଂ (1 + ±”), ୬ ଦୁର ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବ । ଫଲତଃ, 0 < m <p ମଧରେ 
ଏପର୍‌ ଏକ ୩ ଅନୁ ସେ 1 + ×£* =m ହେବ । ସୁକ୍ତଗ୍୍‌ଂ, ସେଦ୍୍ସ ୩M ନିମିତ୍ତ 
(mp ¬ 1) ଏକ ପୁଞ୍ରିବର୍ଗ ହେବ । 

ଭ୍ତସ୍ଟୋ୍ଦଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ପ୍ରତ୍ଯେକ ବ୍ଥଗଟ୍ଧ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ୬ ଜମିବ ଆମେ 
-ଏପର୍‌ ×, / ଓ  ପାଇପାରବୁ' ସେପର 

1+x +" =mp 

6G 0<m<p 
ହେବ । 

ସ୍ତମାଣ : 0, 1" „ 2*, 3", -- -, {‡ (9 = 1)}* ଏନ ସମସ {3 (9 ++ 1)} 
ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଣି, ୬ ମାନାଙ୍କ ନମିନ୍, ପରସ୍ପର ସହବ ଭିନ୍୍ଶେଷ ଅନନ୍ତର | 
ସୁନଣ୍ତ, 

pP-1, p-1-1 p- 1-2), p- 1-3, +, 
ˆ” ¬ 1 ¬ {‡ (9 ¬ 1)}* , ଏହୁ ସମସ {4 (9+ 1)} ସଂଖ୍ଯକ ଗଣି, ୭ ମାନାଙ୍କ ଜମି 
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୫୮ ଗ୍‌ଗିଉତ୍ତ 


ପରଞ୍ଚର ସହ ଭଲ୍ମଣେଷ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏଦ୍ସ ଦୁଇ ସମଭଚଚସ୍ତ୍ୁରେ ସମୁଦାୟ (¬+ 1) ସଂଖ୍ଯକ 
ର୍‌ଶିଅଛୁ । ମଥା, ୨ ମ୍ଭାନାଙ୍କ ନମିନ୍ଧ ପରଖଞ୍ତର ସହ ଭଲ୍ତଣେଷ ହ୍ରୋଇଥ୍ବବା ଯେ କୌଣସି 
ସମ୍ପର୍ଣ୍ଣ ସମ୍ଭବାସ୍ଟରରେ ୨ ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଣିଆଏ । ଏଣ୍ମ ପ୍ରଥମ୍ଭ ସମୁକୟ୍ଟ ରେ ବା କୌଣସି ଏକ 
ର୍‌ଣି ସହନ ଦ୍ଧ ଖସ୍ପ୍‌ ସମସ ରେ ଥବା କୌଣସି ଏକ ଗୁଣି ୬ ମ୍ଭାନାଙ୍କ କମିନ୍ବ, ସମ୍ଭଶେଷ 
ହେବ । ସୁଚ୍ତର୍ୃଦ 0, 1, 2, 3, “*“, ‡ (9 — 1) ଏହୁ ରାଗିମଜ୍ାନଙ୍କ ମଧରେ ଏପର 
ଦୁଇ ପୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା × ଓ 3› ଅନୁ, ସେଉିମାନଙ୍କ ଜମିଦ୍ତ 

=p —1—9 (ମାଳ ») 
ସତ୍ୟ ହ୍ରେବ । ଅଆ, (1+ 2" + 2") ଗ୍ଣିଝ » ଦୃାରା ବଭ୍ବଜ୍ୟ ହୁଏ | ମାନ୍ଧ ଏହ % 
ଓ ୨ ଲମିଦ୍ତ 

0< 1+ ×" + 3*< 1+(‡ ») "+ (‡ »)* < ୨" ସଭ୍ଯ ଅଃ | ସଲକ୍ତଃ 
2 ଠାରୁ ଶଷ ଦଉର କୌଣସି ଏକ ଧନାସ୍ପକ ପୂର୍ତି ସଖା  କମି୍ତ 

1 +x +° =mp 
ହେବ । 

ଦ୍ଵାଛଂଣ ସ୍ତମ୍ଚେସ୍ବରୁ ଏହା ଷ୍ଣ ସେ ସଦ୍ଦ ୬, (4+ 1) ଭ୍ଵବେ ଲିଟିତ ହୋଇ 
ପାରୁଥବା ଏକ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥାଏ, ତେବେ 3/ =0 ନଆସାଇ ପାରେ |! 

ତ୍ଭକ୍ଚ ଝିତତ ପ୍ରମେ ଦୁସ୍ଟ୍‌ ସାଦ୍ରାଯ୍ଯରେ ଆମ୍ତେ ଲଗ୍ରେଞ ଙ୍କର ପ୍ରସିତ୍ତ ପ୍ରମେୟ ଗ୍ରମ୍ଥାଣ 
କରବ୍ଧ । ଏହା ଜମ୍ତରେ ପ୍ରଦତ୍ତ ହେଲ । 

ଚତୁବିଂଶ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ (ଲଗ୍ତେଞ୍ଚଙ୍କର ସ୍ତମ୍ଭେସ୍ Lagranges theorem):— 
ପ୍ରତ୍ୟକ ଧନାସ୍ବକ ପୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା ଗ୍ଟରଗୋଝି ପୁ୍ତ୍ତିବର୍ଗର ସମ୍ଭର୍ଣ୍ଧ ଅଃ । 

ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ ଆମେ ସ୍ତ୍ଥାଣ କରବ୍ଧ ସେ, 

ଠଞ୍ଭବଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ପ୍ରତ୍ଯେକ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଗ୍ୃରଗୋଝି ପୁର୍ଷ୍ତିବର୍ଗର 
ସମ୍ଭର୍୍ଧ ସେ । 

ଅଞ୍ଚରଂଣ ସ୍ରମେୟ୍ଟର ପ୍ରମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ ଆମେ 

2=1"+ 1? 4+ 0° +0° | 
ତ୍ବବେ ଲେଖି ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା 2 ଜମ୍ଚିଣ୍ତ ସ୍ରମ୍ଭେସ୍୍‌ ଝର ସତ୍ତଯକ୍ତା ଉପଲବ୍‌ଧ କରୁ । 
ସୁଭର୍ଵଂ ନମ୍ଚରେ ଆମେ 2 ଠାରୁ ଭ୍ଲଲ ସେ କୌଣସି ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଜମିତ୍ତ ପ୍ରମେ ଝର 
ପ୍ତମ୍ଭାଣ ଚେବ୍ଧୀ । 

ମଚଜେକର ଏକ ବରସ୍ଥଗ୍ୁ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଅଝଃ । ଛସ୍ଟୋବଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟରୁ 
ଜାଣୁ ସେ ୬ ର ଏକ ଘୁଣିଉକ 

mp =x" + x9° + x50 + x4” 
ତ୍ତ୍ବ ଲଖିତ୍ତ ହୋଇପାରେ ଓ ଏଠାରେ 0 < <  ଅଝଵେ । ଫଲତ୍ଃ ର ଏହ 
ଗୁଖିକ୍ତକ ୬, 2” ଠାରୁ ଷ୍‌ ଦଉର ଅଛେ । 
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ସମ୍ଭଗେଷଭା +୯ 


2” ଠାରୁ କ୍ଷ ଦର୍‌ ହୋଇଥବା ଓ ୬ ର ଗୁଖିଭକ ବେ ଲଖିଭ ହୋଇ 
ପାରୁଧ୍ଚବା ଯେଉଁ ସମ୍ଭସ୍ତ ଧନାସ୍ଥକ ପୁ୍୍ଡିସଂଖ୍ଯା ଗ୍ଵର୍‌ଗୋଝି ପୁଶ୍ରିବର୍ଗର ସମର୍ଣ୍ଗ୍ଵବେ ଲିଖିତ 
ହୋଇପାରନ୍ତି, ସେମାନଙ୍କ ମଧରେ ୩୦୬ ଷ୍‌ ଦ,ତମ୍ଭ ହେଉ | ଯଦ୍ଦ୍ର ୩୦ =1 ହୁଏ, 
ଡାହାହେଲେ ପ୍ରମ୍ଭେଝି ପ୍ତମ୍ଭାଣିକ ତୃଏ । ନମ୍ପରେ ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ୁ ସେ m୦ > 1 
ହୋଇ ନ ପାରେ । 


ମ୍ଭନେକର 7 ¿ >” 1 ଅଃ | ପ୍ରଥମତଃ ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରବ୍ୁ ସେ M୦ ଏକ 
ସ୍ଥିଗ୍ସଖ୍ୟା ହୋଇ ଜଳ ପାରେ । 


ସଦ୍ଦ ୩୦ ଏକ ଯଥିଗ୍ର ସଂଖ୍ୟା ହୁଏ, ତେବେ 
x1 + x9’ + x57 + x,” ଏକ ସ୍ଥ ସଂଖ୍ୟା ଦ୍ରେବ । ଫଳତ 
(+ x3 + x3 + x4)? 
= x1 + xa + x3 Fxg + 2x xa r+ 2x34 
ଏକ ମ୍ଥଗ୍ଧ ସଂଖ୍ୟା ହେବ, ଅର୍ଥରୁ 21 4+ 2 + 3 + %¿ ଏକ ଯୁଗ ସଂଖ ହେବ | ସୂଜର୍‌ଂ 


(4) 1, ×2, × 3 ×, ସରେସକ ଏକ ଏକ ପୁଗ୍ଧ ସଖ୍ୟା ହ୍ରେବେ, କମ୍ବା, 

(2) ଏମାନେ ସ୍ରତ୍ତ୍ୟକ ଏକ ଏକ ବର୍ଥଗ୍ଧ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରେବେ, ବା, 

(୦) ଏମାନଙ୍କ ମଧରୁ ଦୁଇଝି ସଂଖ୍ୟା, ମଳେକର 2 ଓ ×, ସୁଗୃସଂଖ୍ୟା ହେବେ 
ଓ ଅବଣିଷ୍କ ଦୁଇଝି ସଂଖ୍ୟା ×§ ଓ %¿ ଅୟ୍ଥଗ୍ଧ ସଂଖ୍ୟା ହେବେ । 

ପ୍ରଭ ସ୍ଥଲରେ 

X11 + Xo), X1 — X95 XH X4 OG Xg — x4 

ଏକ ଏକ ସ୍ଥୁଗ୍ଧ ସଖ୍ୟା ହେବେ । ଫଲଭଃ, 

(= + 22) +(e) +(e + x4) + (2 24) 

2 2 2 2 

= ‡ m୦ ଏକ ଧନାସ୍ପକ ଗୁ୍ଡିସଂୟା ଦ୍ରେବ ଓ ଗ୍ଵରଗୋଝି ଗୁଣ୍ରିବର୍ଗର ସମଭଙ୍ତି 
ହେବ । ଏଠାରେ ୦ < ‡ m୨ < ୨” ଅଖ | ମାନ୍ଧ ୬” ଠାରୁ କ୍ଷ ଦକର ଓ ଗୃର୍‌ଗୋ? 
ପୁର୍ଷ୍ତିବର୍ଗର ସମଶ୍ଷି ରୂପେ ପ୍ରକାଶିତ ହୋଇ ପାରୁଥିବା ଧଜାସ୍ପକ ସଂଞ୍ଯାସ୍ମାନସ୍ ମଧରେ 
୩ ୦୬ ଶଷ ଦଢମ ଅଃ | ସୁଢର୍‌ଂ ୩୦୦ ଏକ ସ୍ଥଗ୍ରସଖ୍ୟା ହ୍ରେବା ଅସୱ୍ଭବ ଅଖ । 
ଫଲଉଃ ୦ > 1 ହେଲେ ୩୦ ଏକ ଅସ୍ଥଗ ସଂଖ୍ଯା ଦ୍ରେବ 3 mo ମୂଳା 3 ବା 
ତାହାଠାରୁ ଅଧ୍ଵକ ହ୍ରେବ । 


ସଯଦଦି ¥ 159 ¥ 9; ¥ 3 ଓ %& ପ୍ରଭ୍ୟେକେ ୦, ଦାରା ବଭ୍କଜ ହୁଅନ୍ତ୍୍ର ତେବେ 
Mm୦ˆ ଦାରା M୦୬ ବିଶ୍ଵଜଯ ଦ୍ରେବ ଓ ଫଳଉଃ, ୩m, ଦର୍‌ ୬ ବରଜ ହେବ ! ସାନ୍ଧ 
୬ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଧବାରୁ ଓ 3 < mM. < ହୋଇଥିବାରୁ m୦ ଦ୍ବାର 
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୬୧ ରିଜତ୍ତୁ 


? ବଭାଜଯ ଲୁହ । ସୂଢର୍‌ଂ % , 42 › ±$ ଓ %4 ମଧରୁ ଅନୁଢଭଃ ଗୋଡିଏ ସଂଖ୍ଯା 
୦ ଦାରା ୬ ବର୍ଜ୍ୟ ଲୁହୈ । ସଲତଃ ଆମେ ଏପରି 9 › 2, 25 ଓ ନୟ ବାନ 
ଜେଇ ପାରବୃ' ସେପର 2 =1, 2, 3 ଓ 4 ଜମି 

Dy = xr — bx Mo 


ର ଘରମଭ ମଲା । "| < ଝୁ ୩୦ ହେବ ଓ ଅଲ୍ଧକଃ ଗୋଝିଏ 3& ର ମୂଲ୍ୟ ଶ୍ନ୍ୟଠାରୁ 
ସୃଥକ୍‌ ହେବ । 
ଫଲ, 
D1 + Yo +3 + y4° >0 
ହେବ । ସୁଜଶ୍ଡ, (3 "+ x0 + ¥ 5g + % 4), 
ଏ ସଂଖ୍ଯା? ୩ - ଦୁର୍‌ ଚତ୍ତାଜଏ ହେଉଥିବାରୁ 
Da +2 +Hy5 + ye’ 
= x1 + x9 + x5 + x4 +mo’ (bi +ba +bg" +b 4") 
— 2mo(bix1 + baxa + bg xg + bas) 
= mop +mo(bi "+b" + bg’ +b”) 
— 2 bix1 + baxa + bax + bsxa) ls 
୩ „ ଦାରା ବର୍ଜ୍ୟ ଅଖ | ଅଦୁର୍‌ ମଧ 
V1 +2 +5 +94" <4 (mo) =mo" 
ହୁଏ । ଅତଏବ 
V1 + Ya + yg +y4 S=momi1, (0< msi < mo) 
ହେବ । ଫଲ, 
Z1 =X Fo) 2 +t XaPs Fs) 49 
Zo =X] Y9 X21 Xe 4 — X4Y99 
Za = X18 — X91 + X4aY 2 — X22 49 ଓ 
Z4 =X) V4 — X41 + XoY8 — X82 
ଜେଇ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ 
mo mip=(x] +x" + xg + x4 (p51 °+ yo + ya + 94°) 
= 21 +z +25 + 22° 
ହେବ । ଏଠାରେ 
Zi = 5x) = 5 xx {xx — bimo) 
=x +x +x +x4° 
— Mo (X13 bi + xobo + xXgbg+ x4 be) 
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ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା ୬୧ 


ହେଭୁ ୩୦ ଦାରା 2¡ ବିରାଜ ଅବେ । ସେହୁଷରି M୦ ଦ୍ଵାର Z2› ଅଛ ଓ 2 
ପ୍ରତ୍ତ୍ଯକେ ବଭ୍ତ୍ଜ୍ୟ ଅଃନ୍ତ | ସୁଭଗ୍ଵଂ ଆମ୍ଭେ 
Zk = Motk 

ଲେଖିଲେ, 1, 2, £3 ଓ £¿ ପ୍ରତ୍ଯେକେ ଗୋଝିଏ ଗୋଡ୍ଧିଏ ପ୍ରର୍ପ୍ଣିସଖ୍ଯ। 
ହେବେ ! ଫଲଭଃ 

21 +a + zg +24 = mo MiP 
ରେ ଆମେ ଫZ% = mt ଲେଖି 

ti + ta +tg’ +t4e =m; p 

ପାଇବୁ । ଏଠାରେ < ୩) < ୩୦ ହେରୁ, 

ଏହା ଫଲରେ ର ସଂଳ୍ଞାର ଲ୍‌ଦନ ହ୍ରେବ । 

ସୂଡର୍୍‌ଂ ର ମୂଳା 1 ଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ହେବା ଅସମ୍ଭବ । ଙଲଉଃ, m୦ = 1 ଏବଂ 

p=x1 +x +x5 +x" 
ତ୍ବବେ ସ୍ତକାଣିତ୍ତ ହେବ |! 


ଚତୁୃବ୍ °ଣ ସ୍ରମେସ୍ଟର ସ୍ତମାଣ : ସଦ ୨ ଓ ଏ ଘଡେ୍ଯକେ ଗ୍ଟର୍‌ଗୋଡଝି 
ପୁ୍୍ବର୍ଗର ସମର୍ଣ୍ଣ ଠୁ ପ୍ରକାଶିଭ ହୋଇପାରେ, ଢେବେ ୨ ଓ ¶ ର ଗୁଣନଫଲ ମଧ 
ଗୁରଗୋଝଵି ପୁ୍୍ତିବର୍ଗର ସମ୍ଭ୍ଣ୍ଣ ରୂପେ ପ୍ରକାଶିଭ ହୋଇପାରବ । 

କାରଣ, 

p= x +x +x + x 

ଓ q=y° +9 + ys +5 

ହେଲେ, ଜ୍ପରୋଠ 21, Z9› 23 ଓ Z„ ପାଇଁ 

pqGq= 21 34 253 + z* + z4° 
ଦତୁଏ । ସୂର୍‌ ସେଉଁ ସେଉଁ ଧନାସ୍ତକ ଗୁଶ୍ତିସଖ୍ଯା ଗ୍ଵରଗୋ ଵି ଗୁ୍୍ିବରଗର ସମର ରୁଷ 
ପ୍ରକାଶଗିଭ ହୋଇପାରନ୍ତି, ସେମ୍ଥାନଙ୍କର ଗୁଣନଜ ଫଲ ମଧ ଗୃରଗୋଝି ପୁ୍୍ରିବର୍ ୩ 
ସ୍ଵମ୍ଭ୍ମିରୂଷେ ସ୍ତକାଗିଭ ହ୍ରୋଇପାରେ । 

ଗୋଝିଏ ଦତ୍ତ ଧନାସ୍ପକ ଗୁର୍୍ତିସଖ୍ଯା ପାଇଁ ଏହ୍ର ଗ୍ରକାର ସ୍ତକାଶନ ଏକାଧ୍ବକ 
ହୋଇପାରେ ; 
ଭ୍ଦାହରଣ ସ୍ବରୁପ, 

23+2* + 1° + 1? = 10 = 3" + 1" + 0* + 0° ଅଛେ । 


୬-୫. ଏଦ୍ଗ ପରିଚ୍ଛେଦରେ ଆମେ ଲେଜେଣ୍ଡ, ସଂକେତ ( 2 ) ବଷସ୍ରେ କେତେକ 


ପ୍ରସ୍ଟୋକଙ୍ଗୟ୍ୁ ଭଥ୍ଯ ପ୍ରମ୍ମାଣ କରବ୍ଧ | 


Digitized by srujanika@gmail.com 


୭’ ରଣିତତ୍ତୁ 


ଗାଉସ୍‌ଙ୍କର ଉପସ୍ରମେସ୍ଟ( Gauss’ Lemma ) : ଞଜେକର ଏକ 
ମୌଲକ ପୁର୍୍ତିସଖ୍ଯା ଓ (4, ୨) = 1 ଅଃ | ସୂନଞ୍ତ ମନେକର ଏକ ପୂର୍ପ୍ତିସଂଖ୍ୟା 
ଓ 1 < m < ‡ (୭ 1) ଅଝେ । Mଜକୁ 2 ଦର୍‌ ତ୍ତ୍ରଗ କଲେ ଯଦ୍ଦ ଷ୍୍ରଗଣଶେଷ 
3 ଠାରୁ କ୍ଷ ଦ,୍ର ହୁଏ, ତେବେ ସେହ୍ଦ୍ର ଷ୍ତ୍ରଗଶେଷକୁ “ ଭ୍ତଵବେ ଜାମିକ କର୍‌ ; 
ଅପର ପଷ୍ଷେଇ ଳକୁ ଦ୍ଵାର ତ୍ତ୍ରଗକଲେ ଯଦ ଗ୍ଵ୍ଗଣେଷ ‡ ୨ ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧ୍ତ୍ରର ହୁଏ, 
ଭେବେ ସେଦ୍ଦ୍ର ଷ୍ଵଗଣେଷକୁ # ଗ୍ବବେ ଲେଖ 6 8 = - 8' ଜଅ | ଫଲଭଃ„ #'ର୍‌ ମୂଳା 
3 ୬ ଠାରୁ କ୍ଷ ଦୃ ତର ହେବ । ଁଜେକର, 


as 205 3a5 4a + seers, }(p—1)a eo o(A) 

କ୍ଟ ୩ ଦୁର ଭ୍ଵଗକଲେ, ଉପରେକ୍ତ ତତେ, 
C9 Ko, Kgy° ° off 5 ++ (B) 
G Bis Bas Bayt ttt roe eer e eee ere eee ctnn, fe ++ (C) 
ବା, p—Br, p—Ba’, P—Bg peer eee re eey p—B, -- (C’) 


ଵ୍ବୂଗଶେଷମ୍ମାନ ମିଲେ । ଏଠାରେ ସ୍ରତ୍ତେଯକ ‰& ଓ £#¡ ଧଜାସ୍ଥକ ଏଙ୍କ ‡ ୨ ଠାରୁ 
ଶୁ ଦ୍‌ ଡର | ସୁନଣ୍ତକ ୟଦ୍ଦ 4„ =< ହୁଏ, ଭେବେ କୌଣସି ଦୂଇଵି ୩ ଓ # ପାଲି, 
m1 E xp =<, = mp0 (ନ p), ବା, (mx — mp)@=0 ନ 2), ଅଣା, 
Mm» = ୩୭ = 0 (ସାନ ୬) ହେବ |! ଏଠାରେ, 1 < m„ < ‡ (p—1) ଓ 
1 < m,. < ‡ (୬ — 1) ହେରୁ , ଏହା ଅସନ୍ତମବ ଅଝଵେ । ଏଣୁ hk ନମିତ୍ଡ 
«୨2 „ ଓ ସେନ୍ଦୁପରି 12 ¦ ଜମି, 8; 2s, ଅର୍ଥାର୍ତ, B¢' 5 8¢' ହେବ | 


ସୁନଶ୍ତଢ ସଦ୍ର କୌଣସ୍ଥି <„=#/ ଡ଼ୁଏ, ତେବେ କୌଣସି ଦୁଇବି m/ ଓ m, 
ପାଇଁ, 

mra=+, (ସାନ ୨) ଓ ma = ୨—ଛ ' (ମାନ ୨) ହ୍ରେବ। ଅଣାକ୍ର, 
(Mm. m,)2 ସଂଖ୍ୟା? ୨ ଦାରା ବରଜ ହେବ | ସାନ୍ଧ 0 < m, + m୨ < ଓ ଦାରା 
ଉ ବିଷ୍ବଜ୍ଯ ହ୍ରୋଇ ନ ଧ୍ଚବାରୁ ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଵେ । ଏଣ୍ କୌଣସି «„ କୋଣସି 2,' 
'ସହୂ ସମ୍ମାନ ଲୁହୈ ! 

ଏଣ୍ର Ag, Ko, °°” ଓ Bi’, Bo’, = be ଏବ ରାଶିମ୍ପାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


୫ ( ¬ 1) ଏବଂ ଏସ୍ଥାନେ ପରଷ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଅଃନ୍ତ । ଏମ୍ଥାନନେ ପ୍ରଭ୍ଯକେ ଧଳାସ୍ତକ 
:ଓ କେହୁ ¦ (୬¬ 1) ଠାରୁ ବୃହଦ୍ତ୍ରର ନୁହେ । ସୂଗ୍ଵଂ, ଏମ୍ଥାନେ 1,2,3,: , 
3 (» ¬ 1) ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଗଣି ଅନ, ଓ 
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ସମ୍ମଣେଷତ୍ତା uh 


[ Cg," ¥ Bi, Boyt, Bl [a rE (p— | ର୍‌ 
i M4 
ଏକ ସୁଜର୍ିଜଯାସ ଅଝେ । ସଲଭ୍ତ, ମାନ  ଜମିଦ୍‌, 


(9 — 
a“ 2a- 3a- ++“ +4 (Dp — 1) a = 1-2 3- -- - $(p—1)a2® i) 


=41 ରୁ (p—B;j Hp —Bg’)---(p—B,) 
ଅକୁ, 


{123,50 Dj Ho -D s(t wg <ge fY Baer 


=(-— 1)“ [1233 + Hp - 1) } (ଜାଳ 2) 
ହେବ | ଏଣୁ, {1› 2, 3 **- $ (9 ¬ 1)} ସଖା » ଦର୍‌ ବଳୟ ହ୍ରୋଇ ନ ଧ୍ଚବାରୁ 
af PD =(_ )# (ମାଜ ») 


ହ୍ରେବ । ମରାନ୍ଧ, ($) ଲେକେଣ୍ଡ, ଚଦର ମଲା 


(୫) = 49-1) (ହାଜ ୭) 


ଅଃ । ପୁକ୍ତଗ୍ୁଂ, mM ,May"* mM, ଜମିନ୍ତ୍‌ „4 = ¿(ମାଜ ୨) ଓ ଳ„ > $ ହେଲେ, 


a uw 
¬ |= (¬ 1) (ସାଜ ») 
[2) p 
ହେବ । ମ୍ରା୍ଷ ଉଉସ୍ର ମୂଲା ± 1 ଅଝଵେ । ସଲରଃ, 
(= 
'ୁଏ । ଶେଷୋକ୍ର ସମ୍ପର୍କଝଲୁ ଗାଉ ସଙ୍କର ଉ୍ତପପ୍ରମ୍ଭେ୍ବ ଲୁଦ୍ରାଯାଏ । 
ମମନେକର 7 ଓ 4 ଦୁଇ? ଅସ୍ଥଗ୍ଧ ମୌ'ଲକ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ 
q, 24, 3q, **“, $ (p — 1) q 
ମଧରୁ # ସଂଖ୍ଯକ ର୍୍‌ଶିକୁ 2 ଦ୍ବାର ଭ୍ତ୍ରଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣଶେଷ ‡7 ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍କର ଓ ଅବଣିଷ୍ 
ରାଗିମ୍ାଳଙ୍କୁ 2 ଦାରା ଗଗ କଲେ ତ୍ଵୁଗଣେଷ 27 ଠାରୁ ଷ ଦ ଭର ହୁଏ, ଏବଂ, 
Pp, 2p53p,* „(ଏ Pp 


ମଧରୁ ୬ ସଂଖ୍ୟକ ର୍‌ଶିଲୁ ¶ ଦର୍‌ ଭ୍ଗକଲେ ଶ୍ଵଗଣେଷ ୫ ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧନ୍ତ୍ତର, ଓ ଅବଣିଣ୍ଣ 
ଗୁଷିମ୍ଥାଳକ୍କୁ 4 ଦାରା ଗଵଗକଲେ ଗ୍ବଗଣେଷ #4 ଠାରୁ ଛା ଦ,ତତର ଡ଼ୁଏ । ଉ୍‌ଷର୍‌ ବର୍ଣ୍ଠି୍ତ 
ନସ୍ଟମ୍ଭ ଅନୁାସ୍ତୀ, 
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୬% ର୍ଵଗିଉନ୍ତୁ 


(CJ =tene (2 )=6e0? 


ଅଃ | <ଠାରେ 2 ଓ 4 ବୟୁଗୁ ଅଃଲ୍ତ | ଏଣୁ ‡ (୦4 — 1) ଏକ ଗୃଶ୍ରିସଖ୍ୟା ଅଝଵେ | 
ବଶ୍ତି୍ମାନ, 1, 2, 3, ++, ‡ (pq — 1) 
ଏହର ଗ୍ରମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଜମ୍ପ ଆଠଗୋଵି ଶ୍ରେର୍ଣରେ ଅନ୍ତଭୁ କ୍ର କର୍‌ସିବ, ସେଉି ସମ୍ତସ୍ତ ର୍‌ଣିକୁ 
p3q ଦ୍ଵାର ତ୍ତଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣେତ ତଭ ସ୍ଥଳରେ ଣୃନ୍ୟଠାରୁ ସ୍ୃଥକ୍‌ ହେବ, ସେମ୍ଥାନେ 
ପ୍ରଥମ, ଦ୍ଧ ଖସ୍କ, ତ୍ୃଖସ୍ତ ଓ ଚରୁ ଶ୍ରେର୍ଣରେ ରନ୍ଥବେ । 

ସମ୍ପ ଣେଣ ଏହ୍ର ଷ୍ରେର୍ଣରେ କେବଳ ସେହ୍ର ସମ୍ଭସ୍ତ ଗଣି ରଦ୍ରବେ, ସେଉିମାନଙ୍କୁ 
? ଦାରା ଭୂଗକଲେ ଭ୍ଵଗଶେଷ {1,2, * *,‡ (9 ¬ 1) } ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗ୍ଶି ହୁଏ ଏବଂ 
q ଦାରା ଭ୍ଵଗକଲେ ଭ୍ଵଗଶେଷ {1,2,* * *, ‡ (4 ¬ 1) } ମଧରୁ ଗୋଡିଏ ର୍ଶି ହୁଏ । 
ଏହ୍ର ଶ୍ରେର୍ଣାରେ ଅ୍ତଭୁ କୁ ହୋଇଥବା ର୍‌ଶିମ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖୟା « ହେଉ୍‌ 


୬ ୟ୍ଵ ଶ୍ରେ୍ଣ : ଏହୁ ଶ୍ରେଣୀରେ କେବଲ ସେହ୍ର ସମ୍ତସ୍ତ ର୍‌ଣି ରନ୍ଦ୍ରବେ, ସେଞ୍ଜିମ୍ଭାନଙ୍କୁ 
” ଦାରା ଭ୍୍ଗକଲେ୍‌ ଭ୍ତ୍ଗଶେଷ {1,2 **, $ (9 ¬ 1)} ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗୁଣି ଦୁଏ, 
ମାଛ  ଦ୍ଵାଗ୍‌ ତ୍ତଗକଲେ ଶ୍ଵ୍ରଗଶେଷ ‡ (4¬ 1) ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍ତ୍ତର ଦୁଏ । ଏମ୍ରାନ୍ଞର 
ସଂଖ୍ୟା 8 ହେଉ୍‌ । 

୩ସ୍ଟ୍‌ ଶ୍ରେର୍ଣା : ଏହ ଶ୍ରେର୍ଣୀରର କେବଲ ସେହ୍ବ ସମ୍ଭସ୍ତ ର୍‌ଗି ରଦ୍ରବେ, ସେଉିମ୍ଭାନଙ୍କୁ 
? ଦାରା ଭ୍ଵଗ କଲେ ତ୍ତଗଶେଷ ‡ (¬ 1) ଠାରୁ ବୃହ୍ର ଡୁଏ, ସାନ୍ଧ 4 ଦ୍ଵାରା 
ର୍ଵାଗକଲେ ସ୍ତ୍ରଗଣେଷ {1,2,*“, ‡ (9 ¬ 1)} ମଧରୁ ଗୋଡିଏ ସଂଖ୍ଯା ହେବ । 
ଏମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ୪ ହେଉ୍‌ । 

ର୍ଥ ଗ୍ରେଣ : ଏହୁ ଶ୍ରେର୍ଣରେ କେବଲ ସେହ୍ର ସମ୍ଚସ୍ତ ରାଗି ରଦ୍ଵବେ, ସେଉିମ୍ଭାନଙ୍କୁ 
2 ଦାରା ଭ୍ରଗକଲେ ଭ୍ତଗଣଶେଷ ‡ (୬ 1) ଠାରୁ ବୃହ୍ର ହୁଏ ଓ 4 ହାର୍‌ ଭ୍ଵଗକଲେ 
ଘ୍ବଗଣେଷ ‡ (4 ¬ 1) ଠାରୁ ବୃହର ହୁଏ | 

ଉପର ବର୍୍ତିତ ଗ୍ର ଷ୍ରେର୍ଣୀରେ ତ୍ଵଗଶେଷମ୍ଭାନ ଶୂନ୍ଯଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ବୋଲ୍‌ 
ଅନେ କରାସାଇନୁ । ସେଉ ସମ୍ଚସ୍ତ ର୍‌ଥି ୬ ବା 4 ଦ୍ାଗ୍‌ ବଭ୍ତ୍ବଳ୍ୟ, ସେମ୍ାନକ୍କୁ ଜମ୍ତ ପ୍ରଦ୍ତ 
ଗୃରଗୋଝି ଗ୍ରେର୍ଣରେ ରଖାନ୍ଦାଇଛୁ । 

ଵ୫ମ୍ତ ଗରେର୍ଣ : ଏବ ଗ୍ରେଣୀରେ କେବଲ ସେନ୍ଦ୍ର ସମସ୍ତ ଗୁଣି ରଦହ୍ଵବେ, ସେଉିମ୍ଭାନେ 
q ଦାସ ବତ୍ତ୍ଜ. ମାଧ » ଦ୍ଵାରା ବିତ୍ତଜଯ ନୁହନ୍ତ ଓ ସେମ୍ଭାନକ୍କୁ ୬ ଦଵାର୍‌ ତ୍ଵଗକଲେ 
ଚ୍ତଗଣେଷ $ (୬¬ 1) ଠାରୁ ବୁହଦ୍ତର ତୁଏ ! 

q ଦାରା ବତକ ସେଉ oe ରାଗି ‡ (୬ ¬ 1) ଠାରୁ ବୃହକ୍ଧର ନୁହନ୍ତି, 

ସେମ୍ଭାଜେ ହେଲେ 4, 24, “$ (୬ ¬ 1)4; ରେଣୁ ଏହୁ ଶ୍ରେଣୀରେ # ସଂଖ୍ଯକ 
ରଛି ଆଏ । 
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ସମ୍ଭଶେଷତତା ୭୫ 


୬ଷ୍ଠ ଶ୍ରେଣୀ : ଏସ ଶ୍ରେର୍ଣିରେ କେବଲ ସେଦ୍ଦ୍ର ସମସ୍ତ ଗୁଣି ରଦ୍ରବେକ ସେଉଁମ୍ାାନେ 
q ଦାରା ବର୍ବଜ, ମାନ ୦ ଦ୍ବାର ବଭ୍ତଜଯ ଲୁହ୍ରନ୍ତ ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ  ଦୁାର୍‌ ଗ୍ବଗକଲେ 
ତ୍ବଗଶେଷ ‡ (⁄ ¬ 1 ) ଠାରୁ ବୃହଦ୍ବର ହୁଏ ନାହି । ଏମାନଙକର ସଂଖ୍ୟା 3 (9 = 1) — & 
ଅଃ | 


୭ମ୍ଥ ଗ୍ରେଣ : ଏଦ ଶ୍ରେଣୀରେ କେବଲ ସେହ୍୍ର ସ୍୍ତପ୍ତ ରଵଶି ର୍‌ନଦ୍ରବେ, ସେଉିମ୍ଥାନେ 
? ଦାରା ବଭ୍ଜ, ମାଛ 4 ଦାରା ବଭ୍ବଜୟ ଲୁହନ୍ତ ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ୨ ଦ୍ଵାର ଭ୍ତରଗକଲେ 
ତ୍କୁଗଣେଷ # (¬ 1) ଠାରୁ ବୃଦ୍ରଣ୍ଵର ହୁଏ । 2 ଦ୍ଵାଗ୍‌ ବ୍ରଜ ସେଉି୍‌ ସମ୍ଭସ୍ତ ଗ୍‌ଟି 
୫ (୬91) ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍ର୍‌ ନୁହନ୍ତି , ସେମ୍ଭାନେ ହେଲେ 2, 27, 39, “““ 
‡(9 ¬ 1) ୬; ଏଣୁ ଏଛୁ ଗ୍ରେର୍ଣରେ ୬ ସଂଖ୍ୟକ ଗ୍‌ଣିଥାଏ । 


୮ସ୍ଥ ଶ୍ରେଣୀ : ଏନ ଶ୍ରେର୍ଣାରେ କେବଲ ସେଦ୍ଦ୍ର ସମ୍ତସ୍ତ ର୍‌ଟି ରଦ୍ଵବେ, ସେଉିମ୍ଥାନେଂ 
ଦ୍ଧାଘ୍‌ ବତ୍ତ୍ଜ୍ ମ୍ଥାନ୍ଧ 4 ଦ୍ଵାର ବଷ୍ତଜଯ ନୁହନ୍ତ ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ¶ ଦ୍ଵାର ତ୍ତଗକଲେ 
ପ୍ଵଗଣେଷ ‡ (4 ¬ 1) ଠାରୁ ବୃହନ୍ଚର ଡୁଏ ନାଦ୍ବି | ଏମ୍ପାନଙ୍କର୍‌ ସଂଖ୍ୟ। ¥ (9 ¬ 1) ¬ » 
ଅଖ । ଜମ୍ପରେ ଏମ୍ଭାନଙ୍କୁ ସଂ୍ଷେପରେ ଦ୍ଧଆଗଲଭ । 


2 ଦାର ଭସ୍ତ୍ଗଗକଲେ q ଦୃରା ୍ଵଗକଲେ ସଂଖ; 
ଏମ ଶ୍ରେଣୀୟ ରାଣ : 1 < ଭୂଗଶେଷ < ‡ (9 — 1) 1 < ଭଵଗଶେଷ< 3(4¬ 1) : ¢ 


୬ସ୍ଟ , ୨ “ 1 < ଭ୍ବଗଣେଷ < (p— 1) ଶ୍ଵଗଣେଷି > ‡(4 — 1) : B 
୩ସ୍ଟ୍‌ ,, ,› ? ଭଗଶେଷ > (୬ ¬ 1) 1 < ଭଵଗଶେଷ< ‡(9 — 1) : 
୪ଥଁ ,› .›, ! ତ୍ଗଶେଷ>‡ (୬1) ଶ୍ୁଗଣଶେଷ >3(4 - 1): 5 
୫ ୨ » @ ଷ୍ଵଗଣ୍େଷ > (୬ — 1) ଷ୍ଵଗଣେଷ = 0 : ote 
୬ଷ୍ଠ ” > : 1 < ଶ୍ଵଗଣେଷ < ‡ (p—1) ଷ୍ଵ୍ଗଣଶେଷ = 0 
: Hp —1)—u 
୭ସ୍ଥ ,, » ଭଵଗଣେଷ = 0 ଭୂଗଶେଷ > 3 (4 — 1) : » 
୮୨ ୨୪୬୬ ୬ ଭ୍ଵଗଶେଷ = 0 1 < ଷୁଗଣେଷ < ‡(4— 1) 
.qi1_ 


v 


ସେତ ସମପସ୍ତ ଗ୍‌ଣିଙ୍କୁ ୱ ଦ୍ଵାଘ ଗ୍ଵଗକଲେ ତଵଗଶେଷ ‡ (4 ¬ 1) ଠାରୁ ବୃଦୁଦ୍ର, 
ସେମ୍ମାନେ ୨ ସୟ ୪ ଓ ୭ମ ଶ୍ରେର୍ଣର୍‌ ଅଲ୍ତଗତ୍ତ । ଘଦ୍ତ ଏଦ୍ସ ତ୍ଵ୍ଗଣେଷ 2 ହୋଇଥାଏ, 
ଏହ୍ସ ରାଗିସ୍ଥାନେ ହ୍ବରେଲେ 


P, q+ P, 29+P, 3q-++P, a q+ < PIF 


+ 
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S$ ଗ୍ଵଗିତ୍ତ୍ତ 


କାରଣ ପରବଶ୍ତୀ ସନ୍ତ୍ରାବ୍ଯ ଗୁଣି — ! g+p> a lL q+9 =! - = P01 


-ହୋଇଧିବାରୁ ଏଠାରେ ଅଲ୍ତଭୃ କ୍ର । ସୁଜଣ୍ଧ ଏଠାରେ ଚା ସମ୍ଚସ୍ତ ଗ୍‌ଣିଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


3 (୬ 1) ଅଖ । ଏଣୁ ଏଠାରେ p=9t1 , a3, + *, + 1 ଜେଇ ଆମେ 


୨ ସସ ୪ ଓ ୭ମପ ଷ୍ରେର୍ଣ ଅନ୍ତୂର୍ଗଭ ଗ୍‌ଶିମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


p—1 .g—1 
< 2 2 
ବୋଲ ଗଣନା କରୁ । ମାଧ ଏମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 8 4-8 4+ ୬ ଅଃ, 
p—1,q—1 
2 2 
ଅଖ । ୨ ଓ q କର ଅନ୍ତର୍ବିନମ୍ଭସ୍୍‌ ଫଳରେ ଆମ୍ଭେ "ସ୍କଟ ୪ ଓ ୫ମ୍ଭ ଶ୍ରେଣୀରେ 
.ଗ୍ଟିସଂଗ୍ୟା 


ସୁ୍୍ତରଂ, + 6+ ୪ = 


_p—1 q—1 
6 I 
746 +u= 3 


ହୋଇଧବାର ଦେ୍ଝୁ । 

ମନେକର 1 < < 2” 24-1} ¢ 2, "ସଟ୍‌ ଶ୍ରେଣୀ ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏକ ରୁଷି 
ଅଟେ | ତାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 

P4* ! < pq—a<pq—1 
ହେବ ଓ (Pq — 2) କୁ ୬ ଦାରା ଭ୍ଵଗକଲେ ଗ୍ଵଗଶେଷ ‡ (୨୭¬ 1) ଠାରୁ ଚୃଦ୍ଧ୍ତର 
ହେବନାହ୍ତି) ମାନ 4 ଦାରା ଭ୍ଗକଲେ ତ୍ଵଗଣଶେଷ ‡ (4 1) ଠାରୁ ବୃହଦ୍ତର ହେବ । 


ଅପର ପଷ୍ଷେ ଯନ୍ଦ୍ର (9 ¬ 2)ର ଏହୁ ଗୁଣ ଆଏ, ଭେବେ @ ରୁଣିଵି ୩ 

ଶ୍ରେଣୀ ଅନ୍ତର୍ଗତ ହେବ । ସୁଭଗ୍ର, ସ୍‌ ଶ୍ରେଣୀ ଅଲ୍ତର୍ଗ୍ ଗୁଣିମ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା 
3 

- {22 pars କୁ pa—1} ଅଲ୍ତର୍ଗଭତ 

ସେଉି ସେଉି ଗ୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କୁ ୬ ଦାରା ତ୍ତଗକଲେ ୁଗଶେଷ ¥ (୭1) ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଷ୍ତର୍‌ 

ନୁହେ, ମାନ୍ଧ 4 ଦ୍ଵାଗ ଗ୍ଵଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣେଷ ୫ (41) ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଷ୍ବର ଅଟ 

ସେମ୍ପାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ସ୍ର ସମ୍ଭାନ ହୁଏ । ଏଣ୍ଡ [1, 2, +) pq Lo 
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pq— 1} ଅଲ୍ତର୍ଗଭ ସେଉଁ ସେ ର୍‌ଶିମମାନକ୍କୁ  ଦୁଟ୍‌ ଗ୍ଵଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣେଷ ‡ (9 1) 


ଠାରୁ ବୃହତ୍ତର ନୁହେ, ମାନ୍ଧ ୟ ଦ୍ଵାର ୍ଵଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣେଷ ‡ ( 1) ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧ୍ତ୍ରର 
ହତ଼ୁଏ, ସେମାନଙର ସଂଖ୍ୟା (8+) ଅଝେ । ସଦ ଏହୁ ସମୂଇୟ୍ଠ ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି 
ଗରି 4 ଲୁ 2 ଦୁ|ର୍‌ା ଭ୍ବଗକଲେ ଅବଶେଷ × ଓ ¶ ଦ୍ଵାର୍‌ ଗ୍ଵଗକଲେ ଅବଶେଷ ୨ 
ଡୁଏ, ଭେବେ %×< ଆ (9 — 1)› ୬% > 5 (4 — 1) ହେଲେ ଦଶ୍ଢ୍‌ ×„ ଜମିଦ୍‌ 7 ର 
ଝୁ (4 ¬ 1) ସଂଖ୍ୟକ ସୃଲା ମିଲବ | ଏଠାରେ ‰ = 1, 2,3,** "› $(9 — 1) ଵୋଇା 
ପାରେ ଢେଣ୍ର ସଞ୍ତ୍ବାବ୍ୟ (5 £) ସୋଡ଼ାମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ‡ (୬ — 1) ‡ (9-1) 

'ଅଵେ । ଆମେ ପ୍ରମାଣ କଲୁ ସେ, 


= P— 1, axl... 
B+? 5 5 (୪ 
ଅଟେ । ସୁନଣ୍ଡ, ପୁ୍ବରୁ 
B+o+4y =P 1. 01 (2) 
2 2 


G YY +6 u= P11. 01... mn 
+ 5 5 (୩) 
ଅମ୍ଭାଦିତ ହେ'ରଅନ୍ତୁ । ଏଣୁ. (2) ସହ (୩) ସୋଗକର ସୋଗଙଲଳରୁ (୯) 
ବିସ୍ଳୋଗ କଲେ 
25 +ut4y= Pl. 01 
2 2 
ମିଲେ । ସଲଉଃ, 


(=n nF 


ହେବ । ଏହାକୁ ଗାଉ୍ତସଙ୍କର ର୍ଦଧ ସାତସ୍ଟ୍‌ ଅବଶେଷମ୍ଭାନଙ୍କ ନମିଦ୍ତ୍ର ପାରଞ୍ତର୍କ 
ଛସ୍ୃମ (Gauss’s law of quadratic reciprocity) କୂୁହାସାଏ ! 

ସ୍ତୟ୍ଟୋଗ : (<) ଉପରକୁ ବର୍ଶ୍ତିନାରେ ୩ = 2 କଅ | ଢାହାହେଲେ 

3, 4, 6 ‹* "› p—1 

ମଧରୁ ସେତ ସେଉି ସଂଖ୍ୟାକୁ ୬ ଦ୍ଵାର ତ୍ବଗ କଲେ ଭ୍ତରଗଣେଷ ଝୁ ୬ ଠାରୁ 
ଷ୍ଟ ଦ୍ର ତୁ ଏ, ସେମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ୬ ଅଝେ । ଯଦ୍ଦ 6ର ମୃଳା ଦୁଇଵି ୂର୍ଶ୍ିସଖ୍ୟ ୮ ଓ 
74 1 ର ମଧବଣ୍ୀ ହୁଏ, ଅର୍ଥରୁ, € 6 < + 1 

ଦୁଏ„ୁ ଢେବେ [ 6] = + ହେଉ, ଯଥା :— 
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୭୮ ଗ୍ଵଟିତତ୍କ 


[§]=2, [‡]=0, [ - ‡]= ¬ 2. ଇଢଡ୍ୟାଦ । ଏଦୁ ନାମକରଣ ଅନୁସାସ୍ତ୍‌ଃ 
2, 4, 6," '› 2 (±୦] ଏମାନକୁ 2 ଦାରା ଷ୍ଵରକଲେ ଭ୍ତଗଶେଷ ର 2? ଠାରୁ କ୍ଷ ଦୃଉର 
ହୁଏ ଓ »=[‡ » 1 

ଅବେ ! ଅନ୍ଯମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଦାର ଷ୍ବଗକଲେ ଗ୍ଵଗଣେଷ ୫ 2 ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍ତର ହୁଏ 
G =; (p-1)—r=; (p—1) ¬ [± 1] ଅଝେ । ସନ୍ଦ p=4n+ 1 
ତୁଏ, ତେବେ #=‡ (4+ 2) ¬ ଆ = + 1 = (4(9 + 1) } ହେବ | ଏଣୁ 

(E)=( (4 e+ 1. 


ଅଃ | 


ଘଦ = 8^ ± 1 ହୁଏ, ଢେବେ (3) =i ହେବ । ମ୍ଭାନ୍ 


ଘଦ = 87 ± 3 ହୁଏ, ଢେବେ (2 = ¬ 1 ହେବ | ଏ§ୁ, 


(87 ± 1) ଆକାରର ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯାମ୍ାନଙ୍କ ନମି୍୍‌୍‌ 2 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାସ୍ରୀଙ୍କ 
ଅବଶେଷ ଓ ( 87 ± 3) ଆକାରର ମୌଲିକ ସଂ୍ୟାମାନଙ୍କ କମିଦ୍୍‌୍‌ 2 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାତ 
ଅଜବରେଷ ଅଃ | 


(›) ଏଠାରେ m= ¬ 3 ଓ ନ > 3 ଜା {” 
ସଦ 1 < 4 < 3 ହୁଏ, ତେବେ 49 < ୨ — 34< ହେବ | 
ଘଦ 39 < 4< 4 ହୁଏ, ଢେବେ ଠ< ୨ 3⁄4 < ‡ ହେବ । 
ସଦ < 4< 39 ହୁଏ, ତେବେ 4 < 29 ¬ 30 < ନ ହେବ | 
ଏ§ୁ = 3, ¬ 6, = 9, +୨ ¬ ହୁ (p—1), ବା), 29 — 3, 29 — 6,29 — 9 
+୪, 29 = $ (9 — 1) ମଧରୁ ସେଉଁମାନକୁ 2 ଦୁର ଭ୍ଵଗ କଲେ 
ତ୍ଵଗଣେଷ ‡ ଓ ର ମଧବରଶ୍ଠୀ ହୁଏ, ସେମାନଙ୍କୁ 
a=1, 3, ( pl, (3p]+ 1, [3p ]+ 2, > [‡ D]. 
ନମି୍ଧ, (29 — 3) ଗ୍ବବେ ନେଲେ ଘଥେଷ୍ଟ ହେବ । ଏଣ୍ର 
u=[gpl+ ((5p]—(3p) 

ହେବ | ସୂଭରାଂ, ସଦ ୬ = 67 + 1 ହୁଏ, ତେବେ “= + 3 — 2 
= 21 ହେବ ଏବଂ ସଦ = 67 + 5 ହୁଏ, ତେବେ 
u=n+ (3n+ 2) —(2n+ 1) = 274 1 ହେବ | ଏଣୁ, 


ସଦ ୬ = 67 ++ 1 ଦଡୁଏ, ଢଡେବେ (=3)=- 1)“ =(- 1)” = 4 


” 
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ସମ୍ଭଶେଷିତା ୬୧ 


ହେବ, ଅକୁ, (67:4 1) ଆକାରର ମୌନକ ସଂଖ୍ଯାସ୍ଥାନଙ୍କ ନମିତ୍ଵ ¬ 3 
:ଏକ ର୍ଦଧ ଘାସ୍ରୀସ୍କ୍‌ ଅବଶେଷ ହ୍ରେବ । ଯଦ୍ର ୬ = 6 + 5 ହୁଏ 
ତେବେ (=3 =(- nf =(-1) t= — 1 ହେବ, ଅଣଣାଢୁ, ` 


(6 ++ 5): ଆକାରର ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କ ଳମିନ୍ତୁ = 3 ଏକ 
ର୍ଦଧଂଘାଖ୍ରସ୍ଟ୍ୁ ଅବଶେଷ ହେବ ¦ 
(୩) ଯଦି = 107 +& 6 =1, 3, 7 ବା 9 ହୁଏ, ଢେବେ) 


(3) =(2 _ /10n-+k =( 
p  ା 5 JF >) 

ହୁଏ ।ସୁଜଶ୍ତୃଚ 5 ମାନାଙ୍କ ଳଥିଶ୍ଟୟ =1 ଓ 4 ଦ୍ଧ ଘାଝସ୍ଟ୍‌ ଅବଶେଷ ଓ 
& = 2, 3 ଦୁ ଘାଖୟ୍ତ ଅନବଣେଷ ଅଃନ୍ତ; 

କାରଣ, 

=p (ମାନ 

(: )= 5) 
ଅଟଝେ | ଏଣୁ, 504+ 1 ଓ 51+ 4, ବା, 10+ 1 ଓ 107+ 9 ଆକାରରେ ଲ୍ଖିକ 
ହୋଇପାରୁଥଵବା ମ୍ଭୌଲକ ଗ୍ଵଣିମ୍ଥାଳଙ୍ତର 5 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାତ୍ତ ଅବଶେଷ ହୁଏ, 
ଏବଂ, 5 4+ 2 6 5ନ++3, ବା 1074+ 3. ଓ 107+7 ଆକାରରେ ଲ୍‌ଖିକତ 
ହୋଇପାରୁଧ୍ୟବା ମୌମଲକ ରଗ୍ଵଶିସ୍ଥାନଙ୍କର 5 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାଗ୍ରସ୍ତ୍ୁ ଅନବଣେଷ ହୁଏ । ଏଣ୍ର, 
(107 ± 1) ଆକାରର ମୌଲିକ ର୍‌ଶିମ୍ଥାଳଙ୍କର 5 ଏକ ର୍ଦ୍ଧଘାତ୍ରସ୍୍‌୍ର ଅବଶେଷ ଓ 
( 107 ± 3 ) ଆକାରର ମୌଲକ ଗୁଶିମ୍ଭାନଙ୍କର 5 ଏକ ଦ୍ଧ ପାତ୍ରଙ୍କ ଅନବଶେଷ 


ଅଟେ | 
୬-୭. ସଦ ଦୁଇଛି ପୁର୍ଷ୍ତିଝଖ୍ଯା 4 ଓ „ ଳମିତ୍୍‌୍‌ ଆମ୍େ ଅନ୍ୟ ଏକ ପୁର୍୍ତିସଖ୍ୟା 


ପାଉ, ସନ ମିନ୍ତ a<o<q+1 ତୁଏ, ତେବେ ଆମେ 4 କୂ ର୍‌ ପୃଣ୍ତିଂଶ 
(Integral part) କହୁବ୍ଧୁ । ଆମେ ଲେଣିବ୍ଧଂ ସେ, a=[ ୮] ୨; ତାହ୍ବାହ୍ସେଲେ 


କୋଣସି ଏକ ପୁ୍୍ତିଝଖ୍ୟା 7 ନମି ୪-2] a+? 6 0 < rr < a ହେବ | 


ଉ୍‌ଦାହ୍ଥରଣଉଃ, [3] =, [3-]=, i |e-4 ଅଃ । ମ୍ଥନେକର୍‌ 2 


ଏକ ବ୍ଥଟ୍ଧ ମ୍ଭୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା, (୬,4) = 1 ଓ » ମାନାଙ୍କ ଜମିବ ଜମ୍ପ ସମ୍ଭାହ୍ରାର 
S= fe, 2a, 3a, 440, Pr } 
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9° ଗ୍ଟିତତ୍ତୁ 


ଅନ୍ତର୍ଗତ ଗ୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କ ଧରୁ ସେଉିମ୍ଭାନଙ୍କର ସଙ୍କକନ୍ତ ଧନାସ୍ପକ ଅବଶେଷମ୍ଭାନ 2 


4 


ଠାରୁ ବୃହୁଦ୍ବର ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା % ଅଝେ । ଆମେ ସଦ ¢ 
:=[& |+ Fume ନ + (5୦୬) ] 
p p p p 2 | 
ଲେଖୁଁ , ତେବେ 


(@-) P= l=(¢1-n) ( ମାଳ 2 ) 
ସତ୍ୟ ହ୍ବେବ । 
ସ୍ଥମାଣ : ମନେକର 5 ଅନୁଗତ ଟ୍ଗିଞ୍ାନଙ୍କର, 7 ମାନାଙ୍କ ନମିନ୍ ଧନାସ୍ଥକ 
ଅବଣେଷମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ 1, 79, ?8, * * “" * ` , ଏକୁ n ସଂଖ୍ଯକ ଅବଶେଷମ୍ଭାନ 
5 ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧଦ୍୍ର (ଓ % ଠାରୁ ଷ ଦ,ଡଉର,) ଅର୍ଥାକ୍ର, F< <p ସଦ ଠାରୁ 


ସ୍ଷ ଦ,ଉର୍‌ ଧଳାସ୍ଥକ ଅବଣଶେଷମ୍ଭାନ $51) $8, $, ˆ * *, 5 ହୁଏ, ଢେବେ ଞଣ୍ଡତଃ, 

ସେ କୌଣସି % ଓ 5¿ ଜମି „2 5¿„ 2 2 ¦ ହେବ | ଏଠାରେ ଆମେ × ଓ $¡ କୁ 
ଏପରଷ୍ତ୍ରବେ ଚଦ୍ଉ କରପାରବ୍ଧ, ସେଷର (୨ —r,) =(p—k):a ଓ s,=1a 
(ମାନ P) ହେବ । ଯଦ କୌଣସି £ ଓ ¿ ଜମିନ୍‌ 9 ¬ „= 5+ ହୁଏ, ତେବେ 


(1+ 2):4=0 (ସାନ 2) ହେବ; ମାନ 0<i 2 k<P—! ଓ (4, ୨) = । ହେଉୁ 
ଏହ୍ରା ସମ୍ପ ଷ୍ତି ଅସମ୍ଭବ ଅଖ । ଏଣୁ କୌଣସି (9 ¬ 7„) କୌଣସି 5, ସହୁ ସମାନ ନୁହେ | 


ସୁନଶ୍ତ, ( ¬ 7 ) ବା 54 କୌଣସି ସଖ୍ୟା ୭! ଠାରୁ ବୂୃହ୍ଧକ୍ଧର ନୁହେ ଓ 


ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ସମ୍ଭଦାସ୍ pt ଅଃ | ସୂଭର୍‌ଂ, 


{p-n, p—r2, 6 › 9 = ନ) $1) $2 › * * '› 5} ସମ୍କୟ୍ ଓ 
jo, 2, 3, 4, । ସମ୍ଭୁଚୟ୍ଟ ଏକ ଓ ଅର୍ଭନ୍ତ୍ର ଅଟ) ଅର୍ଥାତ 
n p— (rj +72 + 7n)F(s1 + Sg +++ + + $m) 

=(p— 73) + (p—ra) + ++ (p — rn) + 51°F Sa + +1 + Sm 


1 
=1+2+ 3+ rp Ct =P 
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ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା DAY 


ସୁନଣ୍ଡ, o<I<P—2 ଜମିଦ୍ତ, 14 = 7 ବା 5+ ହୋଇଥିବାରୁ , 


art =a+ 2a+3a+ 4a+--*+(P1)a 


={[¢ | +[( 2 + 2+ 2 : p+ 
Ip J Lp p 2 zp 

1 Ft rn Fs Feet Fsm 
=tp-+7r) +--+ +5 +--+. 
ଅହେ । ଅତଏବ, 
(a—1) (= =P ~1 Pp 1 

8 /; 8 8 
= {tp+ (7 +--+) + (51 ++ +t sa)} — {np — 
(71 +++ r) + (5+ + Sm)} 

=p(t—n)+ 2(r7 +--+ 7.) 
ହେବ । ଏ§ୁ, ୨ = 1 (ସାଜ 2) ହେରୁ › 


( = p(n) = (=¬) ଖାଳି 2 
ହ୍ନେବ୍ର । 


୬-୭. ଏଭୁ ପରଚ୍ଛେଦରେ ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧୀଂ ସେ, ସଦର ଏକ ଚସ୍ଥିଚ 
2 
p*-—1 


2 ha 
} & - J 
ମୋ ଲିକ ସଂଖ୍ଯା ଦୃୁଏ, ଭେବେ 1) 8 ହେବ । ¦: 


ପ୍ରମ୍ମାଣ : ପୁଝଂ ପର୍ଜ୍ରେଦରେ ¿= 2 ଳଅ,। ଏଠାରେ 


[Eee 7] 
=0+0+0+---+0! 
= 0 ହୁଏ | ସୂଭର୍‌ଂ, (a=) Pl=t—n (ସାନ 2) ¦ 


[| 
ର ବ୍ୟବହ୍ଵାର ବଳରେ, ୮ = = » (ମାନ 2), ହେବ ! ଫଳର, 


2 
P_ ! =) (ସାଜ 2) 


ମିଲେ । ମାନ୍ଧ ଗାଉସ୍‌ଙ୍କର ଉଷପ୍ରମେୟ୍‌ ଅନୁସାସ୍ତୀ, 
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୭୨ ଗ୍ଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


(=n i 


ଅଖେ । <<, (- 1) ^* = 1 ହେର, (¬ 1) =(- 1) 8 ` ହେଉଥିବାରୁ, 
po 


gu 


ବେବ ¦ 


ବରକଳଣ(2) == (2) - (3)- -:=(3) 


୬୭. ଦୃ ଘାଖସ୍କ ଅବଶେଷମ୍ାନଙ୍କର ପାରଞ୍ପରକ ସମ୍ପର୍କ ସମୃନ୍ଧୀସ୍କ ଗାଉ୍‌ସ୍‌ଙ୍କର 
ସ୍ଵର ବଶଦ ଆଲଚନା ଏହ୍ଗ ପରଚ୍ଛେଦରେ କର୍ଵସିବ । ଏଦ୍ର ନସ୍ବମ୍ଭର ବଡୃବଧ 
ପ୍ତମ୍ଭାଣ ଧ୍ବବାରୁ ଏନ୍ର ଆଲେଚଜାର ଆବଣ୍ଯକତ୍ତା ସ୍ଥୁକ୍ତସ୍ଥକୁ ମ୍ଭ ଳେହୁଏ । ମଳେକର ଓ q 
ଅୟ୍ଥଗ୍ଧ ନୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଲେଖଚନ୍ଧରେ (0,",0)› (Eo ) (2 )s (0.9 କ୍‌ 
ଗ୍ଵ୍‌ରଗୋଵି କୌଣିକ ବ୍ରତ ନେଇ ଏକ ଆସ୍ଟୃତଭଷ୍େନ୍ତ ଅଙ୍କନ କର । ଅର୍ଥାଢ୍ର, ଏହ ବନ୍ୃମାନ 
ଯଥାଛମସ୍ତେ 4, ଚ, €, ଓ „ ହେଲେ ଅଙ୍କତ୍ତ ଅସ୍ତ କ୍ଷେନ ABCD ହେବ | 


ଅଙ୍କିତ ଅସ୍ଵତଷ୍ଷେନ 47 ୯୬୦ରେ AC କଷ୍ରି୍ସରତ ବସନ , | 
2) 
ଏଠାରେ ଓ 4 ଷରଞ୍ପର ସହର ଅସମ୍ଭାନ ଅ୍ପୁଗ୍ଧ ମ୍ୌୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥବବାରୁ 0 < 
<? ଜମିଦ୍, % ଓ Dp ମଧରୁ ଗୋ?ିଏ ଗି ପୁଣ୍ତି ସଖ୍ୟା ହୋଇଥ୍ଲେ ଅନୀତି ପୁ୍୍ତିଝଖ୍ୟା 


ହେବଳନାହ୍ରି । ଅର୍ଥାକ୍ତ, ଥ୯ କଣ୍ରିର କୌଣସି ବନ୍ଧୁର ଉ୍‌ଭତସ୍ତ ଭୁମି ଓ କୋ ପୁଣି 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇପାରବ ନାହି । ଅଙ୍କିତ ଆସ୍ଟ ଭଷ୍ତେନସ୍ଥ ଯେଉଁ ସମ୍ଭସ୍ତ ବନ୍ଧର ଉଭୟ ଭୁମି 
ଓ କୋଝି ଏକ ଏକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଂଖ୍ଯା, ସେମ୍ାନଙ୍କୁ ପୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଧୁ ( Integral lattice 
Points) ନାହ୍ଥ ଦୂଅ । ସ୍ପଷ୍ଟ, AC କଞୁର୍ସ କୌଣସ୍ତି ବନ୍ଦ, ପୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଦ ଲୁହୈ । 
ABC ର୍ନନ୍ସଳ ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେଉି ଗୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଦ (×,୬)ର × =+ ଓ =$ 


ଅଃ, ଉନ୍ତ୍ରିମିତକଠ < 7 ହେଭୁ, ୦< $ ର ହେବ । ଏଣୁ $= 1, ବା 
2› ଦା 2, + ବା [୭] ହ୍ରୋଇଷାରେ । ସୂର୍‌, ABC ଭ୍ଵଜ ଅନ୍ତର୍ଥଥ ଭ ସେ 
Pp 
ଶ୍ରାଙ୍କ ଚନ୍ଧ୍‌ (×,3) ମାନଙର୍‌ % = + ଅବେ), ସେମାନଙର ସଂଖ୍ୟା [୮] ହେବ | 
| p 
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ସମ୍ଭଣଶେଷତ୍ତା ୭୩ 


ଅନ୍ତ, =1, 2, 3, Pd ନେଇ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ, 4ଚC ହଁ ଭଜ 


ଅଲ୍ତାର୍ସଂଭି ପୁଣ୍ରାଳ୍କ ବନ୍ଦ୍‌ ୍ରାନଙ୍କର ସଖ୍ୟା=[ ଏ | +[ 2] + 2୩+ EE 
D 


fp—1 ql. ~ Cc 
i ; ସେହୁପର A୬C ନ ଭୁଜ ଅଲ୍ତର୍ସ ଭ ଗୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଦ୍‌ ମ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


= {2 }+ [| + [+ +{[ଏ 12} ess | ସୁନ, ABCD 


ଅଲ୍ତାର୍ସ ତଭ ସେ କୌଣସିଗୁଣ୍ରାଙ୍କ ବହୁ (7,5) ଜମିତ୍ତ {1,2 NP P=} 


ସମୁଚୟୁସ୍ଥ ₹ ଏକ ଗୁଣି ଓ [1 2, 3, a ସମୁକୟୁସ୍ଥ $ ଏକ ଗ୍ଵଟି ହ୍ବେବ । 


ଏଣୁ ଆମ୍ଭେ ଦେଖୁ ଯେ, 48CD ଆସ୍ଭଷ୍ପେନ ଅଲ୍ତରତ ଗୁଞ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଦ ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 
2} × {22 } ହେବ । ସଲକ୍ତଃ, 
(7) * {7 } 
2 2 
= ABCD ଆସ୍ଟତତଷ୍ଷେନ୍ଦ ଅଲ୍ତଃର୍ଚ ଉ ପୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଦ,ମଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


= ABC ର୍ନ ଭୁଜ ଅନ୍ଧ ତ ପୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ଧୁମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 
++ ADC ହଁ ଭୃଜ ଅନ୍ତର୍ତ୍ତ  ପୁଣ୍ରାଙ୍କ ବନ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 


{EEE 1} 
EXE er} 


ହ୍ରେବ । 
ଆମେ 2୬ ପରଚ୍ଛେଦ ବର୍ଧିତ୍ 2,7, ଓ  ଜମିଭ୍ତ୍‌ ପ୍ରମାଣ ସେ, କରଛୁ (4 ¬ 1) 
p—1 
8 


SS ଓ 


= (¢ ¬ ନ) (ସାନ 2); ବଣିମାଳ @ =¶ ନେଇ ଆମେ ଦେଖ୍‌ ସେ ୟ ¬ 1 = 0 
(ମାନ 2) ହେରୁ, £ = (ମାଜ 2) ଅଵେ । ଏଣ଼ (a= (1 )* =( 1 )' 


ହ୍ରେବ । ଏଠାରେ, :=[ 9  +[ 2] +[ 28 ] +-- +[ 2! - 9] 
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୭୪ ଗୁଗିତ୍ତନ୍ତ 


ହେତୁ, ଆମେ 

(a=( BL] 4] 
ଓ ସେହ୍ସପର, 

so Pes 
ପାଇବ । ଝଲଭତଃ, 


Mg- rH Het 
=(—1) (5%) 


ହେବ । ଏଦ୍ରା ଦ୍ଧ ଘାତ୍ରସ୍କ୍‌ ଅଦଖଣେଷ ସମ୍ଭନଧୀସ୍କ ପାରଞ୍ତରକ ନୟ୍ମ୍ଭର ଏକ ପ୍ରସିଙ୍ ଜ୍ୟାମିରକ 
ପ୍ତମ୍ଭାଣ ଅଃ | 


ଅନୃସିଷ୍ଧାନ୍ତ : 

[ (୭) ସବ୍ଦ ୬ = 3 = q (ମାନ 4) ହୁଏ; 

i ¢) ସଦ୍ଦ ୬ = 1 (ମାନ 4), ବା, q = 1 (ମାନ 4) ହୁଏ | 
[4 

ଅଥାଡ୍ର, ସଦ ୨ = 3 = ¶ {ମାନ 4) ହୋଇଆଏ, ଭେବେ ×” = (ସାନ q) ର: 

ସମ୍ଭାଧାଜ ସମ୍ଭବ ହ୍ରେଉ୍‌ଥଲେ 2” ୫ q (ମନ ୬)ର ସମ୍ଥାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ହ୍ରେବ । 

ଅପରପଷୈ ସଦ୍ଦ ୬ = 1 (ମାଜ 4) ବା = 1 (ସାନ) 4 ହୋଇଥାଏ, ତେବେ 


×” = » (ମାଜ q)ର ସମାଧାନ ସ୍ତନ ହ୍ରେବା ଜମ୍ପନ୍ତେ ±* = 4 (ମାଳ )ର ସମ୍ାଧାଳ 
ମିଲବା ଆବ୍ରଣଶ୍ଯକ ଓ ଯସଥେଷ୍କ ଅହେ । 


(5) ପାଇବାର ଜସ୍ଟମ୍ଭ : ମନେକର q/>2 ଏକ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଓ 
\p 
a=(- 1) + 27% ‹ + 4? + 41 “+ + "4," * ଅଝଵେ ।  ଡାଦ୍ରାହ୍ରେଲେ 
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ସମ୍ଭଣେଷତା ୭୨୫ 


RG (° (2) (9° (5) 


2 
ସ୍ତକାରେ (= ' `, (¢), (ର ମଲ୍ଲମ୍ମାନ ଵ୍ୟବଦ୍ରାର କର । ସୁଜଣ୍ଡ, (୮) =1 
p ° \p” \p/ =» p 


ହେରୁ, €, 70, ' “ *, ₹/› - “ “ ଘାଉମାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ ସେଉ୍‌ମ୍ଥାନେ ସ୍ଥୁଗ୍ଧ ଅନ୍ତ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କ 
ସ୍ଥଲେ 0 ଓ ଅନ୍ଯମ୍ଥାନଙ୍କ ସ୍ଥଲେ 1 ଲେଖ | 


ଉଦାଢ଼ରଣ—‹< : (=22) = (‡‡) (2%) 


=(28) [ psn Fr =a] 
=($3) [ `.“ 41 = 1 (ସାନ 4)] 
—_ (18 oeo( EV [0 
= (73) [ a = b (ମାନ p) ହେଲ 2) ନା 
23 —1 24:22 
¢ = (2) (5) = (AB) = (1) 5 =(—1) § =, 
ଅଥାଜୁ, ±" = — 23 (ମାନ 41)ର ସମାଧାନ ସମ୍ଭବ ଅଖ । 
ଉଦାହରଣ ୬ :— ($) = (37) (୮୨୦ = ( ya “ (a 


=(-1) (fn) =(—1)(-1) CF) 
{ˆ.ˆ 59 = 3 = 131 ( ମାନ 4)] 


=(}33) ([ “.ଂ 131=3 ( ମାଜ 59 )] 
=($୫) (୯ 13=1 (ସମାଜ 4)] =(୮୭ 
GA) =) s(-) Fo =-1; 
ଏଣୁ ˆ + 59 = 0 (ମାନ 131) ଅସମ୍ଭକ ଅଛେ | 
ଉଦାଢ଼ରଣ ୩ ¬ ×* + 189 = 0 (ମାନ 491) ସମୂବ କ' ? 


ଏଠାରେ, (=‡§$) = (351) (@ 8 ୮) (57) 
=(- DG (DG) =(— 1)E3) (473) 

[ ".ˆ 491 = 7 =3 (ମାନ 4 )] 
=(- DOG =(— 1) (—1)(1)=1 4g (1). 
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୭୬ ଗ୍ଗିଉତ୍ତୁ 


ଉଦାହରଣ ୪ :—କେଉି କେଉଁ ଅସୁଗୁ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ୬.ଜମି୍‌ 3 ଏକ ଦୁ ao 
ଅବଶେଷ ହ୍ରେବ ୨ 


ପଥମ୍ଭଉଃ, GG) = pe en g P-—1) 


ହେଭୁ › B-Bt) =(—- 1) 1), ୭) ଅଟ । ଏଣ୍ମ (3)=1 


ହେବା ନିତ୍ (B)=(-p 72 ହେବା ଆବଶ୍ଯକ । ମାନ୍ଧ 
(2)= p (ମାନ 3) ଅଃ | ୨ (5) 1 ହେବା ଛମ୍ତେ 
( ¬ 1)(» ¬ 1)(ସାନ3) ହେବା ଆବଣ୍ୟକ, ଅର୍ଥାକୁ, = 1 (ସାନ4) ହେଲେ ୨ = 1 
(ସାଜ 3), ବା, = 4 (ସାନ 4) ହେଲେ ୬ = — 1 (ସାନ 3) ହେବା ଆବଶ୍ୟକ { 
ସୁଳଶ୍ଧ ୬= 3 ( ମାନ 4) ହେଲେ ୬= ¬ 1 (ସାନ 4 ) ହୁଏ । ଏଣି 
(3) =i ହେବା ଛମ୍ଭନ୍ତେ = ± 1 (ମାନ 12) ହେବା ଆବଣ୍ୟକ । 


ଉଦାଦହ୍ରରଣ ୫ :—କେଉ୍‌ କେଉଁ  ଜମିଦ୍ବ ( ¬ 3) ଏକ ରଦ ସାମ୍ୟ ଅବଶେଷ ହେବ | 


ଏଠାରେ ୨ > 3 ହେଲେ (=) (=) 3) = jpn 


=(-nP~ Vo(s te Pp) P)=(- )P— 1/2 


(2) 
( — 2 2 (PD 
(ont 2 A 2 og) 
={2) = ୨33 ? =» ( ମାଳ 3 ); ଏଣୁ 
—3 SP ( ମାନ 3 ) ହୁଏ, 
. ) — 1, ଯଦି ୬ = ¬ 1 (ମାଜ 3 ) ହୁଏ, 
ଏଣୁ = 2, 3 ଓ ଠ = + ! ( ମାନ 3) କମି %* = ¬ 3 ର ସମାଧାନ 
ସମ୍ଭବ ଅଃ । 
ଉଦାହରଣ ୭ : କେଉଁ କେଉଁ 2 ଛମିଦ୍ଞ୍‌ ( ¬ 2) ଏକ ଦୃ ଘାଖରସ୍ତ୍‌ ଅବଶେଷ ହ୍ରେବ ? 


ଖ୍‌ କବା") ( ଓ = (5-0) 
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ସମମଣେଷତ୍ତା ୭୬ 


— p-1 
= ++ 1 , ବାଟ ¬ 1 ହେବା ଅବଣ୍ୟକ । ମାନ = ! ) 2 @ 
p/ =(-1) 
p= p—1 
` ୫ ଅଃ । ଅତଏବ, J = 
(2 )= (¬ ® (-1) 
p 
Pp’ —1 p= polar F 
ବା, oo ଅଥାଉତ 
(= 69 (1) ® 1 3 
(p— 3)(p—1) 


(ମାନ ୫8 ) ହେବା ଆବଶ୍ୟକ | ଏହ୍ରା ମଧ ସଣଥେଷ୍ ଅଃ | 


ଉଦାହରଣ ୭ :¬5 2 9 ହେଲେ 5 ) କେତେ ? 


5§—] p—1 


ଏଠାରେ, (2)=(3)(2) 2) = 2 (୭ ? (ଅ=(2) 


= (5 Ds 
=p =} ` (ମାଳ 5) ହେଉୁ, 
(3)-{ 1 ସଦ = ± 1 (ମାନ 5 ) ଡୁଏ, ଓ 


p — 1 ଯଦି ୨ = ± 2 (ସାନ 5 ) ହୁଏ । 
ଉଦାହ୍ରରଣ ୮ :(4^ + 1) ଆକାରର ମୌମଲକ ସଂଖ୍ୟା ଏକ ଅସୀମ୍ଭଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ 
କରନ୍ତ | 


ଅନ୍ୟଥା, ମନେକର ଏମାନଙ୍କର ଷ୍ରେର୍ଣ ୨) < ୨ < ps < p< "< pm 
ଶ୍ଵବେ ଲେ୍‌ଖାଯାଇପାରେ । ଢାହ୍ରାହ୍ମେଲେ N = (29) 92 :Ds' * Bm) ` + 1 = 41 
+ 1 ଏକ ଅସୁଗଟ୍ଧ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ୟା + ଦଵାଗଘ୍‌ ବତ୍ତଜ୍ଯ ହ୍ରେବ, ଅଆକ୍ର, 


(29) 2-* ନ) = ¬ 1 ( ମାଳ = ), ବା ) = 1 ହେବ। 


(S)=( 936 1) ଦୁର, = = (48+ 1) ହେବ । ମାନ 


4 


XA = — 1 (ମାନ ୬,) ଓ = 0 (ମାନ 7) ହେଭୁ କୌଣସି ୨; ସହ 
ସମ୍ଭାନ ଲୁହ । ସୁଜର୍‌ଂ, 7, ଅଳ ଠାରୁ ଦୃଦ୍ଧଷ୍ଚର ଓ (4+ 1) ଆକାରର ଏକ 
ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅଟେ । 
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ରଣିଉତ୍ତ 


ସ୍ତଶନମାଳା 


ପ୍ରମାଣ କର ସେ, 17 ମାନାଙ୍କ ଳମିଶ, 1, 4, 9, 16, 8, 2, 15 ଓ 13 
ଏକ ଏର ଞ୍କଂଘାଖସ୍ସ୍‌ ଅବଶେଷ ହ୍ରେବ । 

ପ୍ରମାଣ କର ସେ, 19 ମାନାଙ୍କ ଲମିଦ୍ତ୍ 1, 4, 9, 16, 6, 17, 11, 7 
ଓ 5 ଏକ ଏକ ରଦ ଘାଖସ୍ତ୍‌ ଅବଶେଷ ଅଃନ୍ତ୍ର | 

ପମ୍ଥାଣ କର ସେ, 23 ମାନାଙ୍କ ନମିନଦ୍ତ୍ 1, 4, 9, 16, 2, 13, 3, 18, 
12, 8 ଓ 6 ଏକ ଏକ ଦୁ ସାଖସ୍୍‌୍‌ ଅବଶେଷ ଅଝେ | 

ସମ୍ଭାଧାନ କର :— 

(କ) ±" = 1 (ଖ) <୪ =3 (ଚ) £" = 4 (ଘ) 2" = 5 (ଙ) ‰*=8 
(ଚ) ×* = 9 ` (ଛ) "= 10 (ଜ) ×" = 12 (ମାନ 13) 

[ଭଷ୍ର : × = (କ) ± 1 (ଖ) ± 4 (ଗ) ± 2 (ଚ) ± 3 (ଛ) ± 6 (ଜ) 
± 5 (ସାଜ 13); (ସ) ଜାହ଼ି, (ତ) ନାହି ] 

ସ୍ତମ୍ମାଣ କର ସେ (%୫), (୫), (9), (୨୫), (38), (୮୫2) 6 #7 
ପ୍ରତ୍ୟେକେ - ! ସହ ସମ୍ଥାନ | 


ପ୍ତମ୍ଭାଶ କର ସେ, (3+ (D+ 3+ +(2=1)=0 


ପ୍ରଜ୍ଥାଣ କର ସେ 2” = 2 (ମାଜ 47)ର ଦୂଇଝ?ି ସମାଧାନ ଅଛୁ, ସାନ %? = 2 
(ମାଜ 67)ର କୌଣସି ସମାଧାନ ନାହି 


କାକୋବୀ ସଂକେତ (Jacobi Symbol) : ଜେକର (4,b)=1, b 
ଏକଅସ୍ଥଗ୍ର ଗୂର୍ଶ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ ଭିନ୍ତ୍ର ବା ଅତ୍ତନ୍ତ୍ସ କେତେକ ମୌଲ୍ତକ ସଂଖ୍ଯା 
ଜମି୍୍ଵ = 91-2272 * * “ “୨¢ ଅଝେ । ଆମେ ଲ୍‌ଜେଣ୍ଡ, ସଙ୍କେଭମ୍ଭାନଙ୍କର 


ଗୁଣନଫଲ, ସଥଆା : ( 2 2 (2 ।@ &)}. (୫) ବା ଜାକୋଝୀଂ ସଙ୍କେଉ 


(2) ଆଖ୍ୟା ଦେବ୍ଧ | (4, ) =1 ହେରୂ (2 ]ର ଜାମ୍ଭକରଣରେ 2 ଓ „ 


ନର୍ଦିଷ୍ଣ ହେବ । ସଦ 2”, 2" ଦୁଇଵି ଧଜାସକ ପୁର୍ଷତିସଖ୍ୟା ମିଦ୍ତ୍ର (44, bb’) 
= 1 ହୋଇଥାଏ, ସ୍ରମ୍ଭାଣ କର ସେ, 


® (F)=(()(;) 
(1?) 4 = 2' (ସାନ 2) ହେଲେ (3-2) 
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ସମ୍ମଭଣେଷତ୍ତା ୭୪ 


on (f Den KF) 


{ (0%) ଓ (0) ଜଳିଭ୍‌ ଆସେ ^ ସଂଖ୍ୟକ ଅସ୍ଥଗୁ ପୁ୍ଣ୍ତିସଖ୍ଯା 2,୭୧, 


-ଧ4 ନିମି | 

u - Ea 7 + ee te = Hato Un 1 (ମାନ 2) 
2 : 2 

g ml yp + pe. +! (Unt * un) 1 (ରାଜ 2) 


ର୍‌ ସ୍ତତ୍ଚାଣ ଆବ୍ରଶ୍ୟଇଭ କରୁଁ । ଏମ୍ମାନଙ୍କର — ନମ୍ତଲ୍ତେ 
u—1,v—1_ uw—i 
2 2 2 
uw —t +” —1 oo Mee. 
8 8 
ର ସ୍ତମ୍ମାଣ ହ୍ରେବା ଯଥେଷ୍ଟ ଅଝେ | 


ଏଠାରେ ଉ୍େଝଖସୋଗ୍ୟ ସେ, %” =& (ମାନ 2) ହେଲେ (ଓ =1 ଅଛ, 


(ମାନ 2) , ଓ 


(ମାନ 2) 


କାରଣ 2” = 4 (ମାନ 2) ହେଲେ ±" =&4 (ସାଜ), = 1,2,3 +, 7 
a ee a - a_ ୭ 6 ୧୫ ଡ a = 1-1-7. --] = 
ହେବ ଓ (=£) (2) (±) 1-1-1-- 1 = 1 ଅଝଵେ | 


ମ୍ପାନ୍ଧ Gi ହେଲେ 2” =a (ସ୍ଥାନ 8) ର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ବବବ ଜ 


ହୋଇପାରେ, ଯଥା : (¢) = ($3)( 7 = (— 1)( = 1) =1 
ହାନ୍ଧ * = 2 (ସାନ 33)ର କୌଣସି ସମ୍ଥାଧାନ ଜାହ୍ବିୟ କାରଣ ×*=2 
(ମାନ 3) ବା ×” = 2 (ସାନ 11)ର କୌଣସି ସମାଧାନ ଲାଙ୍ଗି । 
ନମ୍ପ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍କର କେଢ୍ତୋଵ୍ି ସମ୍ଥାଧାନ ଅଛୁ, ଦର୍ଶାଅ : 
(କ) ×" = 2 (ମାନ 94), (ଖ) ×” = 2 (ମାନ 134) (ଉ: (କ) 2 (ଖ) 0) 
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pF ଗ୍ଵଶିଉତ୍ତୁ 


ଦବ | ପ୍ରମ୍ଥାଣ କର୍‌ ସେ ଯ୍ଦ କୌଣସି ଅମ୍ଥଗ୍ଧ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ପାଇ ×” ଞ @ 
(ସାନ ୬)ର ଏକ ସମ୍ପାଧାନ ଆଏ, ଭେବେ ±” = (ସାନ ୬")ର ମଧ ଏକ: 
ସମ୍ତାଧାନ ମିନ୍ନପାର୍‌ବ । 


ବଦ । ନମ୍ପସ୍ଥ ଲିଜେଣ୍ଡ, ମୂଳାସ୍ଟନ କର :— 
(କ) (¥), (3) (23), (ଗ) (==), (ସ) (2୬), (ଡ) (=72) 
(ଚ) (7୫୫), (ଛ) (87)› (ଜକ) (25$), (8) 


2-3-5-7-11 କି p99 
® (2257), ©) (#୫), (8) (= 


ଉଦ୍ଧର : (କ) 1, (ଗ) ¬ 1, (ଚ) 1, (ଞ) । 
ବ୍‌ › | ପ୍ରସ୍ଥାଣ କର ସେ, 
apse (Pt (gy i (po De 
{1-23-45 ( 1 1 1) 2 1 (ସାନ 2) 


ଅଟେ । ଏଠାରେ ଓ ଜମ୍ପରେ ୬ ଏକ ଅମ୍ଥବଧ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ୟାତ୍ଵବବେ ନଆସାଇଛୁ । 
ବ୍୩ ¡ ପ୍ରମ୍ଥାଣ କର୍‌ ସେ, ମାନାଙ୍କ ନମିତ୍, ଶୂନଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍ଵ୍‌ ଅବଶେଷ: 


1 
ସ୍ଥାଳଙ୍କର ଗୁଣଳଙଳ ( ¬ 12 ଅ + ! ସଦ ସମ୍ଭଶେଷ ଅଖ । 
ଦ୪। ସେଉଁ ସମସ୍ତସ୍ତ ୬ ଜମିଦ୍ତ୍ର ±” = 11 (ସାନ ୬) ହେବ । ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଲରୁପଣ 
କର | ( ଭ୍‌: ୬ = 1,5,7,9,19,25,35 .37,39,43 (ମାନ 44) ) 


୯୫ । କେଉଁ କେଉଁ ମୌଲ୍ଲକ ସଂଖ୍ୟା ୬ ଜମିଶ୍ (କ) (= 
Dp 


(ଖ) (Y=. (ଗ) (= ହ୍ରେବ ? 


(ଉ: (ଏ) p= ± 1, ± 3, ± 9, ± 13 (ସାନ 40) ) | 

ଦ୭ ¦ କେଉଁ କେଉଁ 2 ଜମିଦ୍ବ 2 ଓ 3 ଏକ ଏକ ଦୃ ଘାତ୍ରାସ୍କ୍‌ ଅବଶେଷ ହ୍ବେବେ ? 

(ଉ : = ± 1 (ସାଜ 24) ) | 

ପ୍ରମାଣ କର ସେ, (37 ¬ 1) ଆକାରରେ ପ୍ରକାଥିଭ ହୋଇପାରୁଥଵବା ମ୍ରୌ୍ନକ-: 

ସଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଅସୀତ୍ତ ଅଃ । 

୯୮ । ପ୍ରମ୍ମାଣ କର ସେ ‰”— 3 =0 (ସ୍ଥାନ 7”,19*-23 ର କୌଣସି ସମାଧାନ 
ନାଵ, ମାନ ±” 4+ 3=0 (ସାନ 7”-19”:3 1)ର ଠିକ୍‌ ଆଠଗୋଝି ସମାଧାନ 
ଅନ୍ତୁ | 

ଦ୯। ମ୍ରନେକର (4,8) = 1 ଓ ଏକ ଅସ୍ଥଗ୍ର ପୂ୍ତିସଖ୍ଯା, ଓ ୮ ସଂଖ୍ଯକ ପୃଥକ୍‌ 
ସୂୃଥକ୍‌ ମ୍ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯାଦ୍ଵାଗ ବତ୍ତଜ ଅଵେ ଏବଂ ପ୍ରଭ୍ଯେକ ଘ୍ଵଜକ  ଜମିନ୍ତ 
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ସମ୍ମଣେପିଡା ବ୍‌ 


(3)=1 ଅଃ | ପ୍ତମ୍ଭାଣ କର୍‌ ସେ %” = 4 (ମାନ )ର 2” - ସଂଖ୍ଯକ ଭୁଲ 


ଭଭିନ୍ ସଯାଧାନ ଅଛୁ । 
୬° । ସନ୍ଦ୍ର ଥ = 8" — 440 ହୁଏ ଓ 0” + ×+ =0 (ମାନ »)ର & ସଂଖ୍ୟକ 
ବଭିଲ୍ନ ସମ୍ଭାଧାନ ଆଏ, ଢେବେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କର ସେ, 


(1) £ = 0 ସୁଲେ (2) = 1; 


(8) = 1 ସୁଲେ:/ A ଓ (0%) £ = 2 ସୁଲେ (୫) = ହେବ | 


[ax*+bx+C=0 (ମାନ 9) ରୁ (20×+9)*= A (ମାନ 9), ବା, 
୬” = A^ˆ (ମାନ ») ମିଲର] 


୬୯ । ସଦ୍ଦ୍ର (3-2) ହ୍ରୋଇଥାଏ ପ୍ରମ୍ମାଣ କର୍‌ ସେ 2” = b (ମାନ p) 


ର ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ଭବ, ଓ (ଓ) (2) ହୋଇଣ୍ଚଲେ 4" ୫b (ମାନ p) 


ର ସମ୍ଥାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଖ । 
୬2୨୬ । ସେଉଁ ସମ୍ଭସ୍ତ € ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍‌ 3% —2×+୦୯=0 (ସ୍ଥାନ 7)ର ସମ୍ଭାଧାନ 
ସମ୍ଭବ ଅଝେ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ନମିନ୍ତ୍ ପ୍ରଭ ସ୍ଥଳରେ ସମ୍ଭାଧାନ ସଂଖ୍ୟା ନର୍ପ୍ରସ୍୍‌ କର । 
{ଉ : = 0 (ମାନ 7) ¬ ଦୁଇଝି ସମାଧାନ; = ¬ 1 (ମାନ 7) — ଦୁଇବି 
ସମ୍ମାଧାନ 5 ¢ = 2 (ସାନ 7) ¬ ଦୂଇଝି ସମାଧାନ; = — 2 (ମାଜ 7) — 
ଗୋଝିଏ ସମ୍ମାଧାନ ] 
୨୩ | ନଲେକର୍‌ ସକ୍କେଇ (Kronecker Symbol) : ସଦ 4 =0, ବା 1 (ମାନ 
4) ହୁଏ, ଭେବେ 
0 ଘଦ 4 = 0 (ସାନ 4) 
==] 1 ସଦ 2 = 1 (ମାନ 8) 
— 1 ସଦ 4 = 5 (ଆନ 8) 


ଜଅ । ୟଦ୍ଦ =2° ୩ (ମ ଅସୁର) ଡ଼ଏ (5 ) =(2) ଓ (3)= 


(2). (&) ନଅ । ଏହ ପ୍ତକାରେ ନର୍ଦିଷ୍ତ ୫ଳଜେକର୍‌ ସଙ୍କେତ ମ୍ଭାନଙ୍କ 
4 


ନମିନ୍ତ (2 ) - (2) . (୪) ପ୍ତମ୍ଭାଣ ଦ୍ରଅ | 
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ତୁଭୀୟ ଅଧାୟ 


ସମଚେଷ ଭାମାନଙ୍କର ସାଧାରଣ ଗୁଣ 


୩-୧, ସୁଜନେକର ନ, 61,“ “ *, ନୌ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପୁର୍ଷ୍ଣିସଖ୍ୟା ଏବଂ ଏକ 
ଦନ୍ତ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ଯା × ନମିଦ୍ଧ, 


f (x) = XP + ci xt pele ces + ଅ„ = 0 ( ସାନ mM) ଅଃ | 
ସେଉି ଗୁଣ୍ଠ ସଂଖ୍ୟା × କମିଦ୍ତ £ (×) =0 (ମାନ ୩m) ହେଲ, ସେହୁ ‰କୁ ସମଶେଷତାଝର 
ଏକ ମୂଲ (୮୦୦୯) ବୋଲ କଡ଼ । ସଦ ଓ ଏକ ମୂଲ ହୋଇଥାଏ, ଢାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 2 
ସହ ସମ୍ମଶେଷ (ମାନ 7) ପ୍ରଭ୍ଯେକ ଗ୍ୂଣ୍ତି ସଖ୍ଯ। ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ମୂଲ ହ୍ରେବେ | 4 
ସହ ସମ୍ଭଣେଷ ଏଦ୍ର ସମସ୍ତ ମୂଲକୁ ଆମ୍ଭେ ଗୋଵିଏ ମୂଲ ବୋଲି ଧରବ୍ଧଂ । ଆମେ ସଦଦ 
କଦ୍ରବ୍ଧ ଯେ ସମ୍ଭଣେଷଢାଝିର 1 ସଖଏଯକ ମୂଲ ଅନୁ ଆମେ ର୍ୁଝିବ୍ଧ ସେ ଦ୍ଧ ମ୍ଥାନାଙ୍କ 
ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍‌ ଏନ୍ଦୁ ମୂଲସ୍ଥାନ ପରମ୍ଭର ସହ ଭନ୍ତ୍ରଣେଷ ଅନ୍ତ 

ଝାଜଗଣିକ୍ତର ଜସ୍ଟମ୍ଭମମମାନଙ୍ର ସଦଶ ନସ୍ଟମ୍ମମ୍ଭାନ ସମ୍ଭଣେଷତାମ୍ଭାନଙ୍କର ମଲ 
ନଶ୍ତିସ୍କ୍‌ କାଳରେ ପରଲିତ୍ତ ଡୁଏ ନାହ୍ରି । ଉଦାହରଣ ସ୍ତରୂପ, ଯଦ୍ଦ ୨ ଏକ ମୌଲକ 
ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ, 


x?! =0 ( ମାନ 2) 
ର (7 ¬ 1) ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ମିଲବ । ଏମାନେ ହେଲେ, 
1, 2, 3, +e - - , (9 = 1) ¦ ମାନ 


× — 1 = 0 (ସାନ 16) 

ର 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 
ସୁନଷ୍, 

x? — 3=0 ( ମାଜ 16 ) 
ର ଗୋଝିଏ ସୁଙ୍କା ମୂଲ ମିଲେ ଜାହ୍ି । : 

0୩-୬. ଯଦି › 61, * * ",ଠନ୍‌ ଗୋ?ିଏ ଗୋଡି ପୁଣି ସଂଖ୍ୟା ଓ × ଏକ ଅଛ୍ଞାତ 
ରାଶି ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଆଖୈ 

Cox +c, x77} “+ Cn 


ଏନଦ୍ରପର ଆଠ ଗୋଡି ମୂଲ ଅନ୍ତୁ । 
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ସମ୍ଭଶେଷଷତାମ୍ଭାନଙ୍ବର୍‌ ସାଧାରଣ ଗୁଣ Cm 


ଲୁ ଏକ ସଂଖ୍ୟା ବହୁଷଘୀ ଗୁଣି (Integral Polynomial) କନୁ | 

ମଯଦ୍ଦ 

f (x) = cox" +01 x°" 1 + ++ Cn, 

G g (W)=co x +0 x"! 4+ C's 

ଏବଂ ପ୍ରଭ ‰ ନମିଦ୍ = € ( ସାନ m ) 

ହୁଏ, ଆମେ † (×) ଓ ¢ (×) ଇଲୁ m ମାନାଙ୍କ ମିତ୍ର ପରଞମ୍ତର ସହ୍ବ ସମ୍ଭଣେଷ 
ବୋଲ୍‌ କହୁ ଓ ଲେଖୁ 

f (x)= g (x) ( ମାନ m ) 

ଏହା ଷ୍ଣ ସେ £ (×) = ¢ (×) ହେଲେ, ଯେ କୌଣସି ସାଂଖ୍ୟ କହଷସୀ ରଶି 
/ (×) ଜମି, £ (×) (×) = ¢ (×) ‰ (×) ହେବ । 

ଯଦ୍ଦ 

f (x) =g (x) h (x) ( ମାଜ m ) 

ଦ୍ରୋଇଥାଏ, ଢଭେବେ ଆମ୍ଭେ m ମ୍ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ତ ¢ (×) ଦୁାର୍‌ £ (×) ବଷକ 
ବୋଲ କନ୍୍ରଚ୍ଧ ଓ ଲେଣଖିବ୍ଧ , 


g (x) f(x) ( ମାନ m ) 

ଏକ ଉ୍୍‌ଷସାଗୀ 

ଅନ୍ଧସ୍ରମେସ୍ଟ : ସଦ 

(x —a)/ fF (x) ( ମାଜ m ) 
ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ # (4) = 0 ( ମାଜ m ) ହେବ । 
ପୁଜଣ୍ତ, 


f (2) = 0 ( ମାନ m ) ହୋଇଥିଲେ,  ମାଳନାଙ ଳମିଶ୍‌ (× ¬) ଦାରା 
† ( ×) ବରଜ“ ହେବ । 

ପ୍ରଥମତଃ, ସଦ (x2) ଦ୍ଵାର £ (x), m ମାନାଙ୍କ ନମି ବତ୍ଳ୍ଯ 
ହ୍ରୋଇଥାଏ ଭେବେ କୌଣସି ଏକ / (×) ଜମିଛ୍୍‌ 


f (x) =(x—a) h (x) ( ମାଜ m ) 
ହେବ । ସୁଡର୍‌ଂ 
f (2)=0 ( ଜାନ m ) ହେବ | ର୍ଦ୍ଧଝାସ୍କୁଭଃ, ଯଦ୍ଦ 
f (a) = 0 ( ମାନ m ) . 
ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ 
f (x) =f (x) —f (a) ( ମାନ m ) 
ହ୍ରେବ | ମାନ୍ଧ 
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FY ଗ୍ଵଣି୍ତନ୍ତୁ 


f (0) —f (a)=Cc, (Xt -a") +c (xP - a") + + 


Cn 1 (xX — 0a) 
=(x—a) {Soe 4+ x7" ¬ 2 atta )} 
=(x—a) h (x) 


ହେବ | ଫଳତଃ m ମାନା ଜମି୍୍ (× = 4) ଦୁାର୍‌ £ (×) ବରଜ ହ୍ରେବ । 


୪୩.୩- ଏହୁ ଷରଚ୍େଦରେ ଆମେ ଏକ ମୌଲକ ପୂର୍ତ୍ତ ସଂଖ୍ଯା ୨ ବା ଢାହ୍ଵାର 
ଘାଉକୁ ମ୍ଭାନାଙ୍କ ଗ୍ଵବେ ବ୍ୟବହାର କରବ୍ଧୁ । ଆମ୍ଭେ ଦର୍ଶାଇବ୍ଧ ସେ 

ଶଡ଼ବଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଏକ ମୌନ୍ଲକ ସଂଖ୍ୟା ଓ 

f (x) g (x)= 0 ( ମାନ » ) 

ହେଲେ † (×) = 0 ( ମାନ 2 ) କମା ¢ (×) = 0 ( ମାନ ନ ) 5ହବ | 


ସପ୍ରମାଣ : ମନେକର, 2 ମାନାଙ୍କ ଜମି୍‌ £ (×) 5&0 ଓ ¢ (×) ¥ 0 ହୁଏ | 
ମନେକର £ ()ର ସେଉଁ ସେଉ ସହଗ ଦାରା ବଭାଜୟ,ସେମାନକୁ ବାଦ ଦେଲେ £ (×) 
ଓ ¢ (×) ର ସେଉଁ ସେଉଁ ସହଗ 2 ଦାରା ବରଜ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ବାଦ୍‌ ଦେଲେ £; (2) 
ମିଲେ । 


ସ୍ଥଜେକର 

fi (x) =curx" + ++ *, C1x5EO ( ମାଜ » ) 

fi (x)= 01 x +++, CFE ( ମାଜ 2 ) 
ଚାହ୍ଵାଡ୍ରେଲେ 


Ai (x) f1 (x) =C1 614 Prd 

ହେବ ଓ 1 €¡ ¡30 ( ମାନ » ) ହେବ | ସଲଭଉଃ 

f (x) g (x) = £1 (×) 8g) (×) = 0 (ସାନ » ) ହେବ | 
ସେଦ୍ରପର ପ୍ତମ୍ଭାଣ କଗ୍ଵଯାଇପାରେ ସେ, 


1 


ସପ୍ତବ୍ଂଶ ସ୍ତମେୟ୍ଟ୍‌ : ସଦ ୨୬ ଏକ ମ୍ଭୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ହୁଏ, ଏବଂ ଏକ 
ଧନାସ୍ଥକ ଖୃର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା « ଜମିତ୍ତ 


£ () ¢ (×) = 0 ( ମାଳ ୨") 
6 f (x) = 0 ( ମାନ » ) 
ହୁଏ, ଢେବେ 
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g(x) = 0 ( ଥାନ ୨) 
ହ୍ବେବ 

ଅଷ୍ଟ୍ଟବ୍ଂଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଏକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା › ନମି 

f (3) = ¢ (×) h (×) (ମାଜ »p) 
ହ୍ରେଲେ, £ (×) = 0 ( ମାଳ » )ର ସ୍ରଭ୍ୟେକ ମୂଲ 

2 (×) = 0 ( ମାନ » ) › ବା, ‰& (×) = 0 ( ମାନ ୨ )ର ଏକ ସୃଲ 
ହ୍ରେବ । 


ଯଦ୍ଦ୍ର £ (%) = 0 (ମାନ ୬ )ର 4 ଏକ ମୃଲ ହୁଏ, ତେବେ † (4) = 
2(4) / (2) = 0 (ମାନ ») ହେବ । ସୁଢର୍ଂ, ୬ ଦୁାର୍‌ ¢ (2) / (4) ବଭ୍କଜଯ ହ୍ରେବ । 
୬ ଏକ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ହୋଇଥ୍ଚବାରୁ› 2 ଦର୍‌ 2 (4) ରତ୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ, ନଚେଜ୍ର, 
” ଦାରା (4) ବ୍୍କଯ ହେବ, ଅଣାକ, 

2 (×) = 0 ( ମାନ » ) 
କମ୍ପ 

/ (×) = 0 (ମାଳ  ) ର @ ଏକ ମୂଲ ହେବ | 

ଏଠାରେ ମ୍ାନାଙ୍ଗଂ ଏକ ମୌ୍ପକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବା ଆବଣ୍ଯକ।। ଭ୍ଦ୍ଦାଦ୍ରରଣ ସ୍ତରୁପ 
ଘଦ୍ଦର ମ୍ମାନାଙ୍କ 4 ହୁଏ, ଭେବେ 


(× = 2)(× + 2) = 0 ( ମାନ 4 ) ର ଏକ ମୂଲ 4 ଅଛେ || ମାନ୍ଧ ଏହ୍ରା 
× = 2 = 0 (ମାଜ 4), ବା, ×+ 2 = 0 (ଥାନ 4), କାହ୍ରାର ମୂଲ ନୁହୈ । 


ଉ୍‌ନବ୍ରଂଶ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ  (%) ର ସାଉ (degree)  ଦୁଏ ଏବଂ 
£ (×) = 0 (ମାନ »)ର ^ ଠାରୁ ଅଧକ ମୂଲ ଥାଏ, ତେବେ 

f (×) = 0 (ସାନ ») 
ହେବ; ଅର୍ଥାତ, ଯଦ 

f (x) = cox*+Ci x Ieee es Cn 
ହୁଏ, ଭେବେ ସଭେୟକ & , 2: ଦୁାର୍‌ ବରଜ ହେବ | ଏର ପ୍ରମେ ଵି ଉପକାରୀ ହେବା 
ଜମ୍ମିଶ୍ତ୍‌ ଆ ଅପେଷ୍ଷା ୬ ବୃହ୍ରଦ୍ଧର ହ୍ରେବା ଆବ୍ରଣ୍ଯକ । ୬୪ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ବ୍‌ ଅନ୍ତୁଯାୟ୍ୀ ଆମେ 
ଦେଖୁ ସେ 


k ×x—1=0 (ମାନ p) 
ର ଗୋ?କରୁ ଅଧ୍ୟକ ସତ୍ଥାଧାନ ଥିଲେ & = 0 = 1 (ମାନ 2) ହେବ । 
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୮୬ . ରାଗି 


ମ୍ଥଜେକର ଠାରୁ କ୍ଷ ଦ ତର ଘାତ ବରଣିଷ୍କ ସ୍ରଭ୍ତଯକ ବହୁପସୀ ଗଵଣି ନମିନ୍ତ 
ଦ୍‌ ଝିତ୍ତ ପ୍ରମେୟ୍ସଵ ସତ୍ଯ ଅଝଵେ । ସଦନ୍ଦ୍ର £ (‰) ର ଘାଢ ୨ ହ୍ରୋଇଥାଏ ଏବଂ 
† (4) = 0 (ମାନ ») ହୁଏ, ତେବେ ଉ୍ପର ବଣ୍ପିଉ ଅନୁ ପ୍ରମେ ଅନୁ୍ସାସ୍ା, 
f (x) = (× ¬ 2) ¢ (×) (ମାନ ») 
ହେବ ଓ ¢ (×) ର ଘାଉ (^ ¬ 1) ରୁ ଅଧକ ହେବ ନାହ୍ତି । ଷଡ଼ବ୍ରଂଣ ପ୍ରମ୍େସ୍ଟ 
ଅଲୁମାସ୍ତୀ, £ (×) = 0 (ମାନ ୨) ର ସେ କୌଣସି ମୂଳ (× ¬ 4) = 0 (ମାନ »)› 
ଵା, 2 (×) = 0 (ମାନ ») ର ମୂଲ ହେବ | ସଦ † (×)ର ଠାରୁ ଅଧ୍ୟକ ମୂଲ ଥାଏ, 
ତେବେ £ (×) ର (7 - 1) ଠାରୁ ଅଧକ ମୂଲ ହେବ | ଫଳତଃ, 
£ (×) ଜମିଦ୍ତ ପ୍ରମେୟ ଝି ସତ୍ୟ ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ › 
ih (×) = 0 (ମାନ p) ସସଂଦା ସତ୍ଯ ହ୍ରେବ, 
ଅଥାଜ୍ୁ 
g(x) = =d, xX i+d, x" 4c v ee + dn -1 
ହେଲେ, d, ) ++ “+ › ଅନ । ସ୍ୁଭ୍ୟକେ 2 ଦାରା ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ଵେବେ । ଫଲତ୍ତଃ, 
£ (2) = (‰ ¬) ¢ (×) ହୋଇଏବାରୁ 
. † (×) = 0 (ମାନ ଠ) ସଙଂଦା ସଭ୍ୟ ହ୍ବେବ, 
ଅଥାକ୍ର, ଭ୍‌ ଝିଉ ପ୍ରତ୍ୟେକ „, 2 ଦାରା ବରଜ ହ୍ରେବେ | 


ଭିଂଶ ପ୍ରଚମେୟ୍ଟ୍‌ : ସଦ £ (2) ର ଘାତ ନ ହୋଇଥାଏ ଏଙ୍କ ଏହ୍ବାର 
ସଂଖ୍ୟକ ମୃୂଲି @) › 1, * * "* * * , ଅଳ ମିଲେ, ଭେବେ 


f (x) = C (x = @ ¡(× = 4,)* * “(× — 2) (ସାନ p) ହେବ | 
ଏହାର ପ୍ରମ୍ମାଣ ? ୯ ପ୍ରମେୟୁର ପ୍ରମ୍ମାଣରୁ ମିଁଲପାରବ । 

ଆମ୍ଭେ ପୁଙ୍କରୁ ଜାଣିଅବଛୁ ଯେ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା } କମି 
×” "! = 1 (ସାନ ») 


ଏ ସମମଣେଷତ୍ତାର 1, 2, 3, 4, “+, (୬1) ¬ ଏଛୁ (¬ 1) ସଂଖ୍ୟକ 
ମୂଲ ଅଛୁ । ଛଦ d ଦର୍‌ (୬ ¬ 1) ବର୍ବଜ୍ୟ ହ୍ରେଉ୍‌ଥାଏ, ଆସେ ପ୍ରମାଣ କରିପାରବରୁ ସେ 
ଏକଇ୍ରିଂଶ ସମେ : 

×“ = 1 (ସାନ p) (d/(p—1)) 

ର 4 ସଂଖ୍ୟକ ମ୍ବଲ ହ୍ବେବ । 

ସ୍ତମଭାଣ : ପ୍ରଥମତଃ 

(x27! — 1) = (2° — 1)-g (x) 
ହେଲେ 

g (x) = Pit Piet. 4 xi + 1 
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ହେବ | ଏଠାରେ 2 (×) = 0 ର ମୂଳ ସଂଖ୍ୟା (9 ¬ 1 ¬ ମ)ରୁ ଅଧୁକ ଲୁହ଼େ | ସୂନଣ୍ଡ 

x୭7 *¬1=0ର ମୂଲସଂଖ୍ୟା (p— 1) ଅଃ । ଏଣୁ £“ 1 =0 ର ମୂଲସଂଖ୍ୟା 
bରୁ କମ୍‌ ନୁହେ ମଥା £” ¬ 1 = 0 ର୍‌ ମୂଲସଂଖ୍ୟା ରୁ ଅଧକ ହୋଇ ନ ପାରେ । 
ସୂଭଗ୍‌ଂ ଏହ୍ରାର ଠିକ୍‌ 4 ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ହେବ । 


୩-୪. ଆମେ ମୁବଂ ପରଚ୍ଛେଦରେ ମାନାଙ୍କ ଗ୍ଵବେ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା୍ମାନ ବ୍ୟବହ୍ରାର 
କରଅବୁ । ଏହ୍ସ ପର୍‌ଚ୍ଛେଦରେ ଆମ୍ଭେ ସେ କୌଣସି ମାନାଙ୍କ ଜମ୍ଭିତ୍୍‌ ସଙ୍ରମ୍ଭାନଙ୍କର 
ଗୁଣ ପସ୍୍‌କ୍ଷା କରବ୍ଲୁ । ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ ଆମ୍ଭେ ଏକ ସ୍ରାଧାରଣ ସରଲ ସଙ୍ଗଭ (linear con- 
୮୪୩୯) ର ବରର କରବ୍ୁ | ମନେକର ଏହା ହେଉଛୁ › 


x = b (ମାନ m) 
ଯଦ୍ଦ 4 ଓ m ର ଗର୍‌ଷ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣମୀସ୍କ ଁ ହୁଏ, ରେବେ ଏଦ୍ସ୍‌ ସଙ୍ଗ ଭର ସମ୍ଭାଧାନ 
ସମ୍ଭବ ହେବା ନମମନ୍ତେ ଁ ଦ୍ଵାଗ୍‌  ବ୍ବଜ୍ଯ ହ୍ରେବା ଆବଶ୍ୟକ । ସପ୍ତମ୍ଭ ପ୍ରମେୟ ଅନ୍ଧୁସାସ୍ଟୀ, 
ଏଦ୍ରାର 1 ସଂଖ୍ଯକ ଓ କେବଲ 4 ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ପାଧାନ ମରିଲବ । 


ସବ୍ଦ 
a = 0 m 
4 C ନ” 
Fe (ନା 3) 
ର୍‌ ଗୋଵିଏ ସମ୍ଭାଧାନ ¢ ହୁଏ, ଭେବେ 


¢, t+" 2 tee ,(+(d-1)% 


| n 
ଏହ୍ଗ | ସଂଖ୍ଯକ ଗ୍ଵଶି ଦନ୍ତ୍ ସଙ୍ଗରର୍‌ / ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ଭାଧାନ ହ୍ରେଵେ । 


ସଦ a, 2 =v, 65 =m’ ହୁଏ, 
ଆମେ ଦନ୍ତ ସଙ୍ଗରକୁ 
a’x = b' (ସାନ Mm) 
ଗ୍ବବେ ଲେଖିବ” । ଏଠାରେ 2' ଓ m' ପର୍ମ୍ତର ସହ ମୌଲକ ହ୍ରୋଇଥବାରୁ ଆମ୍ଭେ 
ଏଷର ଦୁଇଛି ମୁଣି ଝଖ୍ୟା 7 ଓ 5 ପାଇପାରବୃ ସେପର 
a'r + ms = 1 
ବା, 47 = 1 ( ମାନ m') 
ହ୍ରେବ । ସୁକତଗୁଂ 
a'x = b' ( ମାନ m' ) 
ର ଭ୍ଭ୍ୟ୍‌ ପାଶ୍‌ ରେ 7 ଗୁଣଳ କର ଓ ¿' =< ଲେଖି ଆମେ ଦନ୍ତ ସଙ୍ଗର 
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୮ ଗୁଣିଉତ୍ତୁ 


ax = b ( ମାନ mM ) 


କୁ 


’ 


%x = Cc ( ମାନ m' ) 
ଝ୍ବବେ ଲେଖି ଆରବ୍ଧ । 

୩-୫. ମନେକର ଆମକୁ ଏକ ସମଣେଷଡାମ୍ଭାଲା (System of Congru- 
ences ) 

ax =b; (Aାଜ Ih), asx =b, (Hl Hg) eee tty Qu = br 

(ମାଳ ଅ): 
ଦଆସାଇଛୁ ଓ ) › #› * * * #„ ମାନାଙ୍କ ସମୂହ ପରଷ୍ପର ସ୍ତର ମୌନ୍ଲକ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏହ 
ସମ୍ମଣେଷତ୍ତାମମାଳାର ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ସଞମ୍ବ ହ୍ରେବା ଜମିଦ୍ତ୍ £=1, 2, -“, 2 
ପାଇଁ, (4, #) ଦାରା &¿ ବରଜ ହେବା ଆବଣ୍ଯକ । ଯଦ୍ଦ ଏହ ସଭ୍ଭି ପୁରଣ ହୁଏ, 
ତାହାହେଲେ ଏଦ୍ର ସମଣେଷଭା ମ୍ଭାଲାକୁ ଆମେ, ଉ୍ଷରୋେକ୍ୁ ପ୍ରଣାଲୀରେ, 

%= 6] (ମାଜ mM), % = 6, (ସାଜ M5), + +“ + - › % = 6 (ସାଜ ମ&) 
ଷ୍ଵବେ ଲେଖିବ । ଏଠାରେ ୩M; ୩,୨ - * › ୩» ପରର ସହ ମୌଲିକ ହେବେ, 
ଅତର ୨ ଯଦ 

mMm=Mj * Mg + eee + m= my, Mi = mgMy = ++ = MpyMk 
ହୁଏ, ତେବେ, ପର ¢ ପାଇଁ, #m, (3 /M, ପଷରମ୍ପର ସହୁ ମୌନଲକ ହେବେ । ସଲତ୍ତଃ, 
ଆମ୍େ ଏପର୍‌ ଏକ 7 ପାଇ ପାରବୃ' › ସେପର 

n: Mi: = 1 (ସାଜ mi) 
ହେବ ଓ ଏଦ୍ର ପ୍ରକାର ସମସ୍ତ ‹,› ମାନାଙଂ ; ନମି , ପରର ସହୁ ସମଣେଷ ହେବେ | 
ଯଦ୍ର 

X= nj Mi Cy + NgMgCa hp tee 2 + + Ng MiCr 
ହୁଏ, ତେବେ ପ୍ରତେକ ¢ ଜମିନ୍ତ 

x = n.M:C:=C+ (ସାନ mM:) 
ହେବ । ଫଲଭଃ, ଏହ × ନମି 

x =€¡ (ନାଜ Mi), ++ “+ "3 ¥ = (ସାନ ମନ) 

ସଉ୍ୟ ହ୍ରେବ । 

ଯଦ୍ର ଅନ୍ଯ କୌଣସ୍ସି )› ଜମିନ୍ତ 

¥ = c, (ା@ Mj), ++ ++; Y = Cx (Ae Mk) 
ସତ୍ୟ ହୃଏ, ଭେବେ £ = 1, 2, 3,“ “, £ 
ଲମ୍ବି 

y=C,= × (ସାଜ mM: ) 
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ସଭ୍ୟ ହେବ, ଅଥାଢୁ (¬ ×) ରାଗି? ୩, * *,/ ସଭେୟକଙ୍କ ଦ୍ଵାର୍‌ ବର୍ବଜୟ 
ହେବ | ଏଠାରେ mM), ୩,, * * , Mm ପରସଷର ସହ ମୌଲକ ହୋଇଅଟାରୁ () = ×) 
ଗ୍ଶିଝି ୩ ଦୁାଗ୍‌ ବତ୍କଜ୍ଯ ହେବ । ଫଲଭଉଃ  ମ୍ଭାନାଙ୍କ କମି୍ତ 

x=; (ସାନ Mm.) 
ଗୋ?ିଏ ଓ କେବଲ ଗୋ?ିଏ ମାନ୍ଧ ସମ୍ମାଧାନ ମିଲେ । 


୩.୭. ଉ୍‌ଇଚ୍ତର ଘାଉ ବଣିଷ୍କ ସମ୍ଭଣେଷଭା ( Congruence of 
higher degree ) : 

ମ୍ଥନେକର 0, 1, * * *, ନ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ 

f(x) = hoax? + hx irene +h. 

ମଜନଜେକର୍‌ M୩ =m * Mg * M3 * Me’ * "My G dQ M19 Moy +t tees 5 
1 ପରର ସହ ମୌଲିକ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଆମେ 

£(×) = 0 ( ମାନ m ) 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ସ୍ଥାନ ନ୍ତିସ୍ଵ୍‌ କର୍ବାକୁ ଚେଷ୍ଟା କରବ୍ଧ । ଏନ୍ସ ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତାର ପ୍ରତେକ 
× ପାଇଁ 

f(x) = 0 (ସାଜ ms) (£= 1, 2, ++ RB) 
ସତ୍ୟ ହୁଏ । ମଥନେକର £= 1, 2,› 3, -- ', ଅ ନମି୍ତ୍‌ 

f (c:)= 0 (ସାନ Mm,¿) 
ସଭ୍ଯ ତୁଏ । ଆମେ ନମ୍ପ ପ୍ରଦତ୍ତ ସମଣେଷଭା ସମୂହ ଯଥା ; ¬ 

x = €) (ସାଜ Mm) „9 × = 65 (ସାଜ mM), ++ + + › ¥ = ଅ‹ (ମାଜ ମର 
ଏକ ସାଧାରଣ ସମ୍ଥାଧାନ × ନର୍ତ୍ରସ୍କ୍‌ କରବ୍ଧ । ଅଆାନ୍ର, ଏହ୍ର × ଜମିଷ୍ଵ୍‌ ଶେଷୋକ୍ତ 
ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ଭଶେଷଭା ଏକକାଲୀନ ସଭ୍ଯ ହ୍ରେବେ । ଏହ୍ର ସମ୍ମଣେଷ୍ା ମାଲାର ଏକ 
ସମ୍ଭାଧାନ ନନ୍ତିସ୍କ୍‌ କର୍‌ଯାଉ୍‌ ବାରୁ ଏମାନଙ୍କୁ ଏକ ସହ ସମ୍ମଣେଷତା (Simultane- 
ଠUs Congruence) ଲୁହାସିବ ! ଏହୁ ସହ ସମଶେଷଭାର ପୁଙ୍କ ପରଚ୍ଛେଦ ଅନୁଯାୟୀ 
ଗୋ ଝିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଝିଏ ସମ୍ମାଧାନ  ମିଲବ 
ସଥୀ : x =n; Mi Ci + Ng Mo Cah tt Fb nk My Cri 
ଫଲଭଃ, £ = 1, 2, ** “› £ ନମିଦ୍ତ 

f (x)=f (c,) = 0 (ସାଜ Mm: ) 
ସଢ୍ଯ ହେବ । ଅର୍ଥାଜୁ, 1, 12, * * '› ମ ଦାରା £ (×) ବରାକଯ ହେବ | 
ଅର୍ଥାଭୁ, M1, > * * *, M& ଦାରା £ (×) ବରଜ ହେବ । 

ଏଠାରେ ୩, 12, ' “ "› ୩ ପରଷର ସହୁ ମୌଲକ ହୋଇଥିବାରୁ ସେମ୍ଭାନଙ୍କର 

ଗୁଣଫଲ ୩¡ M୩, “ * '› ମା ଦାରା £ (×) ବରଜ ହେବ, ଅଣାଳ 
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୧° ରଶିଜଡତ୍ତୁ 


f (×) = 0 (ମାଜ m) 
ହେବ । ଆମେ ପ୍ରମାଣ କଲୁ ସେ ଯଦ୍ଦ £ = 1, 2,„ *  *, £ କମି 

f (×) = 0 (ମାଜ m,) 

ର ଏକ ସାଧାରଣ ସମ୍ଭାଧାନ × ତୁଏ, ତେବେ ଏ × ମିନ 

f (x) = 0 (ସାନ m) 
ହ୍ରେନ । ବରପସ୍ଵଭ୍ତ ନମେ, ଏହା ମ୍ଥଣ୍ଡ ସେ, ଶେଷୋକ୍ସ ସମ୍ଭମଣେଷତାର ପ୍ରତ୍ୟେକ ସମ୍ଥାଧାନ 

f (x) =0 (gl me) (=1,2, kB) 

ର ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ସାଧାରଣ ସମ୍ମାଧାନ ହୁଅନ୍ତ୍ର । 
ଏହ ସାଧାରଣ ସମ୍ଭାଧାନ ଜମ୍ପମରେ ନ୍ଧ ହୋଇପାରେ । ସ୍ରଥମ୍ତଭଃ, ଏପରି 61,65, * *› 
& ନିସ୍‌ କର, ସେପର 

f (c:) = 0 (gାଜ Mm.) (E=1, 2, +°, kB) 
ସତତ ହେବ । ନମ୍ପ ପ୍ରଦନ୍ତ ସହ ସମ୍ଭଶେଷଜ୍ତା 

% = 6, ( ମାଜ Mm ) 

= 6, ( ମାଜ m, ) 

× = 6 ( ମାନ m3 ) 

ର ଏକକ ସମ୍ଥାଧାନ 

xX=n,j Mi C+ ng Mo Cah tt eet + ne My Cx ନ୍ତି କର । 
ଏବ × ଜମିଷ £ (×) = 0 (ମାଜ Mm) ହୁଏ ¦ 
ଦ୍ମ ଉଦାଦୁରଣ : ¢ (×) = £" + 19×* — % + 23 = 0 (ସାନ 42) ର ମୂଳମାନ 

ନର୍୍ତିସ୍କ୍‌ କର । 

ଏଠାରେ 42 = 2-3-7 ହେଭୁ ଆମେ 

£ (×) = 0 (ମାଜ 2), £ (×) =0 (ସାଜ 3), £ (4) =0 (ସାନ 7) ର 
ମୂଲ ସ୍ଥାନ ନ୍ତିସ୍ବ୍‌ କରବା । 

2 ମାନାଙ୍କ ଜମିଦ୍ତ୍ ଭ୍ନ୍ତ୍ରଣେଷ ଗ୍‌ଣିମ୍ଭାନ କେବଲ 0 ଓ 1 ଅଃନ୍ତ । ଅନ୍ୟ ସମ୍ତ୍ତ 
ପୁଶ୍ରିସଂଖ୍ୟା 0 ବା । ସହ ସମ୍ମଣେଷ ହୁଅନ୍ତ୍ର । ଏଠାରେ £(0) = 23 = 1 (ମାନ 2) ଓ 
#(1)=42 =0 (ସାନ 2) ଅଝେ | ଏଣୁ (×) = 0 (ସାନ 2)ର ଗୋଝିଏ ମାନ ମୂଲ 
ଅନ୍ତୁ 3 ଏହା « = 1 ଅଃ | 

ସେହ୍ରପର, ଯଦ ମାନାଙ୍କ 3 ଡୁଏ, ଢେବେ 

×" 4+ 19” - × + 23 = 0 (ସାନ 3) 

ର ମାଧ ଦୁଇ? ମୂଲ #= 1, 2 ଅତୁ ! ସୁନ, ସେଦୁପର 

x + 19 ×” ¬ + 23 = 0 (ମାନ 7) 
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ର ମାନ୍ଧ ଭନୋ?ି ମୂଳ = 1, 2, 6 ଥିବାର ସହକରେ ପ୍ରମ୍ମା୍ଣିଭ ତୁଏ । ଆମେ ଳମ୍ଭ 
ପ୍ରଦତ୍ତ୍ର ସହ୍ନସମମଣେଷଭା ( Simultaneous Congruence ) ?କୁ ପ୍ରଥମେ 
ସମ୍ଭାଧାନ କରବ୍ଧ , ଯଥା :— 


× = « (ସାନ 2), × = ୫ (ମାନ 3), × = ¥ (ସାନ 7); 
ଏଠାରେ M =2 - 3+ 7 = 42, 
M,= 3-7 =21 
My= 7-2 =14 
Mg= 2-3 = 6 
ଳଅ । ଯଦ୍ଦ 
m=1, n= 2 G n= 6 ହୁଏ, ତେବେ 
n M, s 1 (ସାନ 2) 
ns Mj 1 (ମାନ 3) 
Ng Mg = 1 (ସାନ 7) 


ହେବ । ସୂଭର୍‌ଂ, ୩-୫ ପରଚ୍ଛେଦରେ ବର୍୍ଠିଭ ପଲୈ ଅନୁାସ୍ତରୀ 
X=MMm Mi 4 4+ No Mo B+ ng Mg 4 


ଉ୍‌ପରୋକୁ ସହନ ସମ୍ମଣେଷଡାର ଏକମାପାନ୍ଧ ସମ୍ପାଧାନ ହେବ | ଏଦ୍ର ସମ୍ଥାଧାନ? 

x*+ 19" — ×+ 23 = 0 (ସାନ 42) 
ର ଏକ ସମ୍ଥାଧାନ ହେବ ଓ ଏହ୍ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତାର ପ୍ରତ୍ୟେକ ସମ୍ମାଧାନ ଜମ୍ପ ସହ 
ସମ୍ଭଣେଷ୍ତା 

× =« (ସାନ 2), × = ୫ (ମାନ 3), =¥ (ମାନ 7) ର ଏକ ଏକ 
ସମ୍ଭାଧାନ ହ୍ରେବେ । ଶେଷୋକ୍ତ ସହସମ୍ଭଣେଷକ୍ତାର ମାନାଙ୍କ 42 ନଜମିଲ୍ତ୍ର ଏକମ୍ଥାନ 
ସମ୍ଭାଧାନ ଥିବାରୁ ଆମେ «<, # ଓ ¥ ର ଛର୍ଦିଷ୍କ ମୂଳ୍ଲାସାନ ନେଲେ 


x + 9x —x+23=0 (ସାଜ 42) 
ର ଗୋଡିଏ ମାଧ ସମ୍ପାଧାନ (ମାନ 42) ପାଇବୁ । 


ଏଠାରେ & ର ଗୋଝିଏ, # ର୍‌ 23 ଓ ୨ ର 3ଝି ବର୍ନ୍ତ ମୂଳା ଥିବାରୁ 
mM +n Ml + ngMgY = 210+ 288 + 367 

ର 1-2-3 = 6? ବଭ୍ନନ ମୂଳା ମିଲେ । ଏବ ଥାନେ ଓ କେବଲ ଏଦ୍ମାନେ 
x’ + 19x" — x+ 23 =0 (ସାନ 42) 

ର ସମ୍ଭାଧାନ ଅଃଞନ୍ତ୍ର । ଏମାନେ ହ୍ରେଲେ, 
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୧୬ ଗ୍ଵଶିତ୍ତତ୍ତୁ 


x=21+28+36 = 1 (ସାନ 42) 
x= 21+284+ 36-6 = 13 (ମାଇ 42) 
x=214+28+ 36-2 = 37 (ପାନ 42) 
x= 21+28-2+36 = 29 (ସାଜ 42) 
xX=21+ 282-4366 = 41 (ସାନ 42) 
x= 21+ 282+ 36-2 =23 (ସାନ 42) 


୬ସ୍ଟ ଉଦାହ୍ରରଣ : ଜମ ସହ୍ରସମଣେଷତା 
× = 1 (ମାଜ 2), × = 3 (ମାନ 5), × = 4 (ମାନ 7), 
×= 6 (ମାନ 11)ର ସମାଧାନ କର | 
ଏଠାରେ mM =2-5:7-11; Mi = 57-11, Mo =2‘7-11, Mg = 
25°11, M,= 2°57, Mm = 1, n= — 1, n5=3 6 n,= 4 ଳମିଭ୍ତ 
nM; = 1 (Hାଜ 2); n,M, = 1 (ସାଜ 5) 
nsM3 = 1 (ସାନ 7), nM, = 1 (gାନ 11) 
ଅଃ । ଫଲଜଃ, ଦନ୍ବ ସହୁସମ୍ଭଣେଷକ୍ତାର ଏକକ ସମ୍ମାଧାନ ହେଉଛୁ, 
x wm Ny Mi Ci + NgMsoCo + NgM CaF Nye MsC4 
= 385 — 462+ 1320+ 1260 
= 193 (ମାନ 770) 


ଦଷ୍ଟ୍ଟରବୱ : ସଦ ଘର (€) ସଂଖ୍ଯକ ମୂଳା ଥାଏନ ହେର (॥,) ସଂଖ୍ଯକ 
ମୂଳା ଆଏ, - * *, ଭରେ ଏ () ସଂଖ୍ୟକ ମୂଳା ଆଏ, ଢେବେ 

ni MiC5 + no MgCg + + + * + Nn MiCx 
ର (୯) N(,) “* * ଏ(॥%) ସଂଖ୍ୟକ ମୂଳା ରବ | 
ଏଠାରେ 

f(x) =0 (ସାନ mt) 
ର (c.). ସଂଖ୍ୟକ ମୂଳା ମିଲେ । 
ଏଣ୍ଡ /(×) = 0 (ସମାନ m)ର ମୂଳସାନକର ସଂଖ୍ୟା, (×) = 0 (ସାନ M,ର 
ମୂଲମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟାଗୁଡ଼କଙ୍କର ଗୁଣନଙଫଲ ସହର ସମ୍ମାନ ଅଟ | 

ସୂଜଶୁ, ସଦ 21) 2»› ° * *„ × ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ମୌଲକ ଗ୍ଶି ହୋଇଥାଅନ୍ତ 
ଏବଂ 


m =p; PD, as Dr [443 
ହୁଏ, ଢଭେବେ ୩, = 9: ' ହେବ ! 
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୩-୭. ମୁଳେକର ୩ =9¡ ? 9 ? * * ୨ “* ଓ 9 ,2* * "9 ସଭେଯକେ 
ଗୋଵଝିଏ ଗୋଝିଏ ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅଚନ୍ତ । ଗୁଙ୍କ ଆଲଚନା ଅନୁମାସ୍ତୀ 
f(x) =0 (ସାନ m) 


ର ସମ୍ଭାଧାନ, ନମୃ ସମଶେଷିତା, ଯଥା: 


(×) = 0 (ସାନ ୬“ ), £ (×) = 0 (ସାଜ paP ) 

f(x) =0 (ଥାନ a) 
ମ୍ାଳଙ୍କର ସମ୍ମାଧାନ ଉପରେ ସଂପତି ତ୍ଵବେ ଉର କରେ, ଏଣ୍ପ ଏହ୍ସ ପର୍‌ଚ୍ଜେଦରେ ଆସେ 
ଏକ ମ୍ରୌଲକ ସଂଖ୍ୟା 2 ନମି୍ତ୍‌ 

#(×) =0 (ସାନ ଥଂ) (କ) 
ର୍‌ ସମ୍ଭାଧାନ ନର୍ଷ୍ରସ୍କ୍‌ କରବା । 

ଏଦ୍ଗ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ରାର୍‌ ସ୍ରଭ୍ଯେକ ମୂଲ, ୨” ! ମାନାଙ୍କ ନମି୍ୁ, 

f(x) =0 (ମାନ ¬ !) (ଖ) 
ର କୌଣସି ଏକ ମୂଲ ସହର ସମ୍ଭଶେଷ ହୁଏ । ମନେକର (ଖର ଗୋଝିଏ ମୂଲ # ଅଖ | 
ଆମେ ପ୍ତରଥମ୍ଭଭଃ ୪”! ମ୍ରାନାଙ୍କ ନମିତ୍ତ (କ)ର ସେଉଁ୍‌ ସେଉଁ “ମୂଲ ^ ସହ୍ଥ ସ୍ଭଣେଷ 
ଦୃଅନ୍ତ, ସେହ୍୍ରଗୁଡ଼କ୍କୁ ନ୍ଧଶ୍ଧିସ୍ଵ୍‌ କରବା । 


ମନେକର (କ)ର ମୂଲ ×» ୨” ? ମାନା ନମିଦ୍ଡ, # ସହ ସମଣେଷ ଅଃ | 
[ଏ 
ଅଥାଜ୍ର, 


x=p°""! t +8 
ବର୍ିିମ୍ମାନ 


f(B+p* 1) =f(6) +p" ¢ fF (B)+ pe + - ଏଠାରେ 


24> 1 ହ୍ୋଇସିବାରୁ 26 22a, 30 "3 >a, 444 2a, ++ ‹ ଅଵେ | 
ସୁନଶ୍ 


fu) =3h, x 
ହ୍ଲେଲେ 
f= Sh, re) er ODE"! 


ହେବ । ଏଠାରେ, re-nee b-itD, ଏହ ଘ୍‌ଣିବ (1 + x)" = (1+) 
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୯୪ ଗ୍ଵଗିତ୍ତତ୍ଜଷ 


(14+ ×) + - (1+ ର ସ୍ଫସାରଣରେ ର ସହ୍ଗ (Co-efficient) 
ହ୍ରୋଇଣବବାରୁ , ପୁଶ୍ରିସଖ୍ଯା ହେବ । ସଲଭଉଃ (ସ୍ରତ୍ତ୍ଯକ ଚଥ ଏକ ପୁ୍ତିଝଖ୍ଯା 


ହୋଇଣବାରୁ ! ୧2 (¢) ଏକ ପୁଣି ସଖା ହ୍ରେବ । ଏଣର 


f(B+p = F(8)+ p°— 3 #' (6) (ସାନ ୨") 
ହୁଏ । ଏଣୁ କମ୍ପ ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତ 
fx) = f(6 +p" 1£) =f (6) + p°~ 3¢ £’ (B) = 0 (ସାଜ °) 
ରୁ ର ମୂଳା ମିଲବ । 
(<) ମନେକର 
†' (8) =£0 (ମାନ ନ) 
ଉାଦ୍ାହ୍ରେଲେ 
f (×) =0 (ସାନ 2) 
ର 2+” ! ଏକ ମୂଲ ହେବା ଜମି 
f (B)+p°" 3 #' (8) = 0 (ମାନ °) 
ଡ୍ରେବା ଆବଣ୍ୟକ ଓ ସଥେଣ୍ଡ ଅଃ । ଅର୍ଥାତ, ୨” ଦାର 
cf (6) p° 3 +f (B) | 
ବତ୍୍ଜ୍ୟ ହୁଏ । ସୁଭର୍‌ଂ (“ˆ ? ଦାରା ହୁରଣ କର) ଆମେ ଦେଖ ସେ, 2 ଦାରା 
cf +E 
ବଭ୍ତ୍ଵଜ୍ଯ ଅଵେ | ଏଣୁ, £' (2) =± 0 (ମାନ ୨) ହୋଇ ସବାରୁ 
t= — ) ( ମାନ 2 ) 
ହୁଏ । ଫଲଭଃ, £ ର ଗୋଝିଏ ଓ ଗୋହଝିଏ ମଥା ମୂଲ ମିଲେ । ଏଣୁ (×) = 0 
(ମାନ 2”) ଓ † (×) = 0 (ମାଜ "ˆ 3) ର ମୂଲ ସଂଖ୍ୟା ସମାନ ହୁଏ | 
(୬) ସଦଦ †' (8) = ଠ (ସାନ ») ହୁଏ, ଭେବେ 
fF (B+tp°" 1) = £ (8) (ସାଜ ୬°) 
ହ୍ରେବ । mo † (2) =£0 (ମାନ 2”) ଦେଲେ କୌଣସି £ ଜମି £ (8 + “ˆ ? ) 
= 0 (ମାନ ୨") ସଉଯ ହ୍ରେବ ନାହ୍ରି । ସଲଭଉଃ, † (ନ) 5:0 (ମାନ ୬") ହେଲେ 
† (×) =:0 (ମାନ ୬”) ର କୌଣସି ସମାଧାନ ମିଲେ ନାହି । 
(୩) ସଦ୍‌ £ (2) = 0 (ମାଜ ») ହୁଏ ଓ † (2) = 0 (ମାଳ ୬) ମଧ୍ୟ ହୁଏ 
ଉାଦ୍ରାହ୍ରେରଲ, ପ୍ରତ ± ଜମି 
f (p+tp""?) = (ନ) (ସାଜ °) 
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ହେବ । ଏଠାରେ ¢ ର ମୂଳା 1, 2, 3„ -- ", ୬ ଜେଇ ଆସେ 
f (×) = 0 (ମାନ ୨”) 
ର 2 ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ଗାଇ ପାରବ୍ଧ" । 


ଉଦାହରଣ ୧ : ନମ ସଙ୍ଗତ 
%3 — 2× + 2=0 (ମାଜ 27) 


ର ସମ୍ମାଧାନ କର । 
ଏବ ସମଶେଷତ୍ତା ସନ୍ଦ କୌଣସି × ପାଇଁ ସତ୍ୟ ହୁଏ, ଢଭେବେ ସେନ୍ଦ୍ × ପାଇଁ 
%° ¬ 2% + 2 = 0 (ମାନ 3) 


ସତ୍ଯ ହ୍ରେବ । ମାନାଙ୍କ 3 ନଲମିନ୍ତ 0, 1 ଓ 2 ଏକ ରଭୁନ୍ଧ ଶେଷ ବନ୍ପିଷ୍ଟ ଅବଶେଷ 
ମ୍ମାନଙ୍ଦର ସମ୍ପ ମ୍ମ ସମ୍ଭବାୟୁ ଅଟେ । ପର୍ଷ୍ା ଦଵାଗ୍ଵ ଆମେ ଦେଖ ସେ 3 ମାନାଙ୍କ କମିଦ୍ଭ 
କେବଲ 2 = 2 ଶେଷ ସମ୍ଭଣେଷଭାର ସମ୍ଥାଧାନ ଅଝଵେ | × = 2 = — 1 (ମାଜ 3) 
ହେଉବାରୁ ଆମେ ଏହ୍ସ ମୂଳକୁ ¬ ଭ୍ତବେ ନେବ୍ଧ । ଏହାଦ୍ଧାଗ୍‌ କଲନା ସଦ୍ଧ 
ସହଜ ହ୍ରେବ । 


ଏଠାରେ, ¢ ( ¬ 1) = 3, †' ( — 1) = 1 ଅଃ | ପ୍ରଥମତଃ ଆମେ 
f (x) = ×" — 2× 4+ 2 = 0 (ସାଜ 3”) 


ର ସମ୍ାଧାନ କରବା । ଏଠାରେ £= ¬ 1, # (×) = 0 (ମାନ 3) ର ଏକ ମୂଲ 
ଅଛେ | ସଲଭଃ, £ (£+ 3) = 0 (ମାନ 3?) ନମି, 
f (9) 
{= - _ °” = 1 (ମାଜ 3 
3F’ (£) | , 
ହ୍ରେବ । ଅର୍ଥାକ୍ତ, 
f (x) = ×" - 2× + 2 = 0 (ମାନ 3°) 
ର ଏକକ ସପାଧାନ × = = £+ 3£ = — 1 — 3 = — 4 ହେବ | 
ସୂନଷୂ, £ ( ¬ 4) = — 54, ' (¬ 4) = ' (¬ 1) = 1 (ମାନ 3), 
ହେରୁ, #:= ¬ 4 ଜେଇ ଆମେ ଦେଓ ସେ, 
f (P-++t-3?) = — 54+t3*‹ †' (୪) = 0 (ମାଜ 3°) 
ହେବା ନମିର୍‌, — 6 +± †' (2) = 0 (ମାନ 3) ହେବା ଆବଶ୍ଯକ ଓ ଯଥେଷ୍ଟ ଅଃ | 
†' (8) = (—4)= 1 (ମାନ 3) ହେର ଏଠାରେ—6 4+±=0 (ମାନ 3), 
ଅର୍ଥାଉୁ £ =0 (ମାନ 3) ଅଖଝେ । ସୁଭର୍ଂ, %=¢^ + “୮ ! = ¬ 4 (ସାଜ 27) 
® £ (×) = 0 (ମାନ 27) ର ଏକମା ସମାଧାନ, ଅଞଃେ ! 
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ଉଦାଦ୍ବରଣ ୬ : ନମ ସମଣେଧଷଚା 
2 — 2× + 6 = 0 (ମାନ 55) 
ର ସମ୍ଭାଧାନ କର । 
(8) × — 2% + 6 = 0 (ମାନ 5) ର ସମାଧାନ :—ଷସ୍‌ଷ୍ଷା ଦ୍ଵାର ଏହ 
ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତାର ଦୁଇଝି ମ୍ମାନ୍ଧ ସମ୍ାଧାନ ¢= 1 , 2 (ସାନ 5) ଥିବାର ଆସେ ଦେଖୁ | 
(କ) ପ୍ରଥମଢଃ « = 1 ନଆସଯାଉ୍‌ । ଏଠାରେ (୪-246) କୁ † (×) 
କ୍ହାଯାଉ୍‌ | ଝଲଭଃ, £ (<) = 5, £' (4) = 1 ଅଖ | 
¢ («++ 5£) = 0 (ମହାନ 5?) 
ହେବା ଜମିନ୍ତ୍‌ 
f (4) +#' (4) - 5 = 0 (ମାଜ 5”) 
ବା 
, 5 4+ 5 = 0 (ମାନ 5”) 
ଅଥାକ୍ର 
1+ = 0 (ସାନ 5) 
ହ୍ରେବା ଆବଣ୍ଯକ । ଏଣୁ =+ + 51 = 1 5-1 = ¬ 4 ହେଲେ 
¢ (ନ) = 0 (ମାଜ 5”) 
ହ୍ରେବ | ଯତ (×) = 0 (ମାଳ 5°) ର ମୂଲ × = -† 5°¢ ହୁଏ, ଭେବେ £'(8) = 1 
(ମାନ 5) ହେଉ୍‌ସସବାରୁ 
o =f (B+ 5°) =f (A) + 5 £ (ନ) (ସାଜ 5”) 
= — 504+ 25 (ସାନ 53) 
ହ୍ରେବ । ଅର୍ଥକୁ, ¬ 2+ ± = 0 (ମାନ 5) ହେବ । ସୂଭର୍ଂ, ଜଶ୍ରେୟ୍‌ ମୂଲ 
x=f+ 5°t= —4+25-2 = 46 (ସାନ 53) ଅଛେ | 
(ଝ) ଦୁ ଖସ୍କୁଭ୍ୟ +=2 ଜଆସାଉ୍‌ । ଏଠାରେ # (<) = 10, £(«) = 10 
†' («) = 10 ଅଛେ | ଏଣୁ 
ଏଣ୍ଡ 
£ («4+ 5£) = 0 (ସାଜ 5") 
ହେବା ନମିଦ୍ତ 
fF («)+#' («)-5¢ = 0 (ମାନ 5”) 
ବା 10+ 50: = 0 (ସାନ 5*) 
ବା, 2+ 10 = 0 (ମାନ 5) 
ହ୍ରେବା ଆବଣ୍ଯକ ଅଃ । 
କରନ୍ତ 24+ 10: = 2 (ମାନ 5) 
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ଅଖ | ଏଣୁ 2 + 10 = 0 (ମାନ 5) ଅସଞ୍ୁବ । ସୂଭଗ୍ଂ £ (8) = 0 (ମାନ 5*) ର 
କୌଣସି ମୂଲ ନାହି । ସଲତ୍ତଃ, £ (×) =0 (ସାନ 5) ର କୌଣସି ମୂଲ ମିଲନା 
ଅସମ୍ଭବ ଅଃ | ସୁତଗ୍ବଂ , ପ୍ରଦତ୍ତ ସମମଣେଷତା 
f (×) = 0 (ସାନ 5”) 
ର ଏକମ୍ାନ୍ଧ ମୂଲ ମିଲବ ଓ ଏହା 
×==46 (ମାନ 125) 
ଅଃ | 
ଉଦାଢ୍ରରଣ ୩ : ¬ ମନେକର ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଓ £ (%) = ×? 1 — 1 
ଏଠାରେ † (×) = 0 (ମାନ ») 
ର 1, 2, 3, *-*, ୨¬ 1 ଗୋଝିଏ ଗୋଡିଏ ମୂଲ ଅଃନ୍ତ । ଏମ୍ଭାଳଙ୍କ ମଧରୁ ଯେ 
କୌଣସ୍ତି ଗୋଝିଲୁ £ ଲୁହାଯାଉ୍‌ । ଉାହାହେଲେ, 
f (£) = (9 1)" ˆ ? 30 (ସାନ ») 
ଅଥାଢୁ, ଦନ୍ଚ £ ଛମିଦ୍ଧ, £ (×) = 0 (ସାନ ୨”) ର ଗୋଵିଏ ମାନ୍ଧ ମୂଲ ମିଲବ । ଏଣୁ 
£= 1, 2, ** “› ୨¬ 1+ ଜେଇ ଆମେ ଦେଖିବୁ ସେ 
f (×) = 0 (ମାନ p”) 
ର ଠିକ୍‌ (9 ¬ 1) ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ମ୍ରିଲେ । ଏଦହ୍ସ ସ୍ଥ୭୍ତର ବାରମ୍ବାର ପ୍ରସ୍ଟୋଗ କର୍‌ ଆମେ 
ପ୍ରମ୍ଭାଣ କରୁ ସେ, ପ୍ରଭ୍ୟେକ 4 ପାଇ 
×? ˆ 3 - 1 = 0 (ସାଜ 2") 
ଏନ୍ସ ସମ୍ମଣେଷଡାର ମୂଲମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ଠିକ୍‌ (9 -¬ 1) ଅଖ | 
ଦ୍ରାଭ୍ରିଂଶ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ ୬ ଏକ ମୌଲକ ର୍‌ଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ, ରେବେ, 
ପ୍ରଭ୍ୟେକ ନିମିତ୍ତ 
×” ˆ 3 = = 0 (ସାଜ 2") 
ସମଣଶେଷଭାର ଠିକ୍‌ (% — 1) ସଂଖକ ମୂଲ ମିଲ । 
ଉଦାଦ୍ରରଣ ୪ ମନନ 2 ଏକ ଅସ୍ଥଗ୍ଧ ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଅଝେ । ଆମ୍ଭେ 


f (x)= £ p p— bi = 0 (ମାନ 2”) 

ର ମୂଲମ୍ମାନ ନର୍ଷ୍ରିସ୍୍‌ କରବ୍ଧୁ । 

ଏଠାରେ ପ୍ରତେକ #2 ନମିନ୍ତ 

f' (Bp) =3 p (p—1) pi Dp (p — 1) - 1 
ହୁଏ । ସୁଉର୍‌ଂ ପ୍ରତ୍ୟକ £ ଜକମିଷ୍ତ 

f (+p) =f (B) +tpf (6) =f (2) (ସାଜ p”) 
ହେବ । ସୁଢର୍‌ଂ ଯଦ † (×) = 0 (ମାନ ୨”) ର ^ ଏକ ମୂଲ ହୁଏ, ଭାହାହେଲେ 
୭ 


= 0 (ସାନ 2) 
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୯୮ ରଶିତ୍ତତ୍ତୁ 


B+p, B+ 29, B+ 3p, -* ', 8+ (୨ — 1) ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ମୂଲ ହେବ । 
ଯଦ୍ଦ  ମ୍ଭାନାଙ୍କ ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍ ×¿ ଏକ ଦୃ ଘାତ୍ରସ୍୍‌ ଅବଶେଷ ହ୍ରୋଇଥାଏ । 
ତେବେ, 


%5 ¬ 0 =¡ (ନ୍ଥାନ ) 
ହେବ ଓ ଫଳତଃ ×" 7 !? = ) ନେଲେ, 
= DsGQ- (pty em ersk y3) 
ହୋଇ ୍ଯବାରୁ ଓ » ଦ୍‌ ( 1) ବରାଳ ହୋଇଥବାରୁ , 
1+y+y +--+" =1+1+ 1+ ---+1=)p=0 (ସାନ ») 
ହେବ, ଏବ ( 3” — 1) = 0 (ମାନ »”) ହେବ | 
ଏହୁ, 
p (p—1) 
ହେବ । ଏବ ‰ ନମିଦ୍ତ, 


Xos Xo + PD; Xo + 2p,- + *, xo + (p — 1)p 
ରାଶିମ୍ମାନ, 


pl i 
iP (p—1) 


—1=0 (ସାନ ୬”) 


= 1 (ସାନ »”) 
ର 2 ସଂଖ୍ୟକ ମୂଲ ହେବ । ୨ ମାନାଙ୍କ ଲମିଦ୍ତ୍‌ ଦ୍ଧ ଘାସ ଅବଣେଷମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା 
# (9 1) ହୋଇଏବାରୁ , 


x2? (P=) = (ସ୍ରାନ ନଂ) 

ର # ୬ (9 ¬ 1) ସଖ୍ୟକ ମୂଲ ମିଲବ | 
ଯଦ୍ଦ ୬ ମାନାଙ୍କ ଜମ୍ପିନ୍ତ £ ଏକ ର୍ଦୂ ଘାଖ୍ପସ୍ଟ୍‌ ଅନବଶେଷ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଭେବେ 
£4 (9¬ 1) = _ ¡ (ସାଜ ୭) 

ଓ £୬ ® = _ ¡ (ସାଜ ନ) 


ହେବ । » ମ୍ଭାନାଙ୍କ ଜମିନ୍ତ୍ର ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ଯାମ୍ଭାନକ୍କୁ ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍ସ ଅବଶେଷ ଓ ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍ଟ 
ଅଜିତ) ଏବର ରି ଷ୍ରେର୍ଣରେ ବଉକ୍ତ କର୍‌ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ, 


ର ଠିକ୍‌ ‡ ୬ (୭ 1) ସଖ୍ଯକ ମୂଲ ଅଛୁ । 
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ଚରୁର୍ଥ ଅଧ୍ଧାୟ୍ତ 
ବୀଜୀୟ୍ତ ରଖ ପରଚସ୍ଟ 
(Algebraic Number Introduction) 


୪-୧. ଆନୟ୍େ୍ଭାଳେ ଏ ପର୍ପାନ୍ଧ କେବଲ ଗୃ୍ଣ୍ଣିଙଖ୍ଯାମ୍ଥାନଙ୍କର ଆଲୋଚନା 
କରଅଛୁ ! ଯଦ୍ର 4 ଓ 1 ଦୁଇ ଗୁ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ 2୫୫0 ହୋଇଥାଏ, ଏବଂ & ଦାରା 4 


ବଷ୍ତଜ୍ୟ ଜ ଡୁଏ, ଭେବେ ଆମ୍ଭେ 9 ଓ » ର ଅପେଷ୍ିକ ଅଲ୍ଲୁପାଉ (ratio) 7 କୂ 


ଏକ ପର୍‌ମେସ୍୍‌ ଗୁଣି (୮a1onal number) କହୁ । ସେଉଁ ର୍‌ଥି ସମୂହ ଦୁଇ ଦୁଲଵ୍ି 
ଗୁଷିସଂଖ୍ଯାର ଅନ୍ତୁପା ରୂଷେ ସ୍ତକାରିକ୍ତ ହ୍ରୋଇପାରନ୍ତ୍ ଅମେ ସେମ୍ଭାନଙ୍ୁ ଗୋଡିଏ 
ଗୋଝିଏ ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣି କନୁ । 


ଗାଖିରକ ଗୁଣିସ୍ଥାନ ସାଧାରଣଭଃୟ ଦୈର୍ଘ୍ୟ, ଓକନ ଘନଫଲ ଆଦ୍ଦର ମ୍ଭାପ ପ୍ରକାଶ 
କରବା ନମ୍ଭିଦ୍ଵ ବ୍ଯବହାର କର୍‌ଯାଏ । ଆମେ ସଦ ଗୋଡ୍ପିଏ ବର୍ଗଷ୍ଷେନ୍ତର ବାହୁର ବିର୍ଘୟକୁ 
ଏକକ (ଧମ) ଭ୍ତବେ ବ୍ଯବହାର କରୁଁ, ଭେବେ ସେଦ୍ର ବର୍ଗଷ୍ପେନ୍ତର କ୍ତିର ମାପ 
ସହଜରେ ପ୍ରକାର ହ୍ଵୋଇପାରେ ନାଦ୍ଦି । ଆମ୍ଭେ ସେବେ ସେହ୍ର କର୍ତିର ମାପ ଏକ ଅଜ୍ଞର 
ରାଣି × ଦର୍‌ ନାହି କରୁ , ଢେବେ 


×” = 14+ 1" = 2 ହେବ | 
ସଦ୍ଦ ପରଞ୍ଚର ପ୍ରଭ ମୌଲିକ ହ୍ରେଉଥ୍ବବା ଦୁଇନି ପୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା @ ଓ ର ଅନୁପାଉ 
ରୁପେ × ପ୍ରକାର୍ଗିଭ ଦ୍ରୋଇପାରନ୍ତା, ଭେବେ 


୮ a’ 


2 
ହୁଅନ୍ତା । ଝଲଭ୍ତଃ, 
a= 2b" 
ହୁଅଲ୍ତା । ବ୍ଥୁଗଧ ସଖ୍ୟାମ୍ପାନଙ୍କର ବର୍ଗ 2 ଦାରା ବତଭଜଯୟ ଲଲୁଦ୍ଧୈ । ସୁଭଗ୍‌ଂ, @ ଏକ ସ୍ଥଗଵ 
ସଂଖ୍ୟା ¿4 = 2 ହେବ | 


2=x 
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ବ୍ଠଠ ଗ୍ଵଗି୍ତନ୍ତୁ 


ସଲଜ୍ତଃ, 
4c’ = 2b* 
ଵା, 
b= 2c" 
ହେବ । ପୁଙ୍ବପର 2 ଏକ ଯୁଗ ସଂଖ୍ୟା 9 = 2 ହେବ । 
ଅଥାଉୁ, 2 ଓ b ପରଞ୍ତର ସ୍ତର ମୌଲକ ହ୍ରୋଇପାରବେ ନାତି । 


ଆମ୍ତେ ଆରମ୍ଭରୁ ¿4 ଓ » କୁ ପରଞ୍ତର ପ୍ରଭ ମ୍ଭୌଲକ ଜେଇଥବାରୁ , ଶେଷ 
ଫ୍ରିଙ୍କାନ୍ତ ଆସମ୍ତର ସ୍ଵୀକୃତ ଉଥ୍ୟର୍‌ ବ୍ରଭୁଚ୍ରାଚରଣ କରେ । ଏଣଣ x = ହେୋଇପାରବା 


ଅସମ୍ଭବ । 
ମ୍ାନ୍ଧ ଆମେ ଅସଂଖ୍ୟ ଓ ^ ପାଇପାରୁ ସେଉମ୍ଥାନଙ୍କ ନମିନ୍ତ 
(m+1)* 
n’ 


ଓS“/ 5 


2 
mM < 2 < 
n 


ସତ୍ୟ ହୁଏ । ଅଥାଢ଼ୁ, ± ଗୁଷିଝି ଓ ++ ! ଇବ ହୁଏ । ମନେକର 


©) <=) <(E)<(: 


ଓ ସ୍ତ MN, ପାଇ, 


2 2 
mi’ < 2 < (mt 1 ) 
Na Nx 


ସତ୍ୟ ହୁଏ । ଏଠାରେ  ୧ମଣଃ ବଢ଼ିଲେ "* ଓ × ସ୍ଥଧରେ ସ୍ତଭେଦ ଡମ୍ମଣଃ 
k 


ହ୍ରାସପାଏ । 


[= } ଏନ୍ସ ବର୍ବ ନର୍ଶାଲ ଭଗ୍ନାଂଶ ଶ୍ରେଣୀଦ୍ଧାଗଘ୍‌ ଆମେ × ର୍ଶିଂର ସଂଜ୍ଞ ଜୁସ୍‌ 
Nx ’ 


% 
କରୁଁ । ସେଦ୍ରପର ଏକ ଛମ୍ଭ ହ୍ରାସତମ୍ଥାନ ଭଗ୍ନାଂଶ ଶ୍ରେଣୀ {””} ଦ୍ଵାଗ୍ଵ୍‌ ମଧ 
nr 


ରାଗିଃର ସଜ୍ଞା ନର୍ଣ୍ଡସ୍କ୍‌ କଗ୍‌୍ଯାଇପାରେ । 

ଆମେ ଯଦ୍ଦ ସମ୍ମତ ପରମେସୟ୍ଟ୍‌ ଗ୍‌ଗିଲୁ ଦୁଇ? ସ୍ପମଭକୟ୍ଟ ($) 2 ଓ ନ ରେ ଏପର 
ସ୍ତେ ରଖିପାରବା ସେ) 

(କ) ¿Z-¬ସମୁଇୟ୍ର ପ୍ରତ୍ତଯକ ପରମେୟ୍‌ ଗ୍ରଣି, r-ସମୁଇୟ୍ଟର ସ୍ରତ୍େଯକ ଅର୍‌ମେୟ୍ 
ଗଵଶିଠାରୁ କ୍ଷ ଦୁଢର ହୁଏ । 
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ଝୀଙ୍ଗୟ୍କ ଗ୍ଵଣି ପରଚସ୍ତ ବ୍ତବ୍‌ 


(ଖ) ପ୍ରତ୍ୟେକ ପର୍‌ମେୟ୍ଟ ଗ୍ରଶି Z ବା ନ ର ଅନ୍ତଭୁ କ୍ତ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢେବେ 
ସମ୍ଭ୍ତ ପରମେସ୍ ଗଣି ଦୁଇଭ୍ଵଗ Z ଓ ନ ବ ରେ ବ୍ରଭକ୍ତ ଦୁଅନ୍ତ । ଜମ୍ପ ଚନ୍ଧରେ୍‌ ମମନେକର 
ଠ ଏକ କରଷ୍ ବନ୍ଧୁ ଓ ୦2 ଏକ ଛର୍ଦିଷ୍ଣ ଦୈର୍ଘ୍ୟ ଅଟ । ସଦ ୦, OR, OS,- 
ଆଦଦ  ବୈର୍ଦଥାନ ଠ୬ର ସଆନମେ 2 ଗୁଣ 3 ଗୁଣ ଗୃରଗୁଣ, ‹ * * ହୋଇଥାଏ, ଆସେ 
କହବ „ 2,Q,ନ,5,‹ : :ଆଦ ବିନ,ମାନ 1,2,3,4,‹ - ଆଦ ଖା ସୂଚତ୍ତ କରୁନୁ 


° H P Q R S$ 

ମନେକର ଆମ୍ଭେ ୦5 କୁ 7 ଶ୍ଵଗରେ ବଉକ୍ତ କଲ୍‌ । ଏଥିରୁ ସଦ୍ଦ କୌଣସି 
ଷ୍ଵଗର ଦୈର୍ଘ୍ୟ ୦ ସହ ସମ୍ଭାନ ତୃ ଏ, ତେବେ ଅ ବନ୍ଧୁ? ଵି ଲୁ ସୂଚ୍ କରେ । 

ଧନାସ୍ଥକ ପର୍‌ମେସୟ୍ ଗ୍‌ଣିସ୍ଭାନେ ଏଦ୍ଦ୍ରପର୍‌ ଗ୍ଵବେ ଠ ର ଦ୍ଷିଣ ପାଶ୍‌ ସ୍ଥ କେଡେକ 
ବନ୍ଧ  ଦୃ।ର୍‌ ସୂଚ ହ୍ରେବେ । ସେଦ୍୍ଷର ରୁଣାସ୍ପକ ପରମ୍େସ୍କ୍‌ ର୍ଷ ,ସମୂହକୁ ଠର ବାମ 
ପାଶ୍‌ ସ୍ଥ କେତେକ ବନ୍‌ ଦ୍ଵାରା ସୃଚତ୍ତ କରଲ । ମାନ ସମ୍ଭସ୍ତ ଦୈର୍ଘଯ ଏଦ୍୍ରପର ଭ୍କବେ 
ସୂଚତ ହ୍ରେବେ ନାହ୍ତି । ସେଉି ଦୈର୍ଦଯୟନ୍ତ ୦୬ର 4⁄2 ଗୁଣ ଅଝେ, ଡାହ୍ରା ଏଦ୍ 
ପ୍ତକାରର କୌଣସି ଛନ୍ଦ ଦୁାର୍‌ ସୂଚତ୍ତ ତୁଏ ନାଦ୍ରି, କାରଣ / 2 ଅପରମେସ୍ଟ ଅଛେ । 

ପ୍ରଥମ୍ଭଭତଃ, ଧନାସ୍ପକ ଷ୍ୃଣାସ୍ଥକ ଯରମ୍େସ୍‌ ଗ୍‌ଗିମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଆମ୍ଭେ ଏଦ୍ସ ସରଲରେଖାର 
ବହ୍ଦୁମ୍ଥାନଙ୍କ ଦୁାଗ୍ଵ ସୂଚତ୍ତ କର୍‌ବା । ମନେକର ଥି ସର୍‌ଲରେଖାର୍ସୁ କ କୌଣସି ଏକ 
ବନ୍‌ ଅଛେ | ସେଉ ସଉ ଭଗ୍ରାଂଶମ୍ଭାନଙ୍କ ଦ୍ଧାର୍‌ ସ୍କୁଚତତ ବନାନ ଥର ବାମପାଣ୍ଡ ରତେ, 
ଅର୍ଥାକୁ, ୦A ମଧରେ ଅବସ୍ଥାନ କର୍‌ଥାଅନ୍ତ, ସେମ୍ଭାନେ Zz ଗ୍ରେଣ ଅନ୍ତଭୃ କ୍ତ ଅଃନ୍ତତ | 
ସଉ ସେଉ୍‌ ଉଗାଂଣମ୍ଭାନଙ୍କ ଦ୍ଧାଗ୍‌ ସୂଚଉ ବନ୍ଦମ଼ାନ ଥର ଦକ୍ଷିଣପାଶ୍‌ ରେ ଅବସ୍ଥାନ 
କରନ୍ତ, ସେମାନେ ନ ଶ୍ରେର୍ଣ ଗଠନ କରନ୍ତ | 

ସଦ୍ଦ 4 ବହୁଵି ଏକ ପଷରମେସ୍ଟ ରଶି ବା ଭଗ୍ନାଂଶ ସୂଚକ କରୁଥାଏ, ତେବେ 
Amୁ ୮ ବାନ୍ଧରେ ଅନ୍ତଭୁ କ୍ତ କର୍ଵସାଇପାରେ । ସଦ୍ଦ୍ର ଥ ବନ୍ଧୁ ନମିଦ୍ତ୍‌ ୦2 ବଦିର୍ଦ୍ୟ 
କୌଣସ୍ତି ପର୍‌ମ୍ଚେସ୍କ୍‌ ଗଵଶିଦ୍ଵାଗ୍‌ ପ୍ରକାଗିକ୍ତ ହ୍ଲୋଇ ଜ ପାରେ, ଭେବେ ଆସ୍ତେ ତାହ୍ଵାର 
ପ୍ରକାଶନ ନମିନ୍ତ୍୍‌ ଏକ ନ୍‌ ଉନ ସ୍ତକାରର ଗ୍ଵଗିର ବ୍ୟବହ୍ରାର କରିବା । 

ସବ୍ଦ 4 ବହ୍ଝି Z ବା' କୌଣସି ଏକ ଗ୍ରେର୍ଣରେ ଅନ୍ତଭ୍ତ୍‌ କୁ ହ୍ରୋଇ ନଥାଏ, 
ଭଢେବେ ଠ୦କ୍ଷର ଦୈର୍ଘ୍ୟ ସେଉଁ ରଣିଦ୍ଧାଗ୍ବ ସୂଚଉ କର୍‌ସିବ, ଆମେ ଭାନୁ ଏକ 
ଅପର୍ଷେସ୍୍‌ ଗୁଣି (irrational number) ଳହ୍୍ରବ୍ଧ । ୍‌ଦାହ୍ରଣ ରୂପ, ±” = 2 
ହ୍ରେଲେ ± ଏକ ଅପରମେସ୍୍‌ ରଶି ହୁଏ ! 

ସେଉ୍‌ ଗୁଶିଝ୍ଷ ଗୋ?ିଏ ପରମେୟସ୍‌ ବା ଗୋଝିଏ ଅପରମେସ୍ ଗଵଗି ହୋଇଥପ୍ରାରେ, 
ଆମ୍ଭେ ଡ୍ଭାହ୍ରାକୁ ଏକ ବାସ୍ତବ ଗ୍ଵଝି (୮€a ୩ଧmber) କହୁ । ଏନ ବାସ୍ତବ ଗୁଣି 
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ବ ୧୨ ରଶିତତ୍ତୁ 


ମାନଙ୍କ ସମ୍ପକରେ ବଣ୍ଲେଷଣଭତ୍ଜୁ (Analysis) ସମ୍ପଙ୍ୀୟ୍ଟ ସୁ ସ୍ତକମ୍ମାନ ଦ୍ରଷ୍ଟବ୍ଯ । 
ଏଠାରେ ଆମ୍ଭେ ଗୋଝିଏ ସ୍ରମେୟ୍ର ପ୍ରମାଣ ଦେବ୍ଧ' । 


ଭିଚ୍ଚିଂଶ ସ୍ତମେସ୍ଟ : ମନେକର 1, ୨, :* ', ଳେ ଏକ ଏକ ପୁଣ୍ଠିସଖ୍ୟା 
ଅଃନ୍ତ ଓ × ଏପର୍‌ ଏକ ଦାସ୍ତକ ଗୁଶି ଯେ 
x” + cx”! eax" +++ +c =0 
ହୁଏ । ଜାହା ହେଲେ, × ଏକ ଗୃ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ ଅଥବା ଏକ ଅପରମ୍େେସ୍କ୍‌ ଗଣି ହେବ । 
ସ୍ଥମାଣ : ଆମେ „୨୪୦ ବୋଲ ମନେ କରବୁ । ଯଦ ପରଞ୍ତର ମ୍ତୌକ 


ହେଉୟ୍ୟବା ଦୁଇଝି ମୁଣି ସଂଖ୍ଯା ୟ ଓ ଭର ଅଲ୍ଲୁଯାତ i : ହୁଏ, ଢେବେ 


a+ ci; a”! b+ coa”_*b* ++ + Cb” = 0 
ହେବ । ଏଣ୍ର 2 ଦଵାଗ୍ବ 2" ବରଜ ହେବ । 

ମ୍ମଥଳେକର 

a” = Nb 
ଅଛେ । ଯନ୍ଦ ୟର କୌଣସି ଏକ ମ୍ମୌଲଲକ ଉସ୍ତାଦକ ୬ ହ୍ଲୋଇଥାଏ, ଭେବେ 2 ଦ୍ଵାଗ୍ଵ 
„ ବର୍ଜ୍ୟ ,ହେଉସବାରୁ › 2 ଦାରା 4” ବର୍ଜ୍ୟ ତୃଏ । ଫଲଢଃ, ୬ ଦ୍ଵାର & ବିତ୍ତ୍ଜ୍ଯ 
ହୁଏ । ଅର୍ଥକୁ, 2 ଓ ଭ ର ଏକ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍ସ୍କକ 2 ମିଲେ । ମାନ @ ଓ b 
ପରମ୍ଭର ସ୍ତତ ମ୍ମୌଳକ ହୋଇଥ୍ବାରୁ ଏଦ୍ରା ଅସମ୍ଭବ ହେବ । ଅର୍ଥାତ୍ରୟ ସଦ 


x=; ହେଉଥାଏ, ତେବେ ଭର କୌଣସି ମ୍ମୌଲକ ଉସ୍ପାଦକ 2 ରଦବ ନାହ୍ରି । ଏଣର 


= 1 ହେବ ଓ × ଏକ ପୁର୍ପ୍ତସଖ୍ୟା ହେବ । 


୪.୬ ବୀକୀ୍ ରାଣି (Algebraic Numbers) :—ମନେକର Co, C1, 
ନ * * "› ଅନ୍‌ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ପୁ୍ରିସଖ୍ୟା ଅଃ ନ୍ତ । ଆମେ ଏକ ସମ୍ମୀକରଣ 


Cox" + C1" i F cox" + ++ cn =0 (Cn 4 0) 
ଗଠନ କରବ୍ଧ । ଆମେ କଲ୍ଟନା କରବ୍ଧ ସେ £ ଏର ଏକ ଗୁଣି ଯାହ୍ାପାଲି ଉପରେକ୍ତ 
ସତ୍ମୀକରଣନି ସତ୍ୟ ଅଃ । ଅର୍ଥାତ, × = £ ହେଲେ 

Cox" + Cx" 3 + cy" i + +r rt Cn = 0 
ସଭ୍ୟ ହେବ ବୋଲ ଆମ୍ଭେ ମନେ କରବ୍ଧୀ । £ କୁ ଉପରୋକ୍ତ ସ୍ଭୀକରଣର ଏକ ମୂଳ 
କନ୍ଧ । 

ସେତ୍ଉ ସେଉ୍‌ ଗ୍‌ମି ପୂର୍୍ତିସଖ୍ଯା ବଣିସ୍ତ ସହଗ ନେଇ ଗଠିତ ହୋଇଥବା 
ସ୍ମୀକରଣମ୍ଥାନଙ୍କର ମୂଳ ବୋଲି କଲ୍ନା କରାଯାଏ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ଆମ୍ଭେ କ୍ବୀଙ୍କସ୍ଟ୍‌ ର୍‌ଣି 
(algebraic numbers) କହୁ | ସମ୍ମୀକରଣଂିରେ ସଦି ନୋ= 1 ଦ୍ରୋଇଥାଏ, 
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ଏୀଙ୍ଗୟୁ ଗଣି ପରଚସ୍ଟ ବ୍ତଣ 


ଢେଦେ ଏହ୍ରାର ପ୍ରତ୍ଯେକ ମୂଲ £ କୁ ଏକ ଝୀଙ୍ଚସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା (algberaic integer) 
କୁହାସିବ । 


a 


ଉଦାଡ୍ରରଣ ୧. : ପ୍ରତ୍ୟକ ପରମ୍ଡେସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣି b 


ଗୋଝିଏ ଗୋଡଝିଏ ଝୀଙ୍ଗସ୍କ ଗୁଣି 
ଅଃନ୍ତ; 
କାରଣ, = ହ୍ରେଲେ, × ¬ 4 = 0 ର £ ଏକ ମୂଳ ହେବ । 


ଉଦାଦରଣ ୬ :¬ଆମେ କଲ୍ନା କରବ୍ଧ୍‌ ସେ, ଏଷର୍‌ ଏକ ସୀଙସ୍କ୍‌ ଗି ¦ 
ଅଛୁ, ସେଉଁଣ୍‌ ପାଇ 
x + 1=0 
ସମ୍ମୀକରଣର × = ଏକ ମୂଲ ହୁଏ । ଏକ ସୀଙ୍ଗସ୍‌ ସଂଖ୍ୟାକୁ ବଡୁ ସମ୍ଭସ୍କରେ 
i=/—1 
ତ୍ବବେ ଲେଖାଯାଏ । 
ଉଦାହ୍ରରଣ ୩ :¬ଆମେ କଲ୍ନା କରବୁଂ ସେ, ଏପର ଏକ ଗୁଣି ® ଅନ୍ତ, 
ସେଉଁଣ୍ବ ପାଇଁ 
x + x+ 1 =0 
ସମ୍ଭୀକର୍‌ଣର % = ® ଏକ ମୂଲ ତୁ ଏ | ଏଠାରେ ୪ ଏକ ସୀଜୀସ୍କ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । 
୍ପଣ୍ତ୍ଭଃ, 
wo’ +w+1=0 
କାର୍ଣ 
x +x+1=0 
ର @ ଏକ ମୂଲ ଅଃ | ସୁନଣ୍ଡ 
of — =(w - 1)(o'+o+1)=0 
ଅର୍ଥାନ୍ତ, ®” = 1 ଓ @” + = ¬ 1 ଅଃ | ଏହୁ ଲର୍‌ ବବହ୍ଵାର ଝଲରେ, 
x +x+1=x — (e+e) x +o! = (x — o)(x — 0°) 
ହେବ । 
ସଦ £= m+ n ହୁଏ, ତେବେ 
(£ - m)* - (in)* = —n’, 
ଵା, 
£! 2mé+m' +n’ =0 
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ବ୍ତ୪ ଗୁଖିର୍ତତ୍ତର 


ହୁଏ । ଏଣୁ £ ଏକ ଝାଳୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ଅଝେ । ଏଦ୍ର ପ୍ରକାର ର୍‌ଣିଲୁ ଗାଉସୀୟ୍ ସଂଖ୍ଯା 
(Gaussian integers) କୁହାଯାଏ | 

ସୁଜଣ୍ଡ ସଦ୍ଦି / = + ୬ ହୁଏ, ଢେବେ 

(1 —m )° = (no) =n! 
ତୁଏ । ଫଳତ୍ତଃ 

PP — 3m + 5m —m +n? =0 
ହୁଏ । ଏଣୁ । ମଧ ଏକ ଟୀଙ୍କୟୁ ସଂଖ୍ଯା (algebraic integer) ଅଃ | ଏସ୍ପାନଙକ୍କୁ 
ଆମେ ଜାକୋଟୀସ୍ ସଂଖ୍ୟା (Jacobian integers) ନାମ ଦେବା ! 


ଉପରେ ସେଉ୍‌ ସେଉ୍୍‌ ଝୀଙ୍କସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯାମ୍ମାନଙ୍କ ବଷସ୍ଟ୍‌ରେ କୁହାଯାଇଛୁ, ସେମାନଙ୍କର 
ପୁ୍ତିସଖ୍ୟାମାନଙ୍କ ସହ କରନ୍ତୁ ତାସ୍ୂର୍ପାପୁପ୍ତି ସାଦୃଶ୍ଯ ଅଛୁ କ ନାହି, ଢାହା ଏଠାରେ 
ଆଲେଚନା କର୍୍‌ସିବ । ପ୍ରଥମ୍ଭଉଃ, ପୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା ଓ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗଵଣି ଏମ୍ାନଙ୍କ ମଧ୍ଯରେ 
କୌଣତ୍ତି ବଶେଷ ପାର୍ଥକ୍ୟ ଅନ୍ତୁ କ ° 


ଆମେ ଜାଣି ସେ, ଯୋଗ, ବସୟ୍ଟଲୋଗ ଓ ଗୁଣନ ପ୍ରଚିସ୍ବା୍ଥାନଙ୍କର ସ୍ରସ୍ଟୋଗ ଫଲରେ 
ଆମେ ପୂର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟାମାନଙ୍କରୁ ପପଶ୍ପିସଂଖ୍ଯାପାନ ଯେପର ପାଉ, ଏହ ସ୍ତିସ୍ଟା୍ଥାନଙ୍କ ସ୍ରସ୍ଟୋଗ 
ଫଲରେ ଆମେ ଠିକୁ ସେହ୍ରଯର ପରମେସ୍୍‌ ଗ୍ଵଣିମ୍ମାନଙ୍କଠାରୁ ପରମେୟ୍୍‌ ଗ୍‌ଶିମ୍ମାନ୍ତି 
ଷାଉ୍‌ । 


ମାନ୍ଷ ଦୁଇ? ପର୍‌ମ୍େୟ୍୍‌ ଗୁଣି ଦଆଥ୍ବଳେ, ଗୋଲୁ ଅନ୍ଯଦ୍ଧାଗଵ ତ୍ଵବଗକଲେ ସେପର 
ଏକ ପର୍ଚିମେସ୍୍‌ ଗ୍‌ଣିମିଲେ, ଦୁଇ ପୁର୍୍ଝଖ୍ୟ ଦ୍ରଆଥ୍‌ଲେ, ଗୋଡକୁ ଅନଦ୍ଧାଗ୍ 
ତ୍ଵଗକଲେ ଠିକ୍‌ ସେଦ୍୍ରପର ଏକ ପୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା ମିଲ ନ ପାରେ । ଭ୍‌ଦାଦ୍ରରଣ ସ୍ବରୁଷ, ପୁୁସଖ୍ୟା 
3କୁ ପୂ୍୍ିସଖ୍ୟା 8 ଦାରା ଭ୍୍ଗକଲେ ଭ୍ବଗଙଲ ଛି ଏକ ପୁ୍୍ିସଖ୍ୟା ତୃ ଏନାହି । 


ସୁଳଶ୍ଧତ ସେ କୌଣସି ଗୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟାକୁ ଆମେ କେବଲ ଗୋଡିଏ ପ୍ତକାରେ ବର୍ତନ 
ମ୍ମୌଲକ ପୂର୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟାର ଗୁଣନଫଲ ଚୃପେ ପ୍ତକାଶ କରପାରୁ , ମାନ୍ଧ ଏକ ପରମେୟ୍ଟ 
ର୍‌ଗିର ଏ ସ୍ତକାର ପ୍ରକାଶନ ସମ୍ପତି ଅସମ୍ଭବ ହ୍ରୋଇପଡ଼େ› ଉଦାହରଣ ସ୍ବରୂପ, 

2=8 $ + $ - 3 

ଅଃ । ଏଦ୍ର ଜ୍‌ଦାହରଣରୁ ଏଦ୍ରା ଷ୍ପଷ୍ଣ ସେ, ପରମେସ୍ଟ ଗଣିମ୍ାନଙ୍କର ଲବ ଓ ଦୁରକୁ 
ଷରଷ୍ର ପ୍ରଭ ମୌଲକତ୍ଵନେ ନେଲେ ମଧ ଅବସ୍ଥାର କୌଣସି ପର୍‌ବନ୍ତନ ହୁଏ ନାହି, 
ଏହ୍ର ପାଥକ୍ଯଵି ଦାସ୍ତବକ୍‌ ବଡ଼ ତାସ୍ପୂର୍ଫାମୁଶ୍ଣି ଅଝଵେ । ଏଣ୍ଡ ଗୁର୍ଷ୍ତିଝଖ୍ୟାମାନଙ୍କର ସମଧ୍ମୀ 
ହେବାକୁ ହେଲେ ଝ୍ବଜସ୍ଟ ସଖ୍ଯାମାନକ୍ସୁ ଏଦ୍ର ଗୁଣର ଅଧ୍ବକାସ୍ଵ ହ୍ରୋଇଥବବାର ଦଣାସିବା 
ଆବଣ୍ୟକ | ସେଉଁ ସମ୍ଭସ୍ତ ର୍‌ଗିବୃନ୍ଦର ଏହ୍ସ ଗୁଣ ଆଏ, ସେଦ୍ର ଗ୍‌ଶିଦୃଦ୍ଦମ୍ଭାନ ଗୋଝ?ିଏ 
ଗୋଡିଏ ନର୍ଦିଷ୍ଟ ଉ୍ତସ୍ପାଦକ ଛସୟ୍ବାମଭକ ରୁଶିଚନ୍ଧ ( Unique Factorisation 
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ସ୍ରୀଙ୍କାୟ ଗ୍ଵଣି ପରଚୟ ଦବ୍ଠାଙୁ 


Domains ) ବୋଲ୍‌ ଆମେ କହୁ । ଆଅମେପ୍ତମାଣ କରବ୍ଧ ସେ, (# 4+) ଷବକେ 
ଲ୍‌ଖିଭ୍ ହୋଇପାରୁଥବା ଓ (+n) ସ୍ତବେ ଲ୍‌ଝିଭ ହୋଇପାରୁଥବା ଗୁଶିମାନ 
ଗୋଝିଏ ଗୋଂିଏ ଏକକ ଉସ୍ପାଦକ ବଣିଣ୍ ଗଵୁଶିଚଡ଼ ଗଠନ କରନ୍ତ । ଏଠାରେ Mm, 
ସେ କୈଣସି ଦୂଇଵି ପୂର୍ଶ୍ତିସଖ୍ଯା ଅଃନ୍ତ । 


ବଭ୍‌ଲ୍ମ ଗ୍ଵଗିଜ୍ଭାନଙ୍କର ଗୁଣ ସମ୍ଯକ୍‌ ସ୍ତ୍ଵବେ ଆଲ୍ଲଚନା କର୍‌ବାପାଇି ଆମେ 
ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ବନ୍ତ ଶ୍ରେର୍ଣରେ ବଉକ୍ତ କରୁ । ଏହ୍ର ଶ୍ରେର୍ଣ ସ୍ରକରଣ ଜମିତ୍ତ୍ ଆମେ ଜମ୍ପରେ 
କେଢେକ ସଂଜ୍ଞା ଉପସ୍ଥାପନ କରବ୍ଧ । 


ଆମ୍ତେ ସମ୍ଭଜାଙ୍ରସ୍ତ୍‌ ଗ୍ଵଣିାନଙ୍କର ଏକନ୍ଧ ଅବର୍୍ଥ ର ଫଲରେ ସେଉି ଗୁଣି ଶ୍ରେଣୀ 
ଗଠିତ ହୁଏ, ଡାହାକୁ ର୍ଶିମାଳକର ଏକ ସମୂକସ୍ (Set of numbers ) କହୁ । 


ମ୍ଥଜେକର ୬ ସମ୍ଭଜାପ୍ରୀସ୍୍‌ ବତ୍ଭଲ୍ତ ର୍ଵଷିମ୍ଭାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ଭଳସ୍ତ ଅଃ । ଏହ 
ରଣିମ୍ାନଙ୍କ ମଧ୍ଧରେ ଏକସ୍ତକାର ସୋଗତିସ୍ା। ଓ ଏକ ସ୍ତକାର ଗୁଣନ ପ୍ରଳିସ୍ଟା ନରୁପିତ 
ହୋଇପାରେ | ¿ 6  ଦୁଇଝି ଗ୍ଗି ହ୍ରେଲେ ସେମ୍ମାନଙ୍କର ସୋଗଙଲକୁ 44+¿ ଓ 
ସେମ୍ାନଙ୍କର୍‌ ଗୁଣନସଂଲକ୍‌ୁ 4-2 ଗ୍ବବେ ଲେଖାସାଉ୍‌ । 


ସଂକ୍କା : ଅଜେକର ସମଜାଖସ୍କ୍‌ ର୍ରିମା ଳଙ୍ଗର ୨) ଏପର୍‌ ଏକ ସମଭୁଚସ୍ଠ ସେ) 
ଯଦ୍ଦ ଯର 4, 9 ଓ ¢ ସେ କୌଣସି ର ନୋ? ଗଵଗି ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଡେବେ 


(କ) (4+ ) ର୍ଣିଝ ଭର ଅନୁରଭ ହୁଏ, 

(4) a+b = b+a 6, 

(a) (a+b) +c =a+(b +c) ହୁଏ, 

(ଘ) ୭ ରେ ଏପର୍‌ ଏକ ରଶି 0 ଥାଏ ସେ, ଯର ଅନତର୍ଗର ପ୍ରଭ 4 ନମ୍ଜିଲ୍୍‌ 
a+o=0+a=4 କୁଏ, 

(ଫଡ) ପର ¿ ମିଲ୍‌ ୭ ରେ ଅନ୍ଯ ଏକ ଗୁଣି —4 ଥାଏ ମସେପର୍‌ଲ 

+(—«) = 0 ହୁଏ, 

(ଚ) (4-¿) ଗ୍ଶି ଯର ଅନ୍ତର୍ଗତ ହୁଏ; 

(ଛ) (bra) = (a-b) 

(କ) (a-b)-c =a-(b-c) 

(¢) a-(b+c) = (ac) +b Cc) 
G6 (b+c)a = (b-a) + (c-a) 

(3) ଘଦ 4-9 = 0 ହୁଏ ଓ @ ¥ ୦ ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ b= 0 ଡ଼ୁଏ। 

ଆମେ ଯକୁ ଏକ ସାଂରଦ (Integral Domain) କହ୍ରବ୍ଧ | 
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୧୧୬୭ ରାଶିତତ୍ତୁ 


ପୁନଶ୍ଧ ମନେକର ଏକ ସ୍ାଂଖ୍ଯଚନ୍ତ ଓ ୮ ରେ ଏପର୍‌ ଏକ ଗି 
1* ଥାଏ ସେ, 


(୫) F ଅଲୁଗଁତ ଘର 4 ଜମିଛ୍ତ 0:1* = 1 "2 = 4 ଦୁଏ; 
(ଏଠାରେ । “କୁ £ ର ଏକକ ଗରି କୁହାଯାଏ) 


(୦) ଯଦ 4 ୦ ହୋଇଥାଏ, କେବେ £ ରେ ଅନ୍ୟ ଏକ ଗୁଣି 4ˆ ? ଥାଏ, 

ସେର 
liza lg= {* 
ହୁଏ । ଆମେ 4 " ଲୁ ର ସ୍ରଭଲେମ୍ଣ (ଆ୪e୮e) କହୁ | 
ଆମେ ୮ କୁ ଏକ ର୍‌ଶିକୁଞଚ ( Fd ) କଦ୍ରବଧ । ସେ ଗୁଣି କୁଞ୍ତମ୍ମାନ ସୀମିଉ 
ସଂଖ୍ଯକ ର୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କଦଧାଘ୍‌ ଗଠିଉ ହୋଇଥାଏ, ଆମେ ସେମ୍ମାନଙ୍କୁ ସାହିତ ର୍‌ଗିଲୁଞ୍ତ 
(Finite Field) ନାମ୍ଭଦେବ୍ଧ । 

ଉଦାଢ୍ରରଣ ୧ :¬-ମଜନେକର 2 ଧନଜାସ୍ଥକ ଓ ରୃଣାସ୍ଥକ ପୁ୍୍ପିସଖ୍ୟା ଓ ୦ ଦାର 

ଗଠିତ ଏବଂ ସାଧାରଣ ସଯୋଗନତିସ୍ଟା ଓ ଗୁଣନର୍ଡ ୟ୍ଵାର ଜସ୍ଟମ୍ଭମାନ 7 ପ୍ରଭ ପ୍ରସ୍ଥ ତୁଏ । 
କାହହେଲେ, ୬, ଏକକ ସଂଖ୍ୟାବ୍ରଣିଷ୍ଣ ଏକ ସାଂଖ୍ଯରନ୍ଦ ଅଃେ । ଏକ୍ସ ଏକକ ସଂଖ୍ଯା? 
। ଅଛେ | 


ଉଦାଦ୍ରରଣ ୬ :-ମଜେକର 2/୬ ଏକ ପୁରଶ୍ପିସଂଖ୍ୟା ର ସମସ୍ତ ଗୁଣିଭକ ଓ 
ଠ ଦାରା ଗଠିତ ଏବଂ ସାଧାରଣ ସୋଗନତିସ୍ଟା ଓ ଗୁଣନଚିସ୍କାର ନସ୍ଟମ୍ଭମାନ ୬ ସ୍ତର 
ପ୍ରସ୍ଥ ଦୃ ଏ୨ ମଜେକର ୩ > 1 ଅଖ | ଉାହାହେଲେ 7, ଏକକ ସଂଖ୍ୟା ବସ୍ସ୍ୁନ ଏକ 
ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ଧ ଅଝେ । ଏଠାରେ ଏକକ ସଂଖ୍ୟା 1, ଭର ଅନ୍ତର୍ଗତ ଲୁହ । 


ଉଦାଦ୍ରରଣ ୩ :-ସମସ୍ତ ପରମେୟ୍ଵ ଗୁଣି ଓ ଠ ଏକନ୍ଧ ଏକ ଗ୍‌ଶିକୁଞ୍ଜ 
ଗଠନ କରନ୍ତି | 

ଉଦାଦହ୍ରରଣ ୪ :—ମନେକର, 7 ମାନାଙ କମି୍୍‌ ଭନ୍ନଶେଷ ବଶିଷ୍ପ ଅବଶେଷ 
ଶ୍ରେର୍ଣମ୍ମାନଙ୍କୁ 0, 1, 2, 3, 4, 5 ଓ 6 ସ୍ୃବେ ନାମ୍ଭିଭ କର୍ଵଗଲ୍‌ । ଯେଉଁ ଅବଶେଷ 
ଶ୍ରେର୍ଣୀ ଅନ୍ତୂର୍ଗଭ କୌଣସି ପୂ୍ଶ୍ତିସଖ୍ଯାକୁ 7 ଦାରା ତ୍ବଗକଲେ £ ଭ୍ରଗଣେଷ ରହେ, ସେହ୍ର 
ଅବଣେପ ଶଷ୍ରେର୍ଣକୁ ଆସ୍ତେ ଏଠାରେ £ ଭ୍ତ୍ବେ ନାମ୍ଭିଭ କରଅଚୁ । ଏଠାରେ, ଯଦଦ 
(+ ;) କୂ 7 ଦାରା ଭ୍ବଗକଲେ × ଭୂଗଣଶେଷ ରହେ, ଡାହାହେଲେ ¿‡ 3 ¦ ର ଯୋଗଝଲ 
{+= ଡ଼ୁଏ ଓ ସଦ (5, ¦) କୁ 7 ଦ୍ଵାର୍‌ ତ୍ତଗକଲେ ୩ ଭ୍ତରଗଣେଷ ରହେ, 
ତାହାହେଲେ ; - 7 = 7 ହୁଏ | ଉଦାହରଣ ସ୍ବରୂପ, 

4+5=2, 

4-6 = 53, 


ad 
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ଝ୍ୀଙ୍ଗସ୍କ ଗ୍ଵଶି ପରଚସ୍ଟ ୭ 


ଇତ୍ୟାନ୍ଦ । ଏଠାରେ 


ON OT sO PO) 


ଅଛେ । ସେ କୌଣସି ଶ୍ରେଣୀ % ସହୁ ଠି ଗୁଣନ କଲେ ଠି ମିଲେ । ଏହ୍ସ ସମଭଇସ୍ଟଲ୍‌ ନାମ 
Z,=10, 1,2, 3, 4, 5, 6 } ; ଏଥରେ 7 ସଂଖ୍ୟକ ““ର୍ଶି'” ବଦ୍ୟମାନ । ଏଣୁ 
ଏହୁ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ Z ଏକ ସୀମିଭ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ଦ ଅଃ । 

ଉଦାଦହ୍ରଣ ୫ :—ମନେକର୍‌ ଆ = 6 ଓ 


0 =[---, — 30,— 24,— 18, = 12, 6,0,6,12,18,24,30,**-] 
I= — 29, 23, = 17, 11, 5,1,7,13,19,25,31,---] 
a=[---, — 28, — 22, ¬ 16, = 10, 4,2,8,14,20,26 ,32, * ˆ] 
j=(-++, —25,—21,— 15, - 9, = 3,3,9,15,21,27,33,*-] 
4=[-+:, = 24, = 20, ¬ 14, = 8, = 2,4,10,16,22,28,34,* +] 
D=(-e-, =23,—19,— 13, — 7,— 1,5,11,17,23,29,35, * +] 


ଅଛେ | ଏଠାରେ ^ “ 1 = ନ ଅଝେ | ମାଛ 2 - 3 = 0 ଓ 240, 3 0 ହେରୁ, 
{ 0, 1, 2, 3, 4, 5 } = Z¿ ଏକ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ଧ ହୋଇପାରବ ନାହି । 

ଅପର୍‌ ପଷ୍ଷେ ଆମ୍ତେ ସ୍ରମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧୀ ସେ, 

୍୍ତସ୍ଟୋଭ୍ରିଂଶତ୍‌ ଗ୍ରମେୟ୍ଟ୍‌ : ଏକ ସୀମିଭ ସାଂଖ୍ୟଚନ ଏକ ର୍‌ଶିୁଞ୍ଜ ଅଝ୫େ । 

ସେଉଁ ସାଂଝ୍ଯଚନ ସୀମ୍ଭିଭ୍ତ ସଂଖ୍ଯକ ରୁଶିସମୂଦ୍ର ଦୁଗଘ୍‌ ଗଠିକ ହ୍ରୋଇଥାଏ, 
ଢାହ୍ବାଲୁ ଆମ୍ଭେ ସୀମିତ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ ନାମ୍ମ ଦେଉ । 


ସ୍ରମାଣ : ମଜେକର 21 22, 39 4, * ', ‰ଳ ¬ ଏୁ n ସଂଖ୍ୟକ ପରଷ୍ପରଠାରୁ 
ସ୍ୃୃଥକ୍‌ ର୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କ ଦ୍ାଘ୍‌ ଦତ୍ତ ସାଂଖ୍ଯୟଚନ୍ଦ ୬ ଗଠିଭ ଦ୍ରୋଇଛୁ । ମନେକର ଏମ୍ଭାଳଙ୍କ 
ମଧରୁ 6 ଏପରି ଏକ ରଶି ଯେ, ସେ କୌଣସି %„ ନମିଶ୍ବ (4 + ×) ସହ 2& ସମାନ 
ହୁଏ ଜାହି, ଅଥାଳୁ @ 0 ଅଃ । 

ପ୍ରଥମଭଃ ¥ 4, 2 ୨0, %3⁄;* * * 3% ଏବୁ n ସଂଖ୍ୟକ ରଗ୍‌ଣି ପରତ୍ମରଠାରୁ 
ସୃଥକ୍‌ ; କାରଣ, ସଦ ¡୨4 ଜିମିଦ୍‌, 4 = ¡4 ଦୁଏ, ଢେବେ (x) — ;)4=0 
ହ୍ବେବ, ଏବଂ 4 ¥ 0 ହଦ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ , (3) —ନସ୍ମ ଅନୁୁଯାସ୍ଟୀ, × ¬ × = 0 ଦେବ ଓ 
{= ) ସମ୍ପର୍କର ବୟର୍ତନ୍ଦମ୍ଭ ସଵପିବ । ଅର୍ଥାତ — 
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ବ୍ ୦୮ ରାଶିଉଳୁ 


(<) X1 @. X30) X3A,0 tees , „4 ପଘରଞରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଅଃନ | 

(2) ଏମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଅଃ | 

ମ୍ଥାନ୍ଧ ଠରେ ଅରମ୍ପରଖାରୁ ସ୍ୃଥକ୍‌ କେବଲ ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଶି ଥାଏ । ଏଣ୍ର 
×1@, ×5@5 30,“ * ` ‰ନ4 ବ୍ଯସ଼୍ୀଉ ରେ ଅନ୍ୟ କୌଣସି ଗ୍‌ଗି ନାହି । ଅର୍ଥାତ ଯଦ୍ଦ 
ଯର 3 ସେ କୌଣସି ଏକ ଗ୍ଣି ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ ଏହାକୁ କୌଣସ୍ବି ¢ ଜମିଦ୍ତ, 

Y= xia 
ଷ୍ଵବେ ଲେଖାଯାଇ ପାରବ । ବୃଣେଷରଃ ଠର @ ଏକ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ 7୬ ଅନ୍ତର୍ଗ ଉ 
ସେ କୌଣସି ଏକ xi ନମି୍ 

a= x,;a 

(6) 

ହେବ ! ଫଲଭଉଃ, ସେ କୌଣସି 9 = ×,4 ଜମି, 

Dx = (xsa x = xilaxs )= xs (x1 a) 1 

(0) 0 0 0 

= xia = Yy 
ଓ ×+ ୬ = × = ) ହେବ | ଏଣୁ 4 ଗ୍ଶିବି ଯର ଏକକ ଗ୍ଶି ଅଝେ । ଏହା ୬ର 
ଅଲ୍ର୍ଗର ଏକ ରଶି ହ୍ରୋଇଥିବାରୁ ଏହ୍ରା 2 @, ¥30) 0, * "ଆ ଏହୁ ୩ 
ସଂଖ୍ଯକ ଗ୍‌ଗିମ୍ଥାନଙ୍କ ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ରଶି. ହ୍ରେବ । ଏଣ୍ଣି ଏପରି ଏକ ×, ଅଛୁ ସେଉଁ 
× „ ପାଇଲି 

XeA= X39 

° 

ଅଟେ । ଏଣ୍ରି ±, ରାଣି୭ 4ର ସ୍ରଭଲେମ୍ଭ ହୁଏ । 

ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କଳୁ' ସେ, ୬ ରେ ଏକ ଏକକ ରାଗି ×¦ ଓ ଶୃନଯଠାରୁ ସୃଅକ୍‌ 
ପ୍ରରର୍‌ଣି @ ନମିଣ୍ବ ଏହ୍ବାର ସ୍ତଭଲେମ 2 ˆ 3 ଅଛୁ । ଫଲଭଃ ଏକ ରାଗିଲୁଞ୍ଞ ଅଝଵେ | 
ଅନ୍‌ ସିଦ୍ଧାନ୍ତ : 

ମ୍ଥଜେକର 2 ଏକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ଓ ୦ < < ଜମିର, 

ସେଉଁ ସମସ୍ତ × ପାଇଁ × = ‰ (ସାନ ୨) ଅଃ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କ ଦ୍ାଗ୍ଵ ଗଠିକତ 
ଅବଶେଷ ଶ୍ରେ୍ଣଂ ¿ ଭ୍ଵବେ ନାମିତ କର୍‌ଗଲ୍‌ | ଯଦ୍ଦ (4 + ¿) କୁ ¿ ଦୁାରା ତ୍ଗ କଲେ 
ର୍ଵଗଣେଷ / ଓ (; - ;)କୁ ଦର୍‌ ଭ୍ବଗକଲେ ଭ୍୍ଗଣେଷ 2 ହୁଏ ଭେବେ, 

{ + {= ଓ ¦ ¡ = m ହେଉ । 
ଏହ୍ଵ ଜୟମ୍ଭ ଅନୁଯାୟୀ ଗଠିଉ 

{0, 1, 2, 3, + (p= 1D} 
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ଝା ଜୀୟୁ ଗ୍ଵରଶି ପର୍‌ ଚୟ ବତ 


ଏହ୍ସ ୬ ସଂଖ୍ଯକ ଗ୍ଵଶିର୍‌ ସମଭୁଟଚୟ୍କୁ Z„ ନ।ମ ନଆସାଉ୍‌ । 
ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରବ୍ଧ ସେ, ଯଦ 
{-j=0 G6 420 
ହ୍ବୋଇଥାଏ, ତେବେ 7 = 0 ହେବ | ଏଠାରେ (“;) ପୁଣ୍ିସଖଯା?ି  ଦୁାରା ବଭ୍ତଜୟ ଅଝେ 


ଓ » ଦାରା ¢ ବବଜୟ ଲୁଢ଼େ । ଏଣୁ, ୬ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥ୍ବବାରୁ 2 ଦାରା ¦ 
ବଷ୍ଵଜ୍ଯ ଅଝେ । ଅର୍ଥକୁ; =0 ହୁଏ | 


ଷୁଷ୍ପଭଃ Z„ର ଗଣି ସମୂହ (କ) ଠାରୁ (3) ଗୁଣର ଅଧ୍କାସ୍‌ ଅଃଲ୍ତ | ଏଣ୍ପ Z» 
ଏକ ସାମି୍ତ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ଧ ଅଃ । ଉେର୍ନଣ ପ୍ରମେୟ ଅଲୁଯାୟୀ, Z„ ଏକ ର୍‌ଶିକୁଞ ଡୁଏ | 


ଝ୫ମ ଉଦାଦ୍ରଣ : ସଦ ୬ = 11 ନଆସାଏ, ଆମେ ରାଗଶିକୁଞ Z1; ପାଉ୍‌ | 
ଏହ୍ରା 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10— 
ଏ ଏଗାର? ଅବଶେଷ ଗ୍ରେଣ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଗଠିତ ଅଖ । 

ଏଠାରେ 2:5 = 10 =3-7 ଅଛେ | 


ଫଲଉଃ, ଆମେ ଦେଖୁ ଚୁ ସେ, କେତେକ ଗଣି କୁଞ୍ତରେ ଗୋଞିଏ ର୍‌ଣିକୁ 
(ସନ୍ତୋଷଜନକ ଗ୍ଵବେ) ବଭନ୍ତ୍ର ଗଵଗିରେ ଗୁଣନଫଳ ଷ୍ଵବେ କେବଲ ଗୋଡିଏ ଉପାୟରେ 
ପ୍ରକାଶିତ କର୍‌ଯାଇପାରେ ନାହି; କାରଣ ଗୋ?ଏ ରଵଶିର ବରତଲ୍ତ୍ର ପ୍ରକାଣନ ମିଲପାରେ । 


୪.୫. ଆମେ ପୁରୁ ଦର୍ଶାଇଅଛୁ ସେ, ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧନାସ୍ପକ ଗୁ୍ତ୍ରିସଖ୍ଯା ଏକ 
ନର୍ଦଷ୍ଟ ଷ୍ଵବରେ କେତେକ ମୌଲକ ସଂଞ୍ଯାର ଗୁଣନଫଲରୁପେ ପ୍ରକାଶି ହୁଏ । ଆମେ 
ଏଠାରେ ପ୍ତଣ୍ର କରବ୍ଧ କେଉଁ କେଉଁ ସଂଖ୍ୟାଚନ୍ଧରେ 


(<) ଏହୁ ପ୍ରକାରର୍‌ ମ୍ୌଲକ ର୍୍‌ଣିମ୍ଥାନ ଥାଏ ସେ, 
(2) ସ୍ରଚ୍ୟେକ ଗଣି ସେଦ୍ଦ୍ର ସେଦ୍ସ ମୌ୍ନକ ର୍ଵଣିମ୍ମାଳଙ୍କର ଏକ କର୍ଦିଷ୍ଣ ଗୁଣନଙଂଲ 
ରୁପେ ପ୍ରକାଶି ହ୍ରୋଇପାରେ । 


ଏଠାରେ ଛ୍କ୍୍ଦିଷ୍ଣ ଗୁଣନଙଝଲର ଅର୍ଥ ବ୍ୟାଖ୍ୟା-ସାପେଷ୍ଠ ଅଝେ । ସେ କୌଣସି 
ଏକକ ଗ୍ଵଣି ବରଣିଷ୍କ୍‌ ସଖ୍ୟାଚନ୍ତରେ ସେଉ ସେଉଁ ର୍‌ଣିମ୍ଭାଳଙ୍କ ଦୁାଗ୍ଵ ଏକକ ର୍ଵଣି? ବସ୍ତଜ୍ଯ 
ହେଉ୍‌ଥାଏ ଆମେ ସେଦ୍ର ସେନ୍ଦ୍ ରଵଶିମ୍ଭାଦକ୍ର୍ ସଂଖ୍ୟାଚନ୍ତର୍‌ ଏକ-ସମ୍ପଗ୍ଲରି (unity) କହ଼ରୁ | 

ଉ୍‌ଦାହରଣ ରୁପ, ସମସ ପୁଣ୍ମିସଖ୍ୟା ଓ 0 ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଗଠିତ୍ତ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ଦ ରେ ++ 1 
ଏକକ ଅଃ । ଏହ୍ସ ଏକକ? 4+ 1 ଓ ¬ 1 ଦାରା ବଭୂୃଜୟ ଅଖ | ଏଣୁ ++ 1 ଓ ¬ 1, 
ଏହ୍ସ ରାଣି ଦୁଇଝି ସଖ୍ଯାଚନ୍ଧ Zରେ ଦୁଇଝି ଏକସମର୍‌ଣି ଅଃନ୍ତ । ସଦ ଏକକ ଗୁଣିବଣିଷ୍ତ 
କୌଣସି ଝଂଖ୍ୟଯାଚନ ୭ ର = ସେ କୌଣସି ଏକ ଏକସମର୍‌ଣି ଓ £ ଏହାର କୌଣସ 
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ବ୍ଧ୍ତ ଗ୍ଵଗିଉତ୍ତ 


ଏକର୍‌ଶି ହ୍ରୋଇଆାଏ, ଜା ହେଲେ ଆମେ £ ଓ 6 -¢ କୁ ପରଞ୍ତରର ଅନ୍ୁବଛୀ ଗୁଣି 
(associates) କହୁକୁ । ଏହୁ ଭର, ଶୂନ ଓ ଏକରାଣି ଭନ୍ତ ଟଯଉି ସମସ୍ତ ଗଣି କେବଲ 
ଏକସମ୍ମ ରାଶି ଓ ନଜର ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ ରଣିମ୍ଥାନଙ୍କ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ବଷ୍ଠଜ୍ଯ ଦୃଅନ୍ତ ଓ ଅଜ୍ଯ କୌଣସ୍ତି 
ଗଶିଦଧାରା ବତ୍ବଜ୍ୟ ତୃଅନ୍ତ୍ର ନାଡି ଆମ୍ଭେ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ର ମ୍ମୌଲକ ରାଶିବୋଲ୍‌ 
କନ୍ଦ୍ରଦ୍ଧ । ଆମ୍ଭେ ଏଠାରେ 2 ଦ୍ଵାର୍‌ 4 ବର୍ବଜ ବୋଲି କହ୍ୁବାର ଅର୍ଥ ହେଉଛୁ, ସାଂଖ୍ୟ- 
ଚନରେ ଏପର୍‌ ଏକ ଗ୍ଵଣି ¢ ରଦ୍ଦ୍ରଛୁ, ଯାହାର ବ୍ୟବହ୍ଥାର ସଲରେ 4 = ହୁଏ । 

ଆମେ ଜାଣି ସେ, 

24 = 2-2-2: 3 = (— 2)«( = 2)“ 2-3 

= 2-2( = 2) ( ¬ 3) = ( = 3) 2-2 ( = 2) 
ଅଟେ | ଏଠାରେ 24 ¬ ଏହୁ ସଂଖ୍ଯା? ଏକ ଛର୍ଦିଷ୍କ ଜ୍‌ପାୟ୍‌ରେ ମ୍ୌଲକ ଗ୍‌ଶିମାନଙ୍କର 
ଗୁଣନଫଲରୁପେ ସ୍ତକାଶିଉ ହୋଇ ପାରିବାର ଅର୍ଥ ହେଉଛୁ ଏହ୍ଦ୍ର ସେ, 

ସେ କୌଣସି ଦୁଇସ୍ତକାରର ସ୍ତକାଶନରେ କେବଲ 

(କ) ଗୋଝିଏ ପ୍ରକାଣନର ମୌମଲକ ର୍‌ଣିମ୍ଥାନ ଅନ୍ଯ ପ୍ତକାଣନର ମୌଲିକ 
ରାଣିମପାନଙ୍କର ଅଲ୍ଲବନ୍ଧୀ ଗଣି ହ୍ରୋଇ ଆାରନ୍ତ, 

(ଖ) ଏହୁ ମ୍ଭୌଲକ ଗୁଣିଞ୍ଭାନଙ୍କର ବା ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନ୍ୁୁବ୍ଧୀ ଗଵଣିମ୍ଭାନଙ୍କର 
ମ୍ଭ ଅନୁଯାୟୀ ମୁଁ ର ଭନ ଦ୍ରୋଇପାରେ । 

(ଗ) କେତେକ ଏକକ ଗୁଣି ଗୋଝିଏ ସ୍ତକାଶନରେ ଉୁସ୍ପାଦକଷ୍ଵବେ ନ ଥାଇ 
ଅନ୍ୟ ପ୍ରକାଶନରେ ଜଉସ୍ପାଦକ ଭ୍ଵନେ ରଦ୍୍ରପାରନ୍ତ୍ର । 


ଯଦଦ କୋଣସି ସ୍ାଂଖ୍ଯରନର କେତେକ ରଗିକ୍ୁୁ ଆମେ ମୋୌଲକ ର୍ଶି a 
ଚଦ୍୍ଵାଇ ଦେଇଷାରୁ ଏବଂ ସଦ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ନଝିର ସ୍ରଭୟକ ଘ୍‌ଶିର (କ), (ଖ) ଓ (ର) 
ର୍ଯ୍ାୟ୍ : ଅନ୍ତର୍ଗତ ବନ୍ତ ୍ତକାଶନକୁ ଗୋଵିଏ ପ୍ରକାଶନତ୍ତ୍ବେ ଗ୍ରହଣ କର୍‌ଯାଏ ଏବଂ < 
ଅର୍ଥରେ ସଦ୍ଦ ସ୍ପାଂଖ୍ୟଚନ୍ନ ଝର ପ୍ରତ୍ୟେକ ଗ୍ରିର ମୌଲିକ ର୍‌ଶିମ୍ଥାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଳଲରୁପେ 
ଗୋଡିଏ ମ୍ଥାନ୍ଧ ପ୍ରକାଶନ ଥାଏ, ଢେବେ ଆସ୍ତେ ସାଂଖ୍ୟଚନଝିକୁ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ନସ୍ଟାଭକ ଗ୍‌ଣିଚନ 
(Unique Factorisation Domain) କ୍ଵବ୍ଧୁ' । ବରଭନ୍ତ୍ର ପୁର୍ଭ୍ତିସଖ୍ଯା ୩ ଓ ୩ 
ନମ୍ି୍ତ୍‌ ୟେଉ୍‌ ଗୁଣି ସମୂନ୍ରର ପ୍ରତେକ ଗୁଣି (+1) ଭଵବେ ଲ୍‌ଖିଭ ହ୍ରୋଇପାରନ୍ତି। 
ଆମେ ଘେଦ୍ଦ୍ର ରୁଶି୍ଥାନଙ୍କର ସମ୍ଭୁଚୟ୍ଟକୁ Z412Z ଭ୍ଵବେ ଲେଖିବ୍ସୁ । ପୁନଶ୍ତ,ବଭନ୍ତନ 
ପୁ୍ତିସଖଂୟ × ଓ 3 ନମିଶ୍‌ ସେଉଁ ର୍‌ଗିସମୂହର ପ୍ରତ୍ୟେକ ରଶି (±+ ©) ଭୁବେ ଲଖିଉ 
ହ୍ରୋଇପାରନ୍ତ୨ ଆମେ ସେବ ରଶି ସମୂହକୁ Z + ®Z ଭଵବେ ଲେଖିବୃ' । 


ଏଠାରେ ଆମ୍ଭେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, Z+1Z ଓ Z+ 07, ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ଗୋଂଝିଏ ଗୋଝିଏ ଏକକ ଜସ୍ପାଦକ ସମ୍ପନ୍ଧ ରୁଗିଚନ୍ଧ ଅନ୍ତର । ଏମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଆମେ ଯଥାନ୍ଦମେ 


Digitized by srujanika@gmail.com 


ଵାୟୁ ଗ୍ଵଣି ପରଚୟ ବ୍ଦ୍ବ୍‌ 


ଗାଉ୍‌ସାୟ୍‌ ସା୧ଖ୍ଯଚନ (Gausaian Domain) ଓ ଜାକୋସ୍ୀସ୍ ସାଂଖ୍ଯଚଙ୍ 
(Jacobian Domain) ନାମ ଦେବ୍ଧ | 
୪-୪. ଗାତ୍‌ସୀସ୍ ସାଂଖ୍ଯଚନ Z¬+12Z ର ଗୁଣ ; ଏହୁ ପରଚ୍ରେଦରେ ଆମେ 
ବର୍ତତ୍ତ୍ର ପୁର୍ଷ୍ତିଫସଖ୍ଯା ୩ ଓ ୩ କମି୍ତ୍ର ଗାଉ୍ତସୀୟ୍ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ଯା (7 +୩) ମାନଙ୍କର 
ଗୁଣମ୍ଭାନ ବର୍ପିନା କରବ୍ଧ । 
ମ୍ମଜେକର £› ? ଓ £ ଭନୋନ଼ି ଗାଉସୀୟ୍‌ ସଂଖୟା ଓ ! 2 0 ଅହେ | ସଦ 
£= 
ହୋଇଥାଏ, ଆମେ ॥ ଦାଗ £ ବଭବକୟ ବୋଲ କହୁ ¦ # କୁ £ ର ଭୂଜକ କୁହାଯାଏ । 
ଆମ୍ଭେ ଲେଖିବ , 
ng 
ଏଠାରେ 1, 1, {, ¬ ¦ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଗାଜ୍ସୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥବବାରୁ £ ର 
ଜମ୍ପୋକ୍ର ଆଠଗୋଃି ମ୍ରାମୁଲ୍‌ (୮୪121) ଭ୍ଵଜକ ଅନୁ, ଯଥା : 
1, £, —1,—€, 1, —¢ €, —1, i € 
ସଦ «„ #, 1, 72) * * * ନ ନ1) /.,ˆ “ *୬ିଛ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 
ହୋଇଥାନ୍ତ, ଢାହ଼ା ହେଲେ 
(କ) =“ ଦୁାର୍‌ ^ ବର୍ଜ୍ଯ ହେଲେ ଓ # ଦାରା  ବଷ୍୍ଜ୍ଯ ହେଉ୍‌ଥ୍ଢଲେ, ୩ ଦ୍ଵାର 
ବତ୍ତ୍ଜ୍ୟ ହେବ, ଏବଂ 
(ଖ) « ଦ୍ର 1, 7୨) <° * 7ନ ବିଷ୍ଠକ ଦହ୍ରେଉ୍‌ଥିଲେ « ଦ୍ଵାର #1 7୨ + ଥୁ ୮୨ 
+ * “ 4 ନନ୍‌ ନ ବିଭ୍ଵକଯ ହେବ । 
ଯଦ୍ଦ କୈଣସି ଗାଉ୍୍‌ସୀସ୍ତ ସଂଖ୍ଯା € ଦାରା 1 ବର୍ଵଜ୍ଯ ହେଉଥାଏ, ତେବେ € ଲୁ 
Z + Z ର ଏକ ଏକସମରାଶି (nity) କୁହାହିବ । ସେ କୌଣସି ଗାଉ୍‌ସୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 
£ =+; (ଏଠାରେ 4, 2 ଗୁଷୁିସଖ ଅଃନ୍ତ) ଜମିବ (4”+ 0”) କୁ £ ର ମାନ 
(Norm) (£) କୁହାସିକ ¡ ଆମେ 
a +b" = N(é) = N(a+ib) 
ଲେଖିବ । ସଦ £= ¬ ¦ ହୁଏ, ଭେଦେ (¢) 
= (4+:)(@—:) = £ ‡ ହେବ । ଏଠାରେ କୁ ର ସସୁଚ୍ୀର୍ଣି (Conjugate) 
କୁହାସିବ । £ ଓ £ ସ୍ରଭ୍ୟେକେ Z¬+।2Z ର ଅଲୁର୍ଗଭ ଅଃନ୍ତ | ସୂନଷ୍ତ, 
ଯଦ୍ଦ୍ର ଆ = ¢ + ¦ ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ 
N(E) NO) =(e*+ B(c* +d’) 
= (ac — bd)* + (ad + bc)? 
G £1 = (ac -- bd) +i(ad + bc) 
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ଏ୪ ରଶି” 


ହୋଇଥବାରୁ 

N(én) = M(€) N(0) 
ଅଖ | ସଲଢଡଃ, £1 › £8› * * ` £ ଏହୁ ” ସଂଖିୟକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ନ୍ଧମିତ୍ତ 

NE + ee £) = N(6)‹ (£9) “++ "ଏ (£) ଅଟେ । ଆମେ ସ୍ରମାଣ 
କରବ୍ଧ ସେ, 

ଚତୁର୍ରିଂଶଡ୍‌ ତମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : 2+ 2 ର ସ୍ରତଯକ ଏକସମ୍ଭ ର୍ଵଗିର୍‌ ମ୍ମାନ 
1 ଅଃ । ସୂନଶୃ ଏହାର ସେଉଁ ସେଉ୍‌ ସଂଖ୍ୟାର ମାନ । ଅହେ, ସେମ୍ଭାନେ ପ୍ରଭ୍ଯେକେ 
ଗୋଂ?ିଏ ଗୋଂ?ିଏ ଏକସସମ୍ଥ ଗୁଗି ଅଃନ୍ତ୍ର | 

ସ୍ତଥମାଣ : ମନେକର € ଏକ ସମ୍ତଗ୍ଵଶି ଅଃେ । ଫଲଭଃ କୌଣସି ଏକ 
୩ ଜମି 

1=€ 1 - 
ଅଃ | ସୂତର୍‌ଂ 

= N(€ ) = N(€) - N(N) 

ହୁଏ । ଏଣୁ (6) ଦୁାରା 1 ବରଜ ତୃଏ । (€) ଦୁଇବି ପୁ୍୍ମିସଖ୍ୟାର ବର୍ଗଦୁସ୍ଟର 
ସୋଗସଲ ହୋଇଥିବାରୁ ,' 

N(6)=1 
ହୁଏ | ଅପର ପଷେ, ସଦ ଏ (4+) = 1 ହୁଏ, ଭେବେ_ 

=a’ +b" =(a-Hib) (a — ib) 

ହେବ । ଅନ୍ଧ, (4+) ଦାରା 1 ବସ୍ତଜ୍ୟ ହେବ ଓଁ ସଲକତଃ, (4 + ¦) ଏକ 
ଏକସମ୍ଭ ରାଣି ହେବ । 

ପମ୍ଭଭ୍ରିଂଶଡ୍‌ ତମ ପ୍ରମେୟ : 2 +2 ର କେବଳ 1, †, ¬1, ¬, ଏହୁ 
ଗ୍ଵର୍‌ଗୋ? ଏକସମର୍‌ଣି ଅଛୁ । 

ସ୍ତମାଣ : ମନେକର, ପୁ୍୍ଣିସଖୟା 4, 2 ମି 

(a+b) 

ଏକ ଏଜସମ୍ଭ ଗୁଣି ଅଃ । ଡାହ୍ଵାହେଲେ, 

1 =N(a+ ib) =a’ + b* 
ହୁଏ । ଏଠାରେ 4 ଓ 8 ଗୋଡିଏ ଗୋଝିଏ ଗୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟଯା ହୋଇଧ୍ବବାରୁ 2"=1 ବା 
b* = ¦ ହେବ । ଏ, 


a=0 
} ବା b= +1 


ହେବ । (4+) ରାଶି୫ 1, ¬ 1, {, ¬ ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ରାଶି ହେବ | 
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ଝ୍ବୀଜୀୟୁ ଘୁରି ପରଚୟ ବ୍ବ୍ର 


ସଦ୍ଦ € ଏକ ଏକସମ୍ମଗୁଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ ଓ £ କୌଣସି ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ତ ସଂଖ୍ଯା 
ହୁଏ, ତେବେ € £, £ ର ଏକ ଅନ୍ଧୁବ୍ଛୀ ଗଣି ହୁଏ । ସୂୁଗ୍ରଂ କେବଳ £, £, (8, 
¬ ¡£ ଏହୁ ଗୃରୋ?ି £ ର ଅଲୁବଛୀ ଅଃନ୍ତ । 

ଏହା ମ୍ୃଷ୍କ ସେ, ଯଦ୍ଦ £ ଦୃ।ରା ” ବଷ୍ଵଜୀ ହେଉଥାଏ, ଏବିଂ ର ଓ ଦୂଇଝି 
ଏକସମ୍ଚଗଵଣି ହୋଇଥାନ୍ତ୍ତ ଢେବେ £ ଦ୍ାର୍‌ 6 ବଭ୍ତଜ୍ୟ ହୁଏ ; ଅରୁ £ ର ସେ 
କୌଣସି ଅନ୍ଲବନ୍ୀ ଗଣି ଦଵାଗ୍‌ / ର ସେ କୌଣସି ଅନ୍ଲବନ୍ଧୀ ଗଣି ରଷ୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ । 

ଶୂନ୍ଯ ବା କୌଣସି ଏକସସମ ର୍‌ଣିଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ସେଉଁ ଗ୍ଵଶି ସକଲ କେବଲ 
ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନ୍ୁବନ୍ଧୀ ଗୁଣି ଓ ଏକସମ ଗଵଶିମ୍ମାନଙ୍କ ମା ବଷ୍ଟଜଯ ହୁଅନ୍ତ। ସେମାନଙ୍କୁ 
Z+12Z ର ମୌଲକ ରାଣି ବା ମୌଲକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ତ ଗଣି କୁହ୍ାସିବ । ଯଦ୍ଦ ଏକ 
ମୌଲକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍କ୍‌ ଗୁଣି ହୋଇଥାଏ, ଢାଦହ୍ରାହ୍େଲେ 1, 7, ¬ 1, ¬ ₹, 1, ¬ {ମ, 
¬ {, ଏହୁ ଆଠଗୋଞି ଗାଉ୍୍‌ସୀସ୍ ସଂଖ୍ଯା ବ୍ଯସ୍ରଭ ଅନ୍ଯ କୌଣସି ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ଟ 
ସଂଖ୍ୟାଦ୍ଵାଗ୍‌ 7 ବଭ୍ତକୟ ହ୍ରେବ ନାହ୍ରି 


ଶଟ୍‌-ଭ୍ିଂଶଡ୍‌ଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ସେଉଁ ସେଉ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ତ୍ର ସଖ୍ଯାର ମାନ 
ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ନୌଲ୍ଲକ ପୁଣ୍ପିସଂଖ୍ଯା ଅଖ, ସେମ୍ମାନେ ପ୍ରତ୍ୟେକେ ଗୋଡଝପିଏ ଗୋଡିଏ 
ମୌଲିକ ଗାଉ୍‌ର୍ସୀୟ ଗ୍ଵଣି ଅଃନ୍ତ । 


ସ୍ତମାଣ : ମଜେକର ୬ ଏକ ମୌଲକ ପୂର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ £ ଏପର ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀୟ୍ 
ସଂଖ୍ୟା ସେ, (£) = ଅଃ | ଯଦ ଦୁଇଝି ଗାଭ୍ସୀୟ୍‌ ସଖା ॥ ଓ ¢ ଜମି୍୍‌ £ =" 
ହୁଏ, ଭେବେ 
p= N(£) = N(1) N(¢) 
ହେବ । ସୂଡର୍ଵଂ, '(#) ବା ({) ର ମୂଳା । ହ୍ରେବ । ସଲଡଃ, । ବା ¢ ଏକ 
ଏକସମରଣି ହେବ | ସୁଭଗୁଂ, 7 ଏକ ମୌଲକ ଗାଉ୍ସୀସୟ୍‌ ରାଣି ହୁଏ ! 
N(2+i)=5, N(5+i)=17, N(5+ 2) = 29, N(6+5:) 
= 6 1 — ଏମାନେ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ମୌଲିକ ଗ୍ୂଶ୍ତିସଖ୍ଯା ହୋଇଣ୍ବାରୁ 2+, 
4+, 5 × 21, 6 + 51, 2 +12 ର ଗୋଡିଏ ଗୋଝିଏ ମୌଳଲକ ଗାଉସୀସ୍ ର୍‌ଶି 
ଅଃନ୍ତ | 
ଦଷ୍ଟ୍ଟବ : 2 ର ଏକ ମୌଲିକ ରାଣି Z+¦2Z ର ଏକ ମୋୌଲକ ରଶି 
ହୋଇପାରେ, ନ ହ୍ରୋଇପାରେ ; ଯଥା : 
s=(2+;) (2:1) 
=(4+;1) (42) 
29 = (5 +28) ($ ¬ 28) 
61=(6+53%) (6 ¬ 58) 
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ବ୍ଦ ଗ୍ଵଶିତନ୍ତ୍ଲ୍‌ 


ହେଭୁ 5, 17, 29, 61 ଏମାନେ Z+ ।2ରେ ମୌଲକ ରଶି ନୁହଲ୍ତ । ମାନ୍ଧ 7, 
Z1 + ¦2ର ମଧ ଏକ ମୌଲକ ଗୁଶି ଅଃ | 


ସ୍ରମାଣ : ସଦ୍‌ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା 4, ଅ, ¢ ଓ  ଛମି୍ତ 
1 =(a+ib) (c—id) 

ହୁଏ, ତେବେ 
I=ac+bd G o=bc—ad 


ହେବ । ମନେକର, = = K ଅଛେ | ତେବେ | 


1=ac+bd =k (a’+ Db’ =. (c*+ d’) 
ହେବ, ଅର୍ଥାକୁ, £ ଏକ ଧନାସ୍କ ଗୁଣି ହେବ । ଯଦ୍ଦ £ < 1 ହୁଏ, ଭେବେ 
I= (6 +dଂ) > (0 + ଂ) ହେବ । 


କରୁ 49 = N(7) = N(a+ ib) Nic+id)=(a’+b’) (c'+d”) 
ହୋଇଥବାରୁ (* +4?) ଦ୍ଵାର 49 ବର୍ଵଜ୍ ହ୍ରେବ। ଏଣୁ ଂ4+d”=7 ବା 1 
ହେବ । ସ୍ଥାନ 


7=0+7 = 1+6 = 2+ 5 = 3+ 4 ହୋଇଅବାରୁ ୯ 0% ଜମିର 
€” + d" £ 7 ଅଝଵେ | ଫଲଢଃ,; €” + 0” = 1 ହେବ | ସେଦୃପର୍‌ ସଦ × > 1 ଦୁଏ, 
ଭେବେ 4” 4+ 8” = 1 ହେବ | ଏଣୁ (¢ ¬) ବା (4+) ଏକ ସମରାଣି ଦୃଅନ୍ତ । 
ଆମ୍େ ପ୍ରମ୍ଭାଣ କଳ୍ଲ୍‌ ସେ, Z¬++1ରେ 7 ଏକ ନୌନଲକ ର୍‌ଣି ଅଝଵେ | ଏହ୍ସ ପଇତରେର 
ସ୍ରସ୍ଟୋଗରେ ଆମେ ପ୍ତମ୍ଥାଣ କର୍୍‌ପାବୁ ସେ, 


ସପ୍ତଚ୍ଥିଂଶତ୍‌ ତମ ସ୍ତମେୟ୍ଟ : 2ର ସେଉ ସମ୍ଭସ୍ତ ମ୍ଭୌଲକ ରାଣି ୨ ଦୁଇଡି 
ପୁଶ୍ତିବର୍ଗର ସମ୍ପଣ୍ଡି ଲୁହ୍ରନ୍ତତ ସେମ୍ମାଜେ Z + ¦2ର ମଧ ମୌଲକ ରାଶି ହେବେ । 


ଞରଷ୍ଣତ୍ତଃୟ ଯେଉ ସମ୍ଭସ୍ତ ମୌଲିକ ଗଣି 2, ଦୁଇଡି ପୂ୍ତିବର୍ଗର ସମଭଣ୍ମି ହୋଇ 
ପାରନ୍ତି, ସେମାଜେ Z++¡2ର ମୌନକ ରାଶି ନ୍ତୁହନ୍ତ । କାରଣ ୬ =m" + ନ” 
ହେଲେ 2 = (m+) (m୩ ¦) ଅର୍ଥରୁ, ୬ ମୌନଲକ ହୋଇପାରେ ନାହି । 


ଏକ ଅନ୍‌ ସ୍ତଚମେସ୍ଟ୍‌ : ଶୂନ ବା ଏକ ଏକସମ୍ଗ୍ବଣି ହୋଇ ନଥବା Z + 12ର 
ସ୍ରଭ୍ୟେକ ଗଣି Z + ¡ର କୌଣସି ଏକ ମୌଲକ ରାଶିଦୁାର୍‌ ବଭୂଜ୍ୟ ଅଃ | 

ମ୍ରନେକର ¥ ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀୟ୍ଟ ସଂଖ୍ୟା ଓ ଏହା ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ଟ ମ୍ୌନ୍ମକ ସଂଖ୍ଯା 
ନୁହେ | ସୂତର୍‌ଂ, 
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ଝୀଜୀସ୍କ୍‌ ଗଣି ପରଚସୟ୍ତ୍‌ ବଦ୫ 


y=4,f, N(x) >1, N(f)>1 G6 
N(7) = N(«)N(B)) 
ହେବ | ସୁଉର୍‌ଂ 
1<€<N(«)< N(7) 
ଅଖ | ଯଦ୍ଦ ¡ ଏକ ମୋଲକ ସଂଖ୍ୟା ନ ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ 
<] = Pg, N(x) > 1, N(B,) >1 G 
N(a5) = N(4)) - N(B,) 
ହେବ । ଫଲଭତଃ 
1<N(x,)< N(x) 
ହୁଏ । ଏହୁ ମରେ ଆମେ ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀୟ୍‌ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ‰ ନ ମିଲବା ପର୍ସାକ୍ତ 
ଅଗ୍ରସର ହ୍ରୋଇ ପାରବ୍ସୀ । ଏଠାରେ 
N(r) >N(4) >N(4j) +++ >1 
ହୋଇଥବାରୁ ଆମେ ଏଦ୍ସ ଜମ୍ଭରେ ଗର୍ତ କଲେ୍‌ ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀୟ୍ ମ୍ଭୌଲ୍ନକ ସଂଖ ×, ପାଇ 
ପାରବୁ । ଝଲଭଃ, 
Y = py0 Sj = BiBo +++ BiG, 
ହେବ ଓ ¢ ଦର୍‌ ବଷକ ହେବ । 


ଅର୍ଶ୍ଟ ଭ୍ତଂଶଡ୍‌୍ତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଶୂନ୍ଯ ବା ଏକ ଏକସମଘ୍‌ଣିଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର ସ୍ତର 
ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ ସଂଖ୍ୟା କେତେକ ଗାଉ୍‌ସୀୟ ମ୍ୌଲକ ଗଵଣିର ଗୁଣସଲ ହୁଏ । 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର ର୍‌ଶି? 7 ଅଝେ | ଏହା ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍‌ ମୌଲକ ଗ୍ଣି 7 
ଦଵାର୍‌ ବତ୍ତଜ୍ୟ ହେବ । ଅାତ୍ 

y=m 7; G6 N(n)< N(7) 
ହେବ । 7; ଯଦ ଶୂନ ବା ଏକ ଏକସମର୍‌ଣି ହୋଇ ନ ଥାଏ, ତେବେ କୌଣସୈ ଏକ 
ଗାଉ୍୍‌ସୀସ୍କ୍‌ ମୌ୍କର୍‌ଣି 7, ଜମିଷ୍ତ୍‌› 

VY; = 17g G3 N(x) < N(6) 
ହେବ । ଏହ ଝଵଭରେ ଅଗ୍ରସର ହେଲେ ଆମ୍ଭେ ଏକ ହମତହ୍ରାସସ୍ଥାଣ ଧନାସ୍ତକ ପୁର୍ଣ୍ଣିସଂଖ୍ା 
ବଗିଷ୍ଣ ଅନ୍ତୁ ନମ 

N(y) > N(n) > V (v,) >+ >1 
ପାଇକୁ' | ଫଲଭଃ ପର୍‌ଶେଷରେ (7) = 1 ହେବ ଓ „ ଏଜ ଏକସମର୍ଶି ହେବ । 
ସୁତର୍‌ଂ 

Y =m, rt Tel g Vp 


=m]; vee TT 
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ବ୍ଦ୍ଠ ଘଣିଉତ୍ତ 


ହେବ ଓ 7] , ୩2, + * 7. ଓ 7", ¡ ' ସ୍ରଢେୟକେ ଗୋଵିଏ ଗୋଵିଏ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍କ 
ମୋୌଲକ ସଂଖୟା ହେବେ । 
ଉନଚଡ଼୍ାରଂଶତଡ୍ଡମ ସ୍ଥମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ ? ଓ ¡0 ଦୁଇଝି ଗାଉ୍‌ସୀସ୍କ 
ସଂଖ୍ୟା ଦଆସାଇଥାଏ, ଆମେ ଏପର୍‌ ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍‌ ସଖା £ ପାଇପାରବ୍ଧ ସେର 
(କ) = Ki +7, › G 
(6) N(r,) < N(»)) 


ଢ୍ଲେବ । 
ସ୍ତମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ, › ୨୪ 0 ହୋଇସିବାରୁ , 
7 
— = 1 = R4+;is 
LOE ov 


ହେଉ୍‌ | ସଦ ¥ = 4+ 4, 7) = 2 ¡ + ¦) ହୋଇଆଏ, ଭେବେ 

R =(aa +bb;)/(a* +b, *) 6 

S = (ab; — a b)/(a;* + bi’) 

ହ୍ବେବ | * ଓ 5 ଦୂଇଝି ପରମ୍େସ୍୍‌ ର୍ଵଣି ଅଃନ୍ତ । ପୁ୍ଧରିସଖ୍ୟା ଜ ହ୍ରୋଇଥ୍୍‌ଲେ ମନେକର 
R ରାଣି ପୁଣ୍ମିସଖ୍ୟା ୩ ଓ m ¬+ 1 ମଧରେ ଅବର୍ୁ ତ, ଅର୍ଥାଢୁ, 

m<R<m+1 
ଅଃ । ଏଠାରେ (¬ m) ଏ (m+ 1—ଦ) ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ରୁଣି (3) ଠାରୁ 
ଅନଧ୍ବକ ହ୍ବେବ, କାରଣ ଉଭୟ (2m) ଓ (m1 ¬ ନ) ଯଦ୍ଦ ‡ ଠାରୁ ଅଧୁନ 
ଦତୁଅନ୍ତ, ସେମ୍ଭାନଙ୍ବର ଯୋଗସଂଲଳ 1 > 4 + == 1 ହୁଏ | ସଦ (R— m) < ‡ ହୁଏ, 
ଜେକେ m= ଦେଉ; (m+ 1 — ନ) < ‡ ହୁଏ, ଢେବେ ୩+ 1 = ହେଉ, 
ଅନ୍ୟଥା, ଯଦ R-m=; ‡ = m + 1 — R ହୁଏ, କେବେ mM ହେେଉ୍‌ | 

ଆମେ ସ୍ତ୍ଥାଣ କଳୁ ଯେ, ଏପର ଏକ ପୁ୍ପିସଂଖ୍ୟା % ଅଛୁ ସେଷର୍କ 

i <R—x<} 
ହୁଏ । ସେହ୍ଵପର ଏପର୍‌ ଏକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟା ¥ ଅଛୁ ସେଷରକ 

— i <S—r < 
ହୁଏ । ଫଳଉଃ› 

Nn (Lxsiy JS RoHS < H+ =} 


ହୁଏ । ଆମେ ± + {9 = × ନେବୁ | ସଦ ¥, =? ¬ 7¡ ଡୁଏ, ଜଉେବେ 
1 


<FN(71)<N(n) 
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ଟ୍ରଙ୍ଗୟ୍କ ଗଣି ପର୍‌ଚସ୍ଟ ଦଏ୭ 


ହେବ । 

ଆମେ ବର୍ଭମାନ ଇତ୍ଭ୍କ ଡ୍‌ଙ୍କର କଲନା ପଛ (Euclid’s algorithm)ର 
ସ୍ରଣାଲୀ ଅଲ୍ଲୁସରଣ କରବ୍ଧ । 

ସଦ୍ଦ ? ଓ ?; ୪ 0 ଦୂଆଯାଇଥାଏ, ଆମେ ଏପର୍‌ „ ପାଇ ପାରୁଚୁ, ସେପର 
କୌଣସି ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା × ନମିତ୍ତ 

Y=Kn +7,, N(Y5) <N(W) 
ଢ୍ରେବ | ସଦ୍ଦ 32 0 ହୁଏ, ଆମେ ଏପର ଗାଉ୍ସୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା £¡ ଓ 8 ପାଇପାରବୁ 
ସେପର୍‌ 

Nn =KiY,+73, N(v5)<N(7,) 
ଦ୍ରେବ । ଏହୁ ଡମ୍ମରେ ଗଭ କଲେ ଆମେ ¿› ?;  - “ ଆଦଦ ଗାଉ୍ସୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ପାଇବୁ ଓ 

N(Y)>N(%)>N(7;) > +++ >0 
ହେଜ୍‌ସବ । ଏଠାରେ (7 ¡), (7), (5), - - - ଆଦ ଡମ ହୁ।ସମାଣ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା 
ମାନ ହୋଇଥ୍ବବାରୁ ଆମ୍ଭେ କୌଣସି ଏକ  ଜମ୍ରିନ୍ 

N(7n+9) =0 
ପାଇବ୍ଧ । ଝଲତ୍ତଃ, ?॥+¡ = 0 ହେବ ତ ପରେକୁ କଲନା ପଚ୍ଭେର ¬ ସ୍ଥାନ 
ସମ୍ମୀକରଣ 

Yoni = kn 1 Yo + Yo41 

ଓ 

Yn =n Yo41 
ଦ୍ବେବ | ସଲତତଃ „+1 ଦର୍‌ ନ ବିଭ୍ଵକସ ହ୍ରେବ । ସୂତଗ୍ୁଂ 4; ଦୁାରା (Ra-1 Yn+ 
Yn+4) = ¥ନ-1 ବିଭଵଜଯ ହ୍ରେବ ! ଏଣ୍ତି ନ ଦ୍ଵାର (Ra-2 Yn FY9) = Y#-2 
ବଭ୍ବଜ୍ୟ ହେବ | ଫଲଭଃ +4 ଦର୍‌ ଅମ-3 Yn-2† ¥.-1) = ନ $ ବିଷ୍ଠଜ୍ୟ ହ୍ବେବ । 
ovr ଏନ୍ଧ ହମ୍ଭରେ ଅଗ୍ରସର ହେଲେ ଆମେ ଦେଶଖିବ୍ଧ' ସେ ¥.+ ଦାରା 3 nm 
ବଷ୍କ୍ଯୟ ହ୍ରେବ । 

ସନ୍ଦ ୫ ଦ୍ଵାରା ଓ ₹¡ ବର୍ତ୍ରଜ୍ଯ ହୁଏ, ତେବେ ୫ ଦ୍ଵାରା AM =7, 
ବିତ୍ବଜ୍ୟ ହ୍ବେବ । ଫଲଭଃ 4 ଦାରା ¥ ¬ £, = 7 5 ବିଭଵଜ ହେବ ।- - ଏହୁ ମରେ 
ଅଗ୍ରସର ହ୍ରୋଇ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ ¢ ଦାରା ¥ ଓ ₹ , ବଭ୍ବଜ ହେବ । 

ଘଦ୍ଦ ¢ ଏପର୍‌ ଏକ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ଟ୍ର ସଂଖ୍ଯା ସ Y ଓ 7; ପ୍ରତ୍ଯେକ ସାଧାରଣ 
ତ୍ଵଜକ ଦ୍ଵାର ¢ ବଭ୍ଵଜ୍ଯ ଡୁଏ ଏବଂ ¢ ଦୁାର୍‌ ଓ ₹ ବଭଜ୍ୟ ହୁ ଅନ୍ତ ତେବ ଆମେ ( କୁ 
¥ ଓ ¡ର ଗରଣଞ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀସ୍ସକ ନାମ ଦେବ୍ଧ । 
ଆମେ ଲେଖିବ, 

¢=(Y, 71) 
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୧୮ ର୍ଵଗିଡ୍ତ 


ଯଦ୍ଦ୍ର ଓ ¢ ଦୂଇଝି ଗରଞ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣମୀସ୍ପକ ହ୍ରୋଇଥଆାନ୍ତ, ଭେବେ 
n/t G6 t/n 

ତୁଏ । ଫଳତଃ, 

(=$), 1=60{ = 0¢1, ବା 6¢ = 1 
ହେବ । ଏଣୁ ୫ ଓ ୫ ଜ୍ଉସ୍ଟେ ଏକ ଏକ ଏକସମ୍ତରାଗି ହ୍ରେବେ ଓ /, ୨ ପରମ୍ପରକୁ 
ଅନ୍ଧବନୀ ହ୍ରେବେ । 

ଚଦ୍ମାରଂଶତ୍‌ଡମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ଯଦ (7, 7; ) = 1 ହୁଏ, ଢେବେ 7) ଦାରା 
ନ ବର୍ବଜଯ ହ୍ରେଉ୍୍ୟଲେ 7) ଦାରା 2 ବର୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ୩୯ଶ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍ରେ ଦଆଯାଇଥବା କଳନା ପରେ ଅନ୍ତର୍ଗତ ପ୍ରଭ୍ଯେକ 

ସ୍ମୀକରଣକୁ 8 ଦାରା ଗୁଣନ କର ଆମେ ଦେଖୁ ସେ, 

(BY, Bri) = PY# 
ଅଛେ । ଏଠାରେ (», 71) = 1 ହେଭୁ, ¥; ଏକସମ ଅଛେ ଏବଂ 

(BY, BY5) = 
ହେବ । 7; ଦାରା #7; ବର୍ଵଜଯ ହେଉଅଥଚବାରୁ ଓ ¥; ଦୃାରା # ବରଜ ହ୍ରୋଇଧ୍ବାର 
ଦ୍ଦଆଯାଇଅ୍ବବାରୁ , ଗରଷ ସାଧାରଣ ଗୁଣ୍ଡଙାସ୍ପ୍କର ସଂକ୍କା ଅଲୁସାସ୍ଟୀ, ୪% ଦାରା (ନ, PY;) 
ବଭ୍ତଜ୍ୟ ହ୍ରେବ; ଅର୍ଥ ୪ ଦ୍ଵାରା # ବର୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ 


ସ୍ରମେୟ୍ଟ୍‌ : ଯଦ୍ର ଏକ ଗାଉ୍୍‌ସୀସ୍ସ୍ର ମୌନ୍ନକ ସଂଖ୍ଯା ୮ ଦ୍ଵାରା 2 ବଷ୍ତ୍ଜ୍ଯ 
ହେଉଥାଏ, ଢେବେ = ଦାରା ^ ବା ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବ | 


ଏକ ଚତ୍କାରଂଶତ୍‌୍ଡମ ସ୍ତମାଣ : (7, 7) = ଅଛେ । ଭାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 
ଦ୍ଵାରା 7 ଓ  ବଭ୍ଵଜ୍ଯ ଅଝଃ | ଫଳଭତଃ /: ଦୁ|ରା ୨ ବଶ୍ବଜୟ ହେଉସବାରୁ, 


(<) # ଏକ ସମରାଶିବିଏ ହୁଏ ଓ (7, ¥) = 1 ଦଡୁଏ, ଅଥବା 
(2) #, ମର ଏକ ଅଜବଛୀ ହେବ ଓ ସଲକଃ (7, ¥) =, 


ଅଣୁ, # ଦାରା ¥ ବକ ହ୍ରେବ ! 

ଫଲଉଂ, ୪° ଶ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵରେ ¡ = * ଜେଇ ଆମେ ଦେଖିବ ଯେ 
(ଏ) ଯଦଦ (7, ¥) = 1 ହୁଏ, ଢେବେ = ଦାରା 2 ବଭଜଯ ହେବ, ଅଥବା 
(2) 7 ଦାରା  ବଭୂଜୟ ହେବ । 

ମନେକର ଏକ ଗାଉ୍ସୀସ୍୍‌ ସଂଖ୍ଯା ର ଗାଉ୍୍‌ସୀସ୍କ୍‌ ମୌନ୍କ ସଂଖ୍ଯାମ୍ଥାନଙ୍କର 
ଗୁଣନ ଫଲ ରୁପେ ଦୂଇ ପ୍ରକାରର ପ୍ରକାଶନ 


ai [47 Qu fm np 
Tj LC €= Y=); 


bin b2. pba 


ip, 
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ଝାଙ୍ଗସ୍କ ଗୁଣି ପରଚସ୍ଟ ବ୍ଦ୍ଧ 


ଅନ୍ଧ ଏଠାରେ ପ୍ରତ୍ୟେକ 7 ଓ ୬ ମୌଲିକ ଅଃନ୍ତି, ପ୍ରତ୍ୟକ @ ଓ ¿ ଧନାମୂକ ପୁର 
ସଂଖ୍ୟା ଅନ୍ତର ଏବଂ €, 7 ଜ୍ଭୂସୟ୍ଠେ ଏକ ଏକ ଏକ ସମ୍ଭରଣି ଅଃନ୍୍ର | 

ଏଠାରେ ¦ ଦୁରା ୨ ",°" * “୬ ° ବରଜ ହ୍ରେଉ୍‌ଥ୍ଚବାରୁ ଦ୍ଧାରୀ 2& 
ବଭ୍ତଜ ନ ହ୍ରେଉ୍‌ ଥଲେ, 

୮ ! ୨,” - * “9.” ବର୍ଜ୍ୟ ହେବ୍ୟ ଫଲତତଃ 

2 * ୨,” * ‘9 ° -୩ ଓ ସେଦୃଷର୍‌ ଗରିକଲେ 
+ * “9 „°“ ବରଜ ହେବ । ଏଣୁ ସଦ୍ର ¦ ଦଵାର୍‌ 


କୌଣସି 2 ବତ୍ତଜ୍ ନହୁଏ, ଭେବେ 7 ଦ୍ଵାରା । ବଷ୍ଵକ୍ଯ ହ୍ରେବ ଓ 7 ମୌନ୍ଧକ 
0 


ହ୍ବେବ ନାହି । ସୁଭରାଂ 7୫ ମ୍ୌଲକ ହ୍ରୋଇଣ୍ୟବାରୁ ଏହାଦ୍ବାରା କୌଣସି ଏକ 
^; ବୃଭ୍ଵଜୀ ହେବ । ଏଠାରେ ¿ ଓ ^; ପରସରର ଅନୁବଛୀ ଗଣି ହେବେ | ସଦ 4; 
ଠାରୁ &;› ବୃହର ହେଉଥାଏ, ଭେବେ 2 ଦାରା, 
ai di Atti Ok 

Mee eM ga) Aggy tt Mp 

2 bi bs-a: b, 

Preps cP, 
ବିଶ୍ତଜ୍ଯ ହୁଏ | ମ୍ଥାନ୍ଧ 3, ୧", 7-1, 7‰1,* * ୪% ସ୍ରଭେୟକେ 2; ସ୍ର ମ୍ମୌନ୍ନକ 
ହୋଇଞ୍ୟବାରୁ ଏହ୍ରା ଅସ୍ତତ୍ତବ ଅଵେ । ଏଣ୍ର 4; ଠାରୁ 2; ଦୃହଦ୍ତର ଲୁହ଼ୈ, ସେଦୁପଷର „› 
ଠାରୁ 4; ଦୃଦହୁଦ୍ର ନୁହେଁ ! 

ସଳଉଃ ଆମେ ଦେଝୁଁ ସେ 

(<) ପ୍ରତ୍ୟେକ 7 କୌଣସି 2ର ଅନ୍ବଛୀ ଅଝଵେ, ସଲଉଃ ‰ = ¢ ହେବ, ଏବଂ 

(୨) ସବ 7 ଓ 2 ଏପର୍‌ ସଜା ହୋଇ ଥାଆନଲ୍ତ ସେ 

}=1, 2,** *,‰ ନମିଦ୍ବ, 7; ର ଅନୂବନୀ ଗ୍ଣି 2 ଡୁ ଏ, ତେବେ 

as=bi: 

ହେବ । ଏଣ୍ର Yର ଏହ୍ସ ପ୍ରକାଶନ (କ) ଉସ୍ପାଦକମ୍ମାନଙ୍କର ୫ମିକ ସ୍ଥାନ 
(ଖ) ଏକ ସମରାଣିମାନକର ଉ୍ପର୍ମର ଓ (ଗ) ଅନୁବନୀ ଗ୍ଶିମାନନୟର ଦୁର୍ଥଖବୋଧ 
ବ୍ୟନମ୍ତୀତ ଅନ୍ଯ ସମ୍ଭସ୍ତ ପ୍ରକାରେ ଅନନ୍ୟ (unique) ଅଃ | 

ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କଳ୍‌' ସେ, 

ଦ୍ଧ ଚଙ୍ଗାରଂଶତ୍‌ମ (୪୨) ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : 24+¦2Z ଏକ ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ ଜ୍ଦସ୍ତାଦନ 

ନସ୍ଵ।ମଭକ ଗୁଣିଚନ ଅଃ | 
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ବ୍‌ ୨୧ ର୍ଵଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


୪.୫ ଜାକୋଟସୀସ୍ଟ ।ସଂଖ୍ଯ ଚନ Z 4 2ରେ 


ଗଣ : Z 4+ ¦Z ରେ ସେପର ଭ୍ଵଜକ, ଏକସମଗୁଣି, ଅନ୍ବଛୀର୍‌ଣି ଓ ମୌଲକ 
ରାଶିର ସଞ୍ଜ କରାସାଇନଛୁ, ଜାକୋସ୍ସାସ୍କ୍‌ ସଂଞ୍ଯାରତତରେ ଡ୍ଧୁଲା ସଂ ମାନଙ୍କଦ୍ରାରା 
ଷ୍ଵଜକ , ଏକସମରାଣି , ଅନ୍ବନୀ ରାଶି ଓ ମୌଲକ ରାଶି ନସ୍ଟମିଉ ତୁଅନ୍ତ୍ର | ମାଛ m ଓ 
” ପୁଷ୍ପ ସଖ୍ୟା ହୋଇଥିଲେ £ = (#m + ମ)ର ମାଜ (norm), 
N(£) = N(m+on)=(m+on) (m+ o’n) 
=m’ -- mn +n? 
ହୁଏ । ଏଠାରେ m' mn + n* = (m — 4n)* +3n* 
ହୋଇଧ୍ଚବାରୁ 6୨4 0 ହେଲେ (£) ଏକ ଧନାସକ ଗୁଣ୍ପିସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । ଯଦ୍ଦ› 
«=m 1 +on 6 B =m, ++ on, 
ନତୁଏ, ଢେବେ 1 +୬ + ©* =0 ହୋଇଥିବାରୁ , 
N(@) + N(B) 
={(m, — —‡m) )*+$n;°] [(ms— na) +34n °) 
={(m im)+iV/3 nm} (im - $n) —tV in} Xx 
{(ma— 4no) +Hia/E ng} {(m, — $n) — iV ind 
=[ (mm, —nmng)—} (mms + nom) + 2 mn, + 
‡ [ (nimi + nami) — mn} 
= [ (mm, — nina) — 4 (nam; Fm na — nna) | 
+34 [ (mins + msm —n ng) Y 
ହେବ । ମାନ୍ଧ, 
«B = (mma — nN) + (mim + MyM — NM N93)" 
ଅଛେ । ଫଲଭ୍ତଃ 
N(x) = N(4) - N(B) 
ହୁଏ । ପୁଝ୍ପର ଆମେ ପ୍ତମ୍ଥାଣ କର ପାରବ୍ଧ ସେ, 
ଭ୍ରିଚଡ୍ରା୍ତଂଶତ୍ତମ ସ୍ରମେମ୍ଟ୍‌ : 
(କ) ଏକ ଏକ ସମ୍ତଗୁଣିର ମାନ 1 ଅଝଵେ ଓ ସେଉଁ ଜାକୋଟ୍ୀସ୍କ ସଂଖ୍ଯାର 
ମ୍ଥାନ 1 ଅଝେ, ଉାହା ଏକସମ ହୁଏ | 
(ଖ) ସେଖି ଜାକୋସୀସ୍ ସଖ୍ୟାର ସ୍ଥାନ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅଃ, ଢାହ୍ଵା ଏକ 
ଜାକୋସସ୍କ୍‌ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହୁଏ ; 
(ଗ) ଶୂନ୍ଯ ଓ ଏକସମ୍ତର୍ଵଣିଠାରୁ ଭ୍ନ୍ର ପ୍ରଭ୍ଯେକ ଜାକୋସୀସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ଏକ 
ଜାକୋସୀସ୍ତ ମ୍ରୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ଦ୍ଵାରା ବଭ୍ତ୍ରଜ୍ଯ ହେବ ; 
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ଝୀଙ୍ଗସ୍କ ଗଵଣି ପରଚସ୍ତ ନ୍ଦ 


(ଘ) ଶୂଜଯ ଓ ଏକସମର୍‌ଥିଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ପ୍ରତ୍ୟକ ଳାକୋସ୍ଧୀୟ ସଂଖ୍ୟା ମୌଲକ 
ଜାକୋସ୍ରସ୍ସ ସଂଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍ଗର୍‌ ଗୁଣନଫଲ ଅଃ । 


ଜକୋସ୍ଦୀୟ୍ ଏକସମ୍ପରୁଶି (4+ ୪b) ନମି୍୍ଠ @" - b+" = 1, ବା, 
(20 — b)*+3b" = 4 
ହେବ । ଫଲଭତଃ, 


(2a - b)" = 4 (20 —b)*=1 
od PC a 
ଅ୍ଥାକୁ, 4= ± 1 6 8 =0, କମ, = 0 6 b= ± 1 
କିମ୍ପା, = 1 6 b= 1, କମ, a= — 1 6 b= —1 
ହେବ । ଏଣୁ, 2+ ®Z ର ଏକସମଗୁଣିମାଳ ± 1, ± 0, ± (1 + ©), 
ଅ୍ଥାକର୨ ±1, to, ±o’ ଅନ୍ତ | 
ସୁନଣ୍ଡ 


ଚତୁଣ୍ଡତ୍କାରଂଶଡ୍‌ଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ ? ଓ ୨; 2 0 ଦୁଇଝି ଜାକୋସସ୍ 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ବୋଇଥାଏ, ଆମେ ଏର ଦୁଇ?ି ଜାକୋଟ୍ୀସ୍୍‌ ସଂଖ୍ୟା 2 ଓ ୨, ପାଇପାରବ୍ଧ 
ସେପର, 
(କ) y=kn +7, ଓ 
(9) Nr) <N() 
ହେବ । 
ପ୍ରମାଣ : ଏଠାରେ 4, », ¢ ଓ 4 ପୁ୍ୁିସଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କ ଜମିଦ୍ଧ, 
¥ _a+tob_ (a+ ob) (c+ od) 
Yn  c+ud c+ud) (c+ wd) 
—_ac+ bd — ad , bc—ad 
c -cd+d’ ct -cd+d’ 
ତ୍ବଵବେ ସ୍ତକାଶିତ ହେବ ଓ ଆମେ ଏପରି ଦୁଇଝି ପୁଣ୍ତିସଖ୍ୟା ନ୍ଦ ଓ 5 ଷାଇପାରକ୍ସ ସେପର, 
—i<R-x<‡, 6 
— gq <S-y<; 
ହ୍ରେବ | ଫଲତଃ ପୁଙ୍ବପର 2 = % + © ଜେଇ ଆମେ 


Mz — (x + 2) 
=(R-=x)*— (Rx) (S— yy) +(S = y)* 
<$ <1 


w=R+4+ So 
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ବ $ ଗଵଣିଡତ୍ତ୍ 


ଥାଲ ଆାରବ୍ଧ । ସଳତ୍ତଃ, , = ¥ — £; ଗାାବେ ଲେଖି ଆମେ 

N(7;) = N(¥ —kv1) <4 N(%) < N(v1) 
ପାଉ । 

ଏନ୍ଦ୍ର ସମସ୍ଟରେ ପୁ୍କ ପ୍ରକାରେ ବ୍ଯବହାର କର ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରବ୍ଧ୍‌ ସେ, 

ପଞ୍ଚ-ଚତ୍ନାରଂଶତ୍‌ତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : 2+ ®Z ର ସେ କୌଣସି ସଂଖ୍ୟା ର 
ପ୍ରକାଶନ 

(କ) ଉସ୍ବାଦକମ୍ମାନଙ୍କର ନମିକ ସ୍ଥାନ । 

(ଖ) ଏକସମଗ୍ଣିମାନ ଙ୍କର ଉପରୁ ର, ଓ 

(ଗ) ଅନୁବଛୀ ର୍‌ଣିମ୍ଚାନଙ୍କର ଦୃରଁବୋଧ । 
ବ୍ଯନ୍ତୀତ୍ତ ଅନ୍ଯ ସମ୍ପସ୍ତ ପ୍ରକାରେ ଅନନ୍ୟ ଅଃ । 

ଆମେ 2 — 1 = ® ଏକ ମୌଲକ ଗ୍ଣି ବୋଲ ସ୍ରମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ । 
ଏଠାରେ; 

N(a2)= N(1 —0)=3 
ଅଟେ | 3 ଏକ ମୌଲକ ମୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇସ୍ଚବାରୁ , ^ ଏକ ମୌଲକ ଜାକୋଟୀସ୍ଟ 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ବେବ । 

ସଯଦ୍ର = 44+ ୪୦ ହୋଇଥାଏ, ତେବେ 

Y= + ¬ 2 ହେବ | ଯଦ (4+) କୁ 

3= (12) (13) =2 (1 = @”) ଦର୍‌ ବଗ କର୍ଯାଏ, 
ତେବେ ଗ୍ଵଗଣେଷ 0, 1 ବା 2 ହୋଇପାରେ । 
ସଲତତଃ, 7 = (4+) (ମାନ 2) 

= 0, |, ବା 2 (ମାନ 2) 
ଅଃ | ସୁଜଣୃ, N(1) = 1, N(2)=4 
ଓ N(2)= 3 ହେଭୁ , 

(2) ଦୁ।ରା (1) ବା (2) ବରଜ ଲୁହୁନତ 
ସୂକର୍୍‌ଂ› ^ ମାନଙ୍କ ଜମିନ୍ତ୍ 0, 1 , 2, ପରମ୍ପର ସ୍ର ଅସ୍ସଙ୍ଗତତ ହୁଅନ୍ତ୍ର । 
ସୁଜଶ୍ବ, 

P= 1 — 20 Fo! = = 30 
ହେଭୁ 3 ଓ 2” ପରମ୍ପରର ଅନ୍ଲବଛୀ ଅଃନ୍ତ୍ । 
ସେହଦ୍ଦ୍ରପର, 


Aor = — 1 + oF = — 1 (1 —o*), 
Aw=w (1 —0) 


A= 1] —o 
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ଝ୍ରୀଙକସ୍ ରରଣି ପରଚସ୍ତ ବ୍‌ 


ଦହ୍ରୋଇସ୍ସିବାରୁ ± (1=0), ± (1 — ew’), ± o(1 — 0) 
ଏମ୍ପାନେ 2 ସହ ଅନୁବନ୍ଧୀ ଅନ୍ତ । ଏଣ୍ି 
ଷଟୁଚଙ୍ଗାରଂଶତ୍‌୍ତମ ପ୍ରମେ : 
(କ) = 1 ¬ ® ମୌଲିକ ଅଃ | 
(4) m+ wn = 0, 1 — 1 (ସାନ 2) ଅଃ ! 
(ଗ) 3 ଓ 2" ଅଲୁବଛୀ ଅଃ, ଏବଂ 
(Qa) ± (1 ¬), ± (1—e’), ±o(1—0) 6 2 
ଷରମ୍ପରର ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ ହୁଅନ୍ତ୍ । 
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ପଞପିମ ଅଧା 


ଦ୍ଧ ରାତୀ ରାଖିଲୁଞ୍ଜ 
( Quadvatic Fields ) 


୫-୧. ପଲଙ୍କ ଅଧ୍ାସ୍ଵରେ ଆମେ ଟାୀଜୀୟୁ ଗଵଣିମମାନଙ୍କ ବିଷସ୍ଟରେ ଆଲଚନା 
କରଚୁ | ଦ୍ର, 4, 41 › - * *, ନ ଆଦ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପୁଶ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥଆାନ୍ତ ଓ 
4 ୨୪ 0 ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ 

ax” + ax" 1 ++ + Fan =0 
ର୍‌ ସ୍ତତ୍ତୟକ ମୂଲ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ସୀଙକସ୍୍‌ ଗ୍ଵଣି ଅଃନ୍ତ୍ର | 

ମନେକର 8 ଏକ ସୀଜୀସୁ ରାଣି ଓ 20,21, 4,23 * 'ହ× ଏବଂ q0,1,49,' * '9e 
ଦୁଇଝି ପରମେସ୍ଟ୍‌ ର୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କର ସମ୍ଭୁଚସ୍ତ୍୍‌ ଅଝ । ଆମେ ଏମାନଙ୍କୁ ସହ୍ରଗଷ୍ତ୍ଵବେ ବୟବହାର 
କର୍‌ ଦୁଇ?ି ବହୁପସୀ ଗୁଣି (polynomials) 

P(0) = p06" +p; 0°"! p,0*"* + +++ F prj 0+ prs 

ଓ 


Q(2) = qo9° + qi 0°! ++ qg0°—* p+ +k Ge 1 0 + Go 
ଗଠନ କରବ୍ଧ । ସଦ୍ଦ (6) ± 0 ହ୍ୋଇଅଆଏ, ଢଡେବେ 
P(6) 
R(o ed 
= 006) 
ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ଅଲ୍ଲୁପା୍ତ ହ୍ରେଉ୍‌ । 
ଏଦ୍ସ ସ୍ତକାରେ ସେଉି୍‌ ସମ୍ପସ୍ତ (6) ମିଲେ, ସେମାନଙ୍କର ସମୟକୁ ଆମେ ଏକ 
ଝ୍ରୀଙଗସ୍୍‌ ଘଶିକୁଞ୍ଚ (a]gebraic field) ନାମ୍ଚ ଦେବୁ । ଏହା ଞ୍ଣ୍ଣ ଯେ, ଏଦ୍ର ସ୍ତକାର 
ଗ୍ଵଣିସ୍ଥାନ ମଙ୍ଗ ଅଧାୟୁରେ ଦଆସାଇସ୍ବବା (କ) ଠାରୁ (ଞ ପର୍ାଲୁ ଜସ୍ଟ୍‌ୱମମାନ ପାଲନ 
କରନ୍ତ । ଆମ୍ଭେ ଏହ୍ର ରଵଶିକୁଞ୍ତକୁ (2) ନାମ ଦେବୁ । 
ମନେକର ୫ ଉ୍‌ପରେକ୍ତ "¬ ସାଫଖୟ୍କ ସମ୍ମୀକରଣର ଏକ ମୂଲ ଅଵେ ଓ ଠାରୁ 
କ୍ଷ ଦ୍ରଭତର ସାଡବଣଶିଷ୍ଠ କୌଣସି ମମ୍ଭୀକରଣର ୫ ମୂଲ ଲୁହ୍ଦୈ, ଉାହା ହ୍ରେଲେ ଆମେ କୁ 
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ର୍ଦଧ ସାଖଝସ୍କ୍‌ ର୍‌ଶିକୁଞ୍ତ ବ୍‌ ୨୫ 


ଏକ -ସାଟ୍ରସ୍ଟ ଝାଙଗସ୍ ରାଣିଝବୋଲ କହବ । ଅବଣ୍ଯ ଏଠାରେ ଆମେ ପ୍ରତ୍ଯେକ 
ସମ୍ମୀକରଣର ସହଗମ୍ଭାନ ଗୋ?ଏ ଗୋଝିଏ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ବୋଲ ମନେ କରୁଚୁ" । 
ର୍‌ଗିଚରେ 4 ± 0 ଦୁଇ? ର୍ଣି ହୋଇଥିଲେ, 
a+b, a—b,a-b, ¥ 
ଏମ୍ରାଚନେ ସମଭକସ୍ତର ଗୋଝିଏ ଗୋଡଝିଏ ଗଣି ହୁଅନ୍ତ । ସଦ୍ଦ 4 =  ଛଳଆସାଏ, ଆମେ 
ଦେଖିବ ସେ 1 ପ୍ରତ୍ୟକ ଗଵଶିଚନ୍ଧର ଅନ୍ତର୍ଗତ । 
ସଂଲତ୍ତଃ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା 
0=1—1, —1=0—1,m=1+1+1i+--X1, 


n= 1-1-1, =, m-n 
n 
ଆଦ୍ଦ ସମ୍ଭସ୍ତ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ର୍‌ଶିଚନ୍ଖ ପ୍ରତ୍ତୟକ ଗ୍ଵଣିଚନ୍ଧର ଅନ୍ତର୍ଗତ । 


ସଦ ॥ = | ହୁଏ, 6 ଏକ ପରମେସ୍ସ ଗୁଣି ହେବ ଓ K(6) ପରମେସ୍୍‌ 
ରାଶିମାନଙ୍କ ଦ୍ାର୍‌ ଗଠିତ ଗ୍‌ଣିକୁଞ୍ଜ ହ୍ରେବ । ଏହାକୁ ଆମେ £(1) ନାମ ଦେବା । ଆମେ 
ଦେଖିଳୁ' ଯେ (1) ପଭ୍ୟକ ସାଙ୍ଗ ରାଶିକୁଞ୍ଜର ଏକ ଅଂଣ ଅଖ | 


ସଦ୍ର "= 2 ହୋଇଥାଏ, ଆମେ ଥକୁ ଏକ ଦୁ ଘାଖସ୍କ୍‌ ରାଣି କନ୍ଦ୍ରଦ୍ଧ ! 
ଏଠାରେ 2 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାଗ୍ରସ୍କ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ 

aox +a x + a, = 0 
ର ମୂଳ ଅଖ | ଏଣ୍ଡ 
— ai + Vai ° — 4a, as 

20, 

ହେବ | 4/5 * — 4405 ଏକି ପୃଷ୍ଣିସଖ୍ୟା ହେବା ନଜମିତ୍ତ୍‌ 
(41* = 4405) କୌଣସି ପୁର୍ଷ୍ଣସଂଖ୍ୟାର ବର୍ଗ ହେବା ବାଞ୍ଚିନସ୍ | 
ସବ୍ଦ (4]* — 4a9a;) ରେ କେତେକ ପୁର୍ଷ୍ଣିଝଖ୍ୟାର ବର୍ଗ ଦ୍ଉସ୍ପାଦ୍ଦବ ସ୍ଵଵବେ ଆଏ, ଆମେ 
ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ବର୍ଗମ୍ଭଳର ବାହାରକୁ ଆଣିଷାରବ୍ଲୁ । 
ଝଲର୍ତଃ, 


go = 


_ a+ bY m 
Cc 
ଆକାରରେ ଲ୍‌ଖିଭଉ ହ୍ରୋଇପାରବ ଓ ଏହ ୩ ରେ କୌଣସି ପୁ୍ତିସଖ୍ୟାର ବର୍ଗ ଦ୍‌ସ୍ମାଦକ- 


୍ଵବେ ରଦ୍ଧବ ଜାନ୍ତି । ଏହା ପ୍ରକାର କଲୁ ଆମେ ବଗ ରହୁଭ (quare-free) ଜାମ 
ଦେଦ୍ଧ । ଏଠାରେ 
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<୭ ଘଗିଉତ୍ତ 


ହୋଇଧ୍ଚବାରୁ ×(8) ଓ (4/ m) ଗ୍ଣିଲୁଞଚଦୁୟ୍‌ ଏକ ଅଃଲୁ । ଆମେ ଏହୁ ଅଧାସ୍ଟ୍‌ରେ 
(4m) ର ଗୁଣମ୍ମାନ ବ୍ତନା କରବ୍ଧୀ । 


ଆମେ ଅଧ୍ଧାୟୁ୍‌ରେ ମନେ କରବ୍ଧୀ' ଯେ M୬ 1 ଅଃେ | ସଦ £(1⁄/m) 
ରାଣିକୁଞ୍ଚର £ ସେ କୌଣସି ଏକ ଗ୍ଵଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ ଢେବେ, 


_ P(Vm)_ ttudm 
0 (¥ m) v+o/m 
lt+u¥ m) , GeV m_atbVm 


(v+0/m) GO-ovm) cc 


ସ୍ତ୍ବବେ ଲସି ହ୍ରୋଇ ପାରବ । ଏଠାରେ £, ଧ› ୪, , @› ଓ ¢ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ 
ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଅଃ ନ୍ତ । ଆମେ ଦେଖିବୁ ସେ, 

(cE — a)? = mb’; 
ଅଣା 

cx — 2acx + a° — mb’ = 0 
ର £ ଏକ ମୂଳ ଅଝେ । ଫଲଢଃ, ଯସଦ୍ଦ 2” ¬ m୦” ୪0 ହୁଏ, ଢେବେ £ ଏକ 
ରଦ ସାଙଝସ୍କ୍‌ ଘରଣି ହ୍ରେବ ଏବଂ ସବ୍ଦ 2” ¬ m2” = 0 ହୁଏ, £ ଏକ ପରମେସ୍‌ ରାଗି ହେବ; 
ଅଆଜ଼ୁ, ସେ କୌଣସି ଏକ ର୍ଦ୍ଧ ସାଫ୍ରୟମ ଗୁଶ୍ରିସଖ୍ୟା ସହଗ ବଣିଷ୍ଟ ଦୁ ସାଖସ୍କ୍‌ ସ୍ଚାକରଣର 
ମୂଲ ଏକ ର୍ଦ୍ଧ ଘାତ୍ରସ୍କ୍‌ ବା ଯରମ୍େେସ୍ଟ୍‌ ଘଶି ହ୍ରେବ । 

୫-୬. ଯଦ୍ କୌଣସି ସୀଙ୍ଗସୁଗଵଣି £ ଦିଆ ଯାଇଥାଏ, କେଉି୍‌ ସମ୍ଭୀକରଣ ମ୍ାନଙ୍କର 
£ ଏକ ମୂଲ ଅଝେ—ଏହ୍ର ପ୍ରଣ୍ ଆମ୍ଭ ନରେ ଜାଗ୍ରତ ହ୍ରେବା ସ୍ପାତ୍ତବବକ ଅଃ । 


ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, ପରମେସ୍ୃ ଗଣି ରର ବଷସ୍କ୍‌ ଆଲଚନା କର୍‌ସାଉ୍‌ । ଏହ୍ରା ଜମ୍ତ ସ୍ରଦଦ୍ 
ଅସଂଖ୍ୟ ସ୍ର୍ମୀକରଣମ୍ମାନଙ୍କର୍‌ ମୂଳତ୍ଵବେ ଘର ଚକ ହେ ଇପାରେ, ଯଥା: 
(କ) 2× = 1 =0 
4x—2=0 
6x— 3 =0 
8x—4=0 
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ଦ୍ଧ ସାଖସ୍୍‌ ର୍‌ଗିକ୍ଲ୍‌ଞ ୨୭ 


(g) 2x" + x— 1 =0 

2x° + x’ + x —1=0 

2x + x +x 4x —1=0 

2° + xt Fx’ 4+ xP +x — 1=0 
ଇଢ୍ୟାଦ୍ । 

ଅବଶ୍ୟ (ଇ) ସମୀକରଣମ୍ତାନ ପରଞ୍ତରଠାରୁ ଉତ୍ତର ଲୁହ୍ରନ୍ତ । କାରଣ 4% 2 =0 

ଆମେ 2(2×— 1) =0 ଷ୍ଵଚେ ଲେଖିପାରବ୍ଲୁ ଓ ସଲଭଃ, 2 ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଷ୍ଵଗକଲେ, 
2 ¬ 1 =0 ହେବ | ଏହୁଷର୍‌ ଆମେ ଦେଖିବୁ ସେ (କ) ଅଲୁଗର କୌଣସି ସମ୍ମୀକରଣ 
(2 -- 1) = 0 ଠାରୁ ଭନ ନୁହେଁ । ଢେଣୁ କୌଣସି ସ୍ୀଙ୍ଗସ୍କ ଗ୍‌ଶିର ସମ୍ଭୀକରଣ ନର୍ତତୟ୍କ 
କରବାକୁ ହ୍ରେଲେ ସର୍ମୀକରଣର ସହ୍ରଗମ୍ଭଥାନଙ୍କା ମଧରେ ଥବା ସାଧାରଣ ଉଉସ୍ବାଦକ ଦ୍ଵାର 


ପ୍ରତ୍ୟକ ସହ୍ରଗଲୁ ଭ୍ଵଗ କରଦ୍ଦେବା ଆବଶ୍ଯକ । ତାହ୍ବା ହ୍ରେଲେ ଗୋଡଝିଏ ସମ୍ମୀକରଣର 
ବଭତନ୍ତ୍ର ରୁଷ ହ୍ରେବ ନାହ୍ରି 


ଆମେ ଜମ୍ପରେ ମ୍ମନେକରବ୍ଧ ସେ ସମ୍ମୀକରଣର ସଦ୍ରଗମ୍ଭାନଙ୍କର ଗରଷ୍ଟସ୍ସାଧାରଣ 
ଗୁଣମୀୟ୍ଵକ । ଅଝେ । ସଦ୍ର ଆମ୍ମକୁ ଏକ ଟ୍ରୀମଗସ୍ଟଗୁଣି £ ଦଆଯାଇଥାଏ, ତେବେ ସେଉି 
ସେଉଁ ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ାନଙ୍କର £ ଏକ ମୂଲ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ସେମାନଙ୍କ ମଧରେ ସେ ସେ 
ସର୍ମୀକରଣ ମ୍ଭାନଙ୍କର ଘାଉ (gee) ସସଂନମୃ ଅଟ, ସେତ ସେନ୍ଦ୍ର ସର୍ଜୀକର୍‌ଣ ମ୍ଭାନଙ୍କ 
ଦ୍ାର୍‌ € କୁ ଚଭ୍ଵାଇବାକୁ ଚେଷ୍ଟା କରବ୍ଧୁ । 

ମଜେକର /¡ (x)= 0 ଓ f,(x) = 0 
ଦୁଇ ସମ୍ଭୀକରଣର £ ଏକ ମୂଲ ଅଝେ ଓ ସେଉି ସେଉଁ ସ୍ଭୀକରଣ ମ୍ାନଙ୍କର £ ଏକ ମୂଲ 
ହ୍ବୋଇଥାଏ, ସେମାନଙ୍କ ମଧରେ £¡ ଓ ର ଘାତସ୍ଥାନ ସଙ୍ନମ୍ତ ଅଝନ୍ତର । ସଦ୍ଵ ର 
ଘାତ୍ତ ଓ £, ଘାଉ ୩, ହୁଏ, ସକ୍ଞନଧଯାସ୍ତୀ, m <n, ଓ n> n। ହେବ । 
ଫଲଚଃ, ¡ =, ହୁଏ | ଏଣୁ ସଙଂଳମୂୃ ଘାତ୍ତ? ନଙ୍କିଷ୍କ ଅଝେ । ସଦ୍ର ।¡ ଓ ୩ ର 
ସାଧାରଣ ମୂଳା %  ଡୁଏ, ତେବେ £ ଏକ » ଘାଖୟ୍ ରାଣି ହ୍ରେବ । ସୁନ, 


ସପ୍ତଚଡ଼ାରଂଶଡ୍‌ଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ £ ଏକ ଘାସ ଗ୍ଵଣି ହୋଇଥାଏ 
ଓ ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରେ କୌଣସି ସାଧାରଣ ଉସ୍ପାଦକ ନ ଥିବା ଏକ ^ ଘାଉତ ବଶିଷ୍ଟ 
କନୃପସୀସଣି £() କମି £(£) = 0 ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ସେ କୋଣସି ଅନ୍ଯ ଏକ 
ସତ୍ମୀକରଣ (×) =0ର £ ଏକ ମୂଳ ହୋଇଥ୍ୂଲେ, କୌଣସ୍ତି ଏକ ବହୁପସୀ ଗି 
h(x) ମିଲ, 

g(x) = f(x) + h(x) 
ହେବ । 
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୧୨୮ ର୍ଵଷିତ୍ତତ୍ତୁ 


ପ୍ରମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ ଏହାସ୍ପଷ୍ ସେ 2(2)ର ଘାକ £(×)ର ଘାଉଠାରୁ କମ୍‌ 

ଲୁହୈ | ସୁଭର୍‌ଂ ସାଧାରଣ ବର୍ଜନ ପ୍ରଡିସ୍। ଅନ୍ଲୁଯାସ୍ତୀ 2 ±) ଦାରା ଭ୍ବଗକଲେ 

ଶୂଜ୍ଯଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଏକ ସ୍ତ୍ରଗଫଲ (×) ଓ ଏକ ଭ୍ତ୍ରଗଣଶେଷ 7 (×) ପାଇବୁ । ଏଠାରେ 
(×)ର ଘାଢ £(×)ର ଘାଜଠାରୁ ସୁ ଦୃଭର ହେବ | 


ଏଣ୍ରି 

glx) =f(x) - q(x) +¥ (x) . 
ହେବ । ଏରେ × =£ ଜେଇ ଆମେ ନମ ସମକ, ଯଥା: — 

0=0-q(£) + ¥(£) = ¥(£) 
ପାଉ, ଅଥାଢୁ, (×) =0ର × =£ ଏକ ମୂଲ ଢୁଏ । ସା ”()ର ଘାତ #( 
ଘାଉଠାରୁ ଝୁ ଦ୍ରଢର ହୋଇଥ୍ବବାରୁ ଏହା ଅସମ୍ଭବ ହେବ । ସୁଜ୍ତର୍‌ଂ (2) 
ସହଗ 0 ହେବେ ଓ 7 (×) ଶୂଳ୍ଠାରୁ ଅଭନ୍ନ ହେବ । 
ସଂଲତଃ, 

g(x) =f(x) . q(x) 
ହେବ । ଏଠାରେ 2(×) ଓ £(×)ର ସହଗମାନ ପୁର୍ଣ୍ଣିସଖ୍ୟା ଅଝଵେ । ସାନ୍ଧ ()ର 
ସହଗମ୍ଭାନ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁର୍ଟି ହୋଇ ପାରନ୍ତି । 
ମ୍ମନେକର 

g(x) = f(x) - q(x) 

4(×)ର ସହଗମାନଙର ହରର ଲ: ସା: ଗୁଃ ¢ ହେଉ | ଏହୁ ¢ କୁ ଭୂଭସ୍ଵ ପାଶ ରେ 
ଗୁଣନ କଲେ ଆମେ 

cg(x) =f(x) * Q(x) 
ପାଇବୁ , ଏବଂ ୦()ର ସହଗମ୍ଭାନ ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ । ମଜେକର (ର ସହଗ- 
ମ୍ଥାନଙ୍ର ଗରଷ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀୟ୍ଵକ ଏଁ ଅଵେ । ସଫଲତକଃ, ଅଥ ()ର ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କ 
ଗା: ସା: ଗୃ: 1 ଅଟେ | ଫଳଭଃ › ଦାରା ୯ ବଭଵକଏ ହେବ । ତେଣୁ 1 ଦ୍ଵାଗ୍‌ ଉଭୟ 
ପାଶ୍ଡ୍‌ କୁ ତ୍ଵଗକର ଆମେ 

cal(x) = f(x q(x) 
ପାଇକ୍ଲୁ । ମନେକର ଏକ ମୌଲିକ ପୂର୍ତ୍ତି ୨ ଦୁାର୍‌ € ବତ୍ଚଜ୍ୟ ଡୁଏ । କାହା ହେଲେ 

fF(x)-q(x) = 0 - (ମାନ ») 
ହେବ ଏବଂ ଫଲ, ଷଞ୍ପବଂଣ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍କ୍‌ ଅନୁାସ୍ତୀ 

£(×) =0 (ମାନ ୨) ବା (×) =0 (ମାଜ ») 
ହେବ । ସ୍ଥାନ୍ଧ £() ର ସହଗମ୍ଭାନ୍ର ଗର୍ତ ସାଧାରଣ ଗୁଣମୀସ୍ତୁକ 1 ଓ q।(×)ର 
ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କର ଗରଙଷ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍ଜୟ୍କ 1 ଅଃ । ଏହୁ 
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ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍କ୍‌ ଗୁଣିକୁଞ୍ CN 


£(×) = 0 (ମାନ ») ବା q। (×) = 0 (ମାନ ») 
ହେବ । ସ୍ଥାନ୍ଧ £(×)ର ସହଗମ୍ଭାନସ୍ର ଗରଣ୍ଡ ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀୟ୍ତକ 1 ଓ q¡()ର 
ସହଗମ୍ଭା ନଙ୍କର ଗରଷ୍ଠ ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀସ୍ଵକ ଅଃ । ଏଣ୍ଡ 


#(×) = 0 (ମାନ ନ) ବା ¡(× =0 ମାନ p) 
ହେବା ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । ସୁଉର୍‌ଂ କୌଣସି ମ୍ଭୌଲକ ପୁର୍ପ୍ଣିସଖ୍ଯା  ଦ୍ରାଗ୍‌ € ବିଷ୍୍ଜ୍ଯ 
ନୁଢ୍େ । ଏଣ୍ର 


¢ = 1 ହେବ ଓ q¡ (2) ଇଲୁ (×) ନାମ ଦେଇ ଆମେ 
glx) = F(x) hx) 
ପାଇବ୍ଧ । 
ସୁନଣ୍ଡଟ ସବ୍ଦ £ ଏକ -ଘାଖ୍ରସ୍ତ୍‌ ଗୁଣି ହୋଇଥାଏ ଓ ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରେ 
କୌଣସି ସାଧାରଣ ଭ୍‌ସ୍ପାଦକ ନଧ୍ବବା ଦୂଇଝି ସାଉ ବ୍ରଣିଷ୍ ବହୁଷସ୍ତୀ ଗଣି £(×%) ଓ 
(£) ଜମି £(£) = 0 ଏବଂ (£) = 0 ହୁଏ, କେବେ (×) ଓ ଅ(×) ବହୁଷସୀ 
ଗ୍‌ଶିଦୁସ୍ଟ ଅଭଭନ୍ତ ହ୍ରେବେ । କାରଣ 
ସପ୍ତ ଚଢ଼ାରଂଶଭ୍‌ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵ ଅନ୍ଲୁାସ୍ୀ, 
gle) =f(x) + h(x) 
ହେଲେ g(×)ର ଘାତ ଓ #(×)ର ଘାଉ ସମ୍ଭାନ ହୋଇଥ୍ଚବାରୁ /(%)ର ସାଉ ଣ୍ଠନ୍ଯ 
ହେବ । ଅଥାଢ଼ର, (2) ଏକ ପୂର୍ଷ୍ଚିସଖ୍ୟା ¡ ହେବ | ସୂଭରୁଂ 
glx) =c: fx) 
ଓ ସେଦ୍ରପର୍‌ କୌଣସି ଏକ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା ©: କମିଦ୍ଵ, 
fx) =c, g(x) 
ହୁଏ । ଏଣ୍ର 
g(x) =c; Fx) =cic, g(x) 
ହେବ । ଅର୍ଥକୁ, ¡6.= 1 ହେବ | :, 6 ଉଭୟ ଏକ ଏକ ଷୁର୍ଶ୍ତିସଖ୍ୟା 
ହୋଇଥବାରୁ , 


61 = 1 =, ବା €¡ = = 1 = , ହେବ | ଫଲଢଃ, 
f(x) = g(×) ବା ୟ(×) = - g(×) ହବ | 
ସଦଦ £(×) ଓ ¢(×) ଉଭୟ ବହୁପସୀ ର୍‌ଗିରେ ‰"ର ସହଗ ଧନାସ୍ଥକ ର୍ରେ ଲଆସାଏ, 
ଭେବେ, 
f(x) = g(x), 
ବା #(×), ¢() ପରଞ୍ପରଠାରୁ ଅଭନ୍ତ ହେବେ । 
ଏ 
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ବ୍୩o ରାଗିଉତ୍ତଲ 


ପୁଶ୍ରିସଖ୍ଯା ସଦ୍ରଗ ବଶିଣ୍କ ସମ୍ମୀକରଣମ୍ମାନଙ୍କ ମଧରୁ ସେଉି ସହୀକରଣମାଜଙ୍କର 
ଅଗ୍ରଗାତ୍ମୀ ସହଗ (Leading Co-efficient) 1 ଅଝେ, ସେଦୁ ସର୍ଜୀକରଣମ୍ମାନଙ୍କର 
ପ୍ରତ୍ୟକ ମୂଲକୁ ଆମେ ଏକ ଏକ ଝାସ ସଂଖ୍ଯା (Algebraic Integer) | 


ଅଷ୍ଟ୍ଟଚତ୍କାରଂଶତ୍‌୍ତମ ସ୍ଥମେସ : n-ସାଖ୍ସ୍୍‌ ସ୍ତତ ବୀଙ୍ୟ୍କ ରଵଗି 6, 
ସହଗମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରେ କୌଣସି ସାଧାରଣ ଉ୍ଭସ୍ପାଦକ ନୟନା ଓ ×” ର ସହଗ ଧନାସ୍ଥକ 
ହୋଇଥୁବା ଏକ ନର୍ଦିଷ୍ଣ ବହୁପସ ର୍‌ଶି £() = 0 ର ମୂଳା ଅଝଵେ | ଯଦ୍ଦ £ ଏକ ବୀଙ୍ଗୟ୍ 
ସଂଖ୍ଯା ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ £ (×) ରେ ±” ର ସହଗ 1 ହୁଏ | 


ଯଦ୍ଦ୍ର 6 ଏକ ଝୀଙ୍କୀୟ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଆାଏ, ଢାହାହ୍ରେଲେ £ କୌଣସି ଏକ 
ସମ୍ମୀକରଣ, 

x!+c; x’ 14+ *+c1+0 
ର ମୂଲ ହେବ । ସଦ ବାମଭ ପାଶ୍ଟ କୁ ୫() କୁହାସାଏ, 
ତାହାହେଲେ ସପ୍ତଚଢ୍ଧାର୍‌ଂଶ ସ୍ତମ୍ପେସ୍ଟ୍‌ ଅନୁଯାୟୀ 

g(x)= f(x) h(x) 
ହେବ । ଏଠାରେ £ (×) = ax + + ‹ ଓ 
h(x) = ho x7” + + ‹ ‹ ହେଲେ 4/9 = 1 ହେକ ; 
ସୂଢର୍‌ଂ 26 = 1 ହେବ । ଫଳରେ, ଅଷ୍ଟ୍ରଚଳନାରଂଣ ପ୍ତମେସ୍ର ଦ୍ଦ ଝ୍ରସ୍ଭ୍ବଗ ସ୍ତମ୍ଭାଣିତ 
ହେଲ । 

୫:୩. ମନେକର କୌଣସି ପୁ୍୍ପିସଖ୍ୟାର ବର୍ଗ ର ଏକ ଉଉସ୍ପାଦକ ନୁହେ ଏବ 
m୨ 1 ଅଃ । ସେଉଁ ସମସ୍ତ ସୀଜୀସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ୟା £ (4⁄7) ରାଥିଲୁଞ୍ର ଅଲୁର୍ଗଉ ଅଃନ୍ତ, 
ଆସ୍ତେ ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ (1⁄)ର ଝୀଙଗୟୁ ସଂଖୟା କନ୍ଦ୍ରଦ୍ଧ । ଏମାନେ, ଅଣ୍କ୍ଚଭ୍ଧାର୍‌ଂଣ 
ପ୍ରମେୟ ଅନ୍ଲାୟ୍ଵ, ଏକ ଏକ ସମ୍ମୀକରଣ 

x +px+q=0 (2, 9 ସୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା) 

ର ମୂଲ ହେବ | 

ମ୍ଥଜେକର 4, ଓ ¢ ଏକ ଏକ ପୁଣ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ ¢ > 0 ଏବଂ 4, 2, ଗର୍‌ ଗର୍ଞ୍ଣ 
ସାଧାରଣ ଗୁଣଙସୀସ୍କକ 1 ଅଵେ | 
ମ୍ଜେକର 


ft PV m 
© Cc 


ଏକ ଟୀଙ୍ଗୟ୍‌ ସ୍ରଖ୍ୟା ଅଃ । ସଦ୍ଦ =0, ଢେବେ £= ଏକ ପର୍‌ମେୟ୍‌ ରାଣି ହେବ 
Cc 
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ରଦ ସାତସ୍ ଗ୍‌ଶିକୁ୍ଜ ବ୍ଣ୩୧୍‌ 


ଏବଂ ¢ = । ହ୍ରେବ ; ଫଲଢତଂ, £= ଏକ ପୁ୍ତିସଖ୍ଯା ହେବ ସନ୍ଦ ୨0 ହୁଏ, 
£ ଦୁ ସାଖସ୍କ୍‌ ହ୍ରେବ । ଆମ୍ପେ ଜାଣ ସେ ରେ ସର୍ୀକରଣ 

cx’ — 2acx + a’ — mb* =0 
ରେ a” — mb* £ 0; କାରଣ 4” - mb? = 0 ହେଲେ 2" ଦାରା 4” ବରଜ ହେବ 
ଓ ସଳଢଡଃ, = ଏକ i ସଂଖ୍ୟା ହେବ । 


ବଶ୍ଚାନ,±” ¬ 2% 4+ — no’ 


= 0ର ସୀଙଜ୍ଞସ୍କ ସଂଖ୍ଯା £ ଏକ ମୂଲ । 


ସୂଭର୍‌ଂ, 6 ଦୃାର୍‌ା 24 ଓ 6" ଦାରା (4° nb’) ବଷ୍ଵଜ୍ୟ ହ୍ରେବ । ଯଦ୍ଦ ୟ ଓ ରେ ଗର୍‌ 
ସାଧାରଣ ଗୁଣସୀସ୍ତକ (4, )=d ହୁଏ. ତେବେ ଥୀ! ଦାର 0”, ¢” ଓ a? — mb* 
ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେଉ୍‌ଥବାରୁ ମଁ” ଦର୍‌ ୩b” =ˆ ¬ (4" ¬ mb") ବର୍ବଜ୍ ହ୍ରେବ ! ସେହ୍ବେରୁ 
m ଦ୍ର୍ଗରଦ୍ଧଉ ଅଟେ, ( ଦାରା 2 ବର୍ତଜ୍ଯ ହ୍ରେବ । ସଲତ୍ତୀ, 1 ଦର୍‌ @, ଓ ¢ 
ବତ୍ତଜ୍ଯ ଦ୍ରେବ ¦ ମ୍ଥାନ୍ଧ ଆମ୍ଭେ ମନେ କରିଚୁ ସେ ଜ, 9 ଓ ରେ ଗର୍ବ ସ୍ଥାଧାରଣ 
ଗୁଣମୀସ୍ଟକ 1 ଅଃ । ସୁଉଗ୍ଵଂ = 1 ହେବ ; ଅଣାଉୁ, 4 ଓ ¢ ଷରସ୍ର ପ୍ରଭ ମୌଲକ 
ଅଃନ୍ତ । ମ୍ଥାନ୍ଦ ¢ ଦ୍ଵାର୍ଵ 24 ବରଭ୍ତ୍ରଜ୍ଯ ଅଃ ! ମୂଭର୍‌ଂ ¢ ଦ୍ୁାଗ୍ଵ 2 ବଭ୍ଵଜ୍ଯ ହ୍ରେବ, 
ସଂଳଢଃ ¢ = 1 ବା 2 ହେବ । 
ସଦ ¢ = 2 ହୁଏ, ଭେବେ (4, €) = 1 ହେରୁ , 
2 ଏକ ବସୁୁଗ୍ଧ ସଂଖୟା ହେବ ଏବଂ 4 =” ଦାରା 4 ¬ m2” ବରଜ ହେରୁ, 
mb? = a° = 1 (ଥାନ 4) 
ହେବ । ଫଲଭଃ, m୩ ଓ ¿ ଉ୍ଉୟ୍‌ ଅୟୁଗ୍ଧ ସଂଖ୍ୟା ! ତେଣ୍ର, 
b'=1 (ମାନ 4) 
ଓ 
mal (ଆନ 4) 
ହେବା ଆବଶ୍ଯକ । ଏଣ୍ର 
(<) ସଦ୍ଦ =£ । (ମାନ 4) ହୁଏ, ଢେବେ ¢ = 1 ହେବ ଓ & (4⁄ ର ସଞ୍ୟାହାନ 
a+tby/m 
ଦେବେ । ଏ୦ାରେ ୩ = 2 ବା m = 3 (ସାନ 4) ହୁଏ | କାରଣ m, 4 = 2” ଦାରା 
ବର୍ତରଜ୍ୟ ଲୁହ୍ଦୈ । 
( ›) ସଦ m = 1 (ସାନ 4) ହୁଏ, ଭା ହେଲେ 
1=3‡ (m1) ନଅ | ଏଠାରେ m = 47 + 1 
ଜେଇ, 
(29+ 1)* =m =4n+ 1 
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m୬ ଘ୍ଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


ହେରୁ› 
pi+p=n 
ହେବ | ଅଖା 2, × (4⁄/m)ର ଏକ ସୀକାୟ୍‌ ସଖା ହେବ | 


ସଦ୍ଦ ୯ = 2 ହୁଏ, 2 ଓ ‹ ଜ୍ଭସ୍େ ବୟୁଗୁ ହେଉଥବାରୁ , 


_ a+ bm a+b 
pS 
ଵା, a+» _ „ ଓ = 20+ 1 ର୍ବବେ ନେଲେ, 


é=a, + (2b) + 1) p 
ର୍ଵବେ ପ୍ତକାଣିକ ହୁଏ । ଏଠାରେ 4; ଓ ¿; ଗୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେଦେ । 

ଯଦଦ ୯ = 1 ହୁଏ, ଢେବେ 

£=a+b1/m=a+b+2bp=a + 2b) p ହେବ । ଅର୍ଥାତ, 
£ = ୨ = qp ହେଲେ ୬ ଓ q ଦୁଇି ପୁ୍୍ିସଂଖଯା ହେବେ । ସୂକର୍‌ଂ, 

ଉଉନପଞ୍ଚାଶଡ୍‌ଡମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : < (4⁄7 )ର ଝାସ ସଂଖ୍ୟାସାନ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା 
a ଓ › ଛମିଷ, 4+ 91⁄/mM ବା 4 + ନ ଭ୍‌ବବେ ଲଖିଭ ହେବେ । 


(କ) m= 2 ବାm = 3 (ମାନ 4) ହେଲେ, 
K(1/m)ର ସେ କୌଣସି ସୀଙୟ୍‌ ସଖା @ + ⁄% ସାବେ ଲିଝିଉ ହେବ । 


(ଖ) m = 1 (ମାଜ 4) ହେଲେ, 

K (4⁄/# )ର ସେ କୌଣସି ସାଙଗସ୍କ ସଂଖ୍ଯା 4+ ୨ ଭ୍ବେ ଲ୍‌ଗିଉ ହ୍ରୋଇପାରବ । 
ପୁଜଣ୍ଧ @ ଓ ଭ ସେ କୋଣସି ଦୁଇଵି ପୁଣ୍ତିସଖ୍ୟା ହେଲେ, m୩ = 2 ବା 3 (ସାନ 4) 
ଲମିଦ୍ତ୍ 6+ ହ⁄/ mM, K(4⁄/m)ର ଏକ ସୀଙକସୁ ସଂଖ୍ୟା ହେବ ଏବଂ m = 1(ମାଜ4) 
ନମ୍ଚିଦ୍ତ @ + 89, £(4/ ନର ଏକ ସୀଙୟ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ ; ଅର୍ଥକୁ, (4⁄/)ର 
ସ୍ଵୀୟ ସଖ୍ଯାମାନଙ୍କର ସମ୍ଭୂଚଜସ୍ଟକୁ / (1⁄2) ନାମଦେଇ ଆମେ ଦେଖିବ୍ଧୀ ସେ, - 

Z+ 1m Z, ସଦ m=2 ବା 3 ହୁଏ, 
I (/m) = { 


Z+»Z, ସଦ m = 1 ନୁଏ | 
୫-୪. ରଭୁର୍ଥ ଅଧାସ୍ଵପର ଆମେ ×£( ଯନ୍ଧାର ଝାସ ସଂଖ୍ଯାମମାନଙ୍କ ପାଲି 


ତ୍ବଜକ, ଏଳସମରାମି, ମୌଲକ ରାଣି ଆଦର ସଳା ନ୍ତିସ୍ବ କର । ଯଦ୍ଦ « ଓ # ଏଘର୍‌ 
ଦୁଇଡି ଝାଙ୍ଗୟ୍ଵ ସଂଖ୍ଯା ଯେ ଅନ୍ୟ ଏକ ସୀଙ୍କସ୍କ ସଖ୍ଯା ୮ କମିଦ୍ଧ += ହୁଏ, ତେବେ 
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ଦ୍ଧ ସାସ୍ରସ୍ ରାଗିଲୁଞ ବ୍ର 


ଆମେ # ଦର୍‌ « ବରଜ ବୋଲ୍‌ କହ୍ରବ୍ଧ । ଲେର ସମ୍ଭସ୍ତ ଝୀଙୟୁ ସଂଖ୍ୟାଦ୍ରାର୍‌ 1 ବ୍ତଜ୍ଯ, 
ସେମ୍ମାଳଙ୍କୁ / (^ ”)ର ଏକସମରଶି (ଧା) ନାମ ଦଅଆସିବ । ସକ € ଏକ 
ଏକସମଗ୍‌ଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଡାହ୍ରାହ୍ରେଲେ £ ଓ € £ ପରମ୍ପରର ଅନ୍ଧୁବନୀ ଗଵଶି ବୋଲ 
କୁହାସିବ । 7 ( //)ର ସେଉି ସମସ୍ତ ସୀଜ୍ଗସୁ ସଂଖ୍ୟା କେବଲ ଏକସମର୍ବଗି ଓ ସେମ୍ମାଳଙ୍କର 
ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ ଗୁଶିମ୍ମାଳଙ୍କ ଦଵା ବଭ୍ତଜ, ସେମ୍ପାଳଙ୍କୁ 7 ( ¥ ର ମୌନଲକ ଗ୍ଶି ବୋଲି 
କଦ୍ଦ୍ବ୍ଧ । ଯଦ୍ଦ £ =" +8 ଏ ଏକ ସୀଙସୃ ରାଣି ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ¥ ¬ 8/ ଲ୍‌ 
£ ର ସଗ ରାଗି କୁହ'ଯିବ ଓ ଏହାକୁ £ ଘଵବେ ଲେଖାସିବ । 

ପଞ୍ଭାଶତ୍ଡମ ସ୍ରମେସ୍ଟ : ସଦ 6 ଓ @ ଦୁଇଵି ଏକସମର୍‌ଗି ହୋଇଥାଏ, 
ଢେଦେ ଉ - 6 ଓ 6/6 ଗୋ?ିଏ ଗୋ?ିଏ ଏକସମରାଶି ହେବେ । 


ସ୍ତମାଣ : ଆମେ ଦୂଇଝି ସୀଙୟୂ ସଂଖ୍ୟା 5), 62 ପାଇପାରବୃ ସେପଷର୍‌ 65 = 1 
= €; 8; ହେବ | ଫଲତଃ 


ଏ G6 dj 6 =1 
ଦହ୍ରେବ । ଏଣୁ 6 ହେ ଏକସମ୍ଭ ଅଃ । ସୁଜଣ୍ଡ, 60) = 1 = 62 ହୋଇସ୍ବାରୁ 
81 3 8, ସ୍ରଭ୍ୟକ ଏକସମ୍ଭ ହେବେ , ଅର୍ଥକୁ - , 2 ଗୋଡହିଏ ଗୋଝିଏ ଏକସମ- 
1 


G6 
ରାଶି ଅଃନ୍ତ | 6 6 ଏକସମ ହୋଇଥବାରୁ ତ୍‌ - = /% ଏକ ଏକସମଗୁଣି 
2 2 


ହେବ | 

ଆମେ £=u+v\/m ଛମିଲ, ¢ £=(u+vV/m) (u-vV/m) 
= 4” — m୪”କୁ ଥର ମାନ ବୋଲ୍‌ କନ୍୍ରଦ୍ଧ ଓ ଲେଖିବ୍ଧୁ , 

N(6) =£ £= — mv’ 

ଘଦ £ = 4 ଏକ ପୁ୍ତିସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ (£) =4* ହେବ | ସବ୍ଦ 
Mm = 2 ବା 3(ମାନ 4) ହୋଇଆଏ, ଢେବେ /(4/m)ର ସେ କୌଣସି ବୀଙସ୍‌ ସଂଖ୍ୟା 
£ = 24+ / ଭାବେ ଲ୍‌୍ଖିଭ ହୋଇପାରବ ଓ ସଲଢଃ, 

N(£)= 4" - mb* {m = 2 ବା 3 (ସାନ 4)1 ଭୂବେ ଲଖିଜ ହୋଇ 
ଷାରବ । ଏହା ଏକ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଂଖ୍ୟା ହେବ । 

ସଦ୍ଦ m = 1 (ସାନ 4) ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ / ( \⁄/ ୩ ର ସେ କୋଣସି 
ସୀଙଗସ ସଂଖ୍ୟା £ = 4 + 8 = + ‡8 (1/m ¬ 1) ସ୍ବବେ ଲଖିଭ ହୋଇପାରିବ ଓ 
ଫଳଭଃ 

N(€) = (a — $b)? — imb* {m = 1 (ସାଜ 4)} 
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ବ୍m୪ ଗଵଶିତତ୍ତୁ 


ତ୍ତଵବେ ଲଖଝିଜ ହ୍ରୋଇପାରବ । ଏହା ଏକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ଯା ହେବ । କାରଣ, 4 ଦ୍ଵାର 
( = 1) ବରାଜ୍ୟ ଓ 

N(8) = (a— 4b)" — 4mb* 

=a —ab— i (m— 1)b° - 
ଅଵେ । ସଦ £= a+ b\/m ଓ "= +d1/m ହୋଇଥାଏ, 
NE) = (a+ b/m) (c+ dy/m)} tla = by m) (c — da/m)} 
= (a* — mb’) (c* — md’) 
= N(£) N() 
ହ୍ରେବ । 

ଏକପଞ୍ଭାଶତ୍‌ଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ଏକ ସମର୍‌ଷିମାନଙ୍କର ମାନ + 1 ବା ¬ 1 
ହୁଏ ଏଙଂ ସେତ ସେଉଁ ଝାୀଙୀସ୍ଟ ସଂଖ୍ଯା୍ଥାନଙ୍କର ମାନ 41 ବା — 1 ଅଛେ, ସେର 
ସ୍ବଂଖ୍ୟାମାନ ଏକସମ୍ଭ ଅଞନ୍ତ୍ର । 


ଯଦ୍ଦ € ଏକ ଏକସମର୍ଵଶଣି ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ ଏକ ଟଙ୍କ ସଂଖ୍ଯା 6 ନମିନ୍ତ 
€ = 1 ହେବ ଓ 

N (6) Mo) =N(6)=N(1)=1 
ହେବା ଫଲଉଃ, ଏକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା ହୋଇଧବାରୁ 

N(¢€) = + 1 ବା ¬ 1 ହେବ | 

ସବଦ (£) = + 1 ବା ¬ 1 ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ 

£f=+1ବା 1 
ହେବ, ସଲଳଉଂ, £ ଦାରା 1 ବଭୁଜଯ ହ୍ରେବ ଓ £ ଏକସମ ହେବ । 

ଯଦଦ > 1 ଢଡୁଏ, ତେବେ 

N (€) =a’ —mb* = 1 
ର ସମ୍ଭୀଧାନମ୍ଭାନ ଅସଂଖ୍ୟ ହେବ, ଏହାର ସମ୍ଥାଧାନ ପରବର୍ତୀ ଅଧାୟ୍ଵରେ ଆଲେଚଉ 
ହେବ । 


ସବ୍ଦ < 0 ହୁଏ, ୩m = — # ଲେ୍‌ଝି ଆମେ ଏକ ସମର୍‌ଣିମାନଙ୍କ ପାଇ 
a -hnb’ = 1 [m=2, 3 (ସାନ 4)] 
(a ~ ‡b)*+ 4b’ = 1 (m = 1 (ନାଜ 4)] 


ର ସମ୍ମୀକରଣମ୍ଭାନ ପାଉଁ । କେବଲ ସମମ୍ୀମ୍ତ ସଂଖ୍ୟକ 4 ଓ „ ପାଉ ଏନ୍ସ ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନ 
ସତତ ହୋଇପାରେ | 


ଯଦ /# > 4 ହୁଏ, @ = ± 1 ଓ ` 0 ହେବା ଅବଶ୍ୟକ | 
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ର୍ଦଧ ପାତକ ର୍‌ଣିକୁଞ୍ଜ ବ୍n-g 


ସଦ # = 1 ହୁଏ, m =3 (ମାନ 4) ହେବ ଓ 4=0, = ± 1 ଦା 
4 = ± 1, = 0 ସସୃକୁ ସର୍ଜୀକରଣର ମୂଳସ୍ଥାନ ହେଦ । 

ସଦ = 2 ହୁଏ. m = 2 (ମାନ 4) ହେବ ଓ 4= ± 1, = 0 ହେବ | 
ଯଦ୍ଦ # = 3 ହୁଏ, m = 1 (ମାନ 4) ହେବ ଓ @= ± 1,  =0, ବା, 4=0, 
b= ± 1, ବା, 4 = = ± 1 ହେବ | 

ସଦ୍ଧ m >0 ହୁଏ, NN (6) =a’ —mb” ବା (¬ 346)" — mb’ 
ହୋଇଥବାରୁ ଏହା ରୂଣାସ୍ତକ ହୋଇପାରେ । ମ୍ମଳେକର, 


N(£) ସଦ (£) >0 ହୁଏ, 
M(£) = 


— (£) ସବ (£) < 0 ହୁଏ; 
ତାହାହେଲେ (£) ପର୍ବରୈ (£) ବ୍ଯବହାର କର୍‌ ଆମେ ଖଞ୍ଚର୍ନ °ଣ ପ୍ରମେସ୍ଟର 
ପ୍ରମାଣ ଅନୁସରଣ କଲେ ନମ୍ପ ସ୍ରମେସ୍ଟଝି ପାଇବ୍ଧ । 


ପ୍ରମେୟ : ସେଉ ସେଉଁ ଟୀଜଜୟ୍ତ ସଖ୍ଯାର ମାଳ ଗୋଵିଏ ଗୋଵିଏ ମୌଲିକ 
ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ଅଟେ, ସେମାଳେ ପ୍ରଭ୍୍ୟକେ ମୌଲକ ଅଃନ୍ତ 


ସେଦ୍ରପର ଅଷ୍ର୍ନ ୧ଣ ପ୍ରମେୟ୍ଟରେ (£) ପରବରେ ^4(£) ଲେଖି ଆମେ କମ୍ପ 
ସ୍ରମ୍ଭେୟ୍ବର ପ୍ରମାଣ ପାଉ, ଯଥା :— 


ଦ୍ଵି ପଞ୍ଥାଶତ୍ତମ ସ୍ତମେୟ୍ଟ୍‌ : ଶୂନ୍ଯ ବା ଏକସମ୍ଭଗୁଣିଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର ସ୍ତର ଝୀହସ୍ତ 
ସଂଖ୍ୟା କେଭେକ ମୌଲକ ସୀଙ୍ଗୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟାର ଗୁଣନ ଫଲ ହୁଏ । 


ମ୍ମାନ୍ କୌଣସି ଟାଙ୍ଗୀ ସଂଖ୍ୟାର ଏଦ୍ଗ ପ୍ରକାଶନ ବହୁ ପ୍ରକାର ହୋଇପାରେ । 
ଜଉ୍ଦାହ୍ରଣ୍ଡ ସ୍ବରୂମ, . 

(<) ମନେକର m= ¬ 5 = 3 (ମାନ 4) ଏଠାରେ K (4⁄5) ର 
ଝୀଙ୍ଗସୁ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନ @ + 2 4⁄ ¬ 5 ଭଵବେ ପକାଣିକ ତୁଅନ୍ତ | 
ଏଠାରେ, 

1+ / = 5 =(a+by/ — 5) (c+d)3/ — 5) 
ହେଲେ, 6 = (a +58") (c* +54) 
ହୁଏ; ସୂଭରାଂ, 4” + 50” = 1, 2 ବା 3 ହୁଏ; ମାଛ 4" + 59" = 2 ଦା 3 ହେଳା 
ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 
ସୁଭର୍‌ଂ, 7 (4/ = 5) ର 1 + 4/ ¬ 5 ଏକ ମୌନଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅଃ | ସେଦୃପର, 

3 =(a+b3/ — 5) (c+d/ — 5) 
ହେଲେ, ୨=(aଂ+ 50”) (c*+ $d”) 


Digitized by srujanika@gmail.com 


୩୬ ରୁଶିତ୍ତନ୍ୁ 


ହୁଏ; ସୁତର୍‌ଂ, @* + 56° = 1 ବା 3 ହୁଏ ଓ 7 (4/5) ର 3 ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା 
ବୋଲ ପ୍ରମମାର୍ଷିକ ହୁଏ । 


ସେନ୍ଦ୍ରପରଠ ଆମ୍ଭେ ପ୍ରମାଣ କର ପାରୁ ଯେ 2, 1 ¬ 4 ¬ 5 ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ 
ମୌନଳକ ସଂ ଅଲ୍ଲ୍‌ | ମାନ, 


23=6=(1+4/=5) (1 / = 5) 
ଦେରୁ, /(4/ ¬ 5) ରେ 6 ର ମୌଳିକ ସଂଖ୍ୟା୍ଥାନଙ୍ଗର ଗୁଣନସଂଲ ରୁପେ ଦୂଇ 
ପ୍ରକାରର ବର୍ତନ ପ୍ରକାଶନ ହୁଏ । 


(୨) ମନେକର ୩ = 10 = 2 (ମାନ 4); ଏଣୁ 7 (4/10) ର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ସଂଖ୍ୟା 4 + 9 4⁄ 10 ଭବବେ ପ୍ରକାଶିଭ ହ୍ରେବ । ସଦ, 

2=(a+b 10) (c+d4/10) 
ହୁଏ, 4 = (a ¬ 108”) (c'— 10d”) 
ହେବ । ଝଲକ୍ତ, 


a’ —- 10b" = ± 2 


± 2 (ମାନ 10) 
ବା 4" = ± 2 (ମାନ 5) 


® 
ll 


ହେବା ଆବଶ୍ୟକ । ସାନ (‡) = 2% (5 — 1) = 4 = ¬ 1 (ସାନ 5) ଅଵେ | ଏଣୁ 5 
ମ୍ମାନାଙ୍କ ନମ୍ିଦ୍ଦ୍‌ 2 ଏକ ଦର୍ଦ ଘାଖସ୍ଟୁ ଅନବଣେଷ ଅଝେ । ସେନ୍ଦ୍ରଯର 5 ମାନାଙ୍କ ନମ୍ଭିନ୍ତ 
— 2 ଏକ ଦବ ସାଙ୍ତସ୍୍‌ ଅନବଶେଷ ଅଝେ । ଫଳତଃ, 

2 = ± 2 (ମାନ 5) 


ହ୍ବେବା ଅସମ୍ଭବ ଅଝେ । ଏଣ୍ର 2 = (4+ ହ⁄/ = ) (¢++4/ = 5) ହେବା ଅସମ୍ଭବ 
ଅଟେ । ମେଦ୍ରଯର ସ୍ତମ୍ଭାଣ କର୍ାସାଇପାରେ ସେ, 3, 4+4⁄/10, 41/10 
ପ୍ରତ୍ୟେକେ ଏକ ଏକ ମୌମଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅନ୍ତର 

ମମାନ, 

2-3 =6 = (4+ 4/ 10) (4 — 4/10) 


ହେଉୁ, / (4⁄ 10)ର ରୁଣିସାନ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା୍ମାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଳ ରୁପେ ଛନର୍ଘିଷ୍ପ 
ନୃ ପେ ସ୍ତକାଣିଉ ହ୍ରୋଇ ପାରନ୍ତ୍ର ନାହ଼ି । 
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ର୍ଦୁ ପାଝସ୍ଟ୍‌ ଗ୍‌ଣିକୃଞ ୩9 


୫-୫. ଏଠାରେ 17 (1⁄/m)ଇ ଏଳ ସମର୍ଥିଜାନଙ୍କ ସର୍ଯର୍କରେ କନ୍ଧୁ ଆଲଚନା 
କର୍‌ସିବ । 


(<) ମନେକର m୩ = 2 ଓ £ = 44+ 3m ଏକସମ ଅଛେ | ତାହା ହେଲେ, 
a — 2b" = ± 14 


ହେବ | ଏଠାରେ = 1 = ଓ 4 = ¬ 1 = ¬  ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ସମାଧାନ 
ଅଃ । ଢେଣୁ, 


ଗୋଡଝିଏ ଗୋଵଧିଏ ଏକସସମ୍ଭଗୁଣି ଅଃନ୍ତ୍ର | ସଲଉଃ, ପଞ୍ଚାଶନ୍ତ ପ୍ରମେୟ ଅନୁସାସ୍ତୀ । 


± n° ± (ଓ) 
n 
ଏମ୍ଭାନେ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଏକସମ୍ତଗ୍‌ଣି ଅଃ ନ୍ତ୍ର ଓ ଧରଞ୍ପର୍‌ଠାର୍ତୁ ସୃଥକ୍‌ ଦୃଅନ୍ତ । 


ପୁଜଣ୍ତ, ଏହ୍ଵା ପ୍ରମାଣ କର୍ଵଯାଇ ପାରେ ସେ କେବଲ ଉ୍‌ପରେଲେକ୍ର ରଵଣିଜମାନେ ହରି 
11 (1/ 2) ର ଏକସମର୍‌ଣି ଅଃଛ୍ତ | 


ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, କୌଣସି ଏକସମରଣି, 1 ଠାରୁ ବୃହର ହେଲେ (1+ ।⁄ 3) ଠାରୁ 
ମଧ ବୃଦ୍ଧଦ୍ୁର୍‌ ହ୍ରେବ । କାରଣ, ସଦ 

1c x+y V2<1+ N92 

G6 xP — 2)" = 21 
ହୁଏ ଢେବେ, 

-1<x—yV/2<1 
ହ୍ନେବ । 

ଏଣ୍ତି 

0<2x <2+V¥32 
ହେବ | ଫଲଜଃ, × = 1 ଏବ 1 < 1 +9 J 2 < 1+ 2 
ହେବ । ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଖ । ଏଣ 

i<x+y/2<%1+V2 
ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 

ଯଦଦ = ଏକ ଏକସମର୍‌ଣି = > 0 ହୋଇଥାଏ, ଡଉେବେ 6 = ॥” ହେବ, 
ନଚେତ କୌଣସି  ନମ୍ଭିନ୍ତ୍‌ 

PoE! 
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୩୮ ଗ୍‌ଶିଉନ୍ତ 


ଦେବ । ସନ୍ଦ = = ॥” ଜନହୁଏ, ଢେକେ, ସଲକଃ, 7" "- € ଏ ଏକସମ ରଶି ପାଲ 
1 >) rE <= 1+ 1/2 
ହେବ ଏବଂ ଏହା ଅସୱବବ ଅଖ । ସୂୁତ୍ଗଵଂ ପ୍ରତ୍ୟକ ଧନାସ୍ଥକ ଏକ ସମଗ୍ବଣି = କୌଣସି 
ଏକ ॥” ଦୁଏ । 
ଘଦ୍ଦ € < 0 ହୋଇଆ ଏ, ଆମେ = € =" ପ୍ରମ୍ମାଣ କରୁ ; ଅର୍ଥରୁ, 


± mn. ± (1) (n=0, 15 25 ) 
କେବଲ ଏହ୍ମମାନେ ହ୍ବି 11(4/2)ର ଏକ ସମର୍‌ଶି ଅଃନ୍ତ । 
(୨) ୱନେକର m= 5 = 1 (ମାନ 4) ଓ ୧= ‡ (1⁄5+1) ; 
ଭର ବର୍ତିତ୍ ଟଣାଲୀରେ ଆମେ ପ୍ରମ୍ଥାଣ କରପାରବ୍ଧୀ ସେ 
± wo", +± ନା (n=0, 1, 25 eee) 
[42] 
ଏହ୍ସ ଗଵଶିମାଳେ (4⁄5) ଏକସମଚଟ୍‌ଣି ଅଃନ୍ତ୍ର ଓ ଅନ୍ଯ କୌଣସି ଏକସମଗ୍ବଣି ଜାହ୍ରି । 


୫.୭. ମନେକର ସଂଖ୍ୟାଚନ୍ଧ ଳ1(1⁄%୩)ର ପ୍ରଢ୍ୟେକ ଗୁଣି « ନମି ଏକ ସଲନ 
M(«) ଲରୁୂପିଢ ହ୍ଵୋଇପାରେ | ମନେକର କେବଲ «=0 ଜମିନ୍‌ /4(«) = 0 ଡ଼ୁଏ ! 
ପୁନଶ୍ତ ଆମେ ମନେକରବ୍ଧ ସେ, ସଦ ¥ ଓ ¥) 2 0 ସଂଖ୍ୟାଚଢର ସେ କୌଣସି ଦୁଇଵି 
ରାଶି ଦଆଯାଇଥଲେ ଆମେ ସଂଞ୍ଖ୍ଯାଚନ୍ତର ଏପର୍‌ ଏକ ଗଣି × ପାଇପାରବୁୃ' , ସେପର 


(@) Y= Ky; +Y,, G 

(a) M(Y.) < M(Y)) 
ହେବ । ତାହ୍ରା ହେଲେ ଆମେ ୮୮ ( /m)କୁ ଏକ ଇଜ୍ଉକ୍ଟ ଡ଼ୀୟ୍କ ସାଂଖ୍ଯଚଞ୍ 
କନ୍ଦ୍ରରୁ । ନବର୍ଯ ଶନ୍ନ୍‌ ଚଢ଼ାରଂଶତ୍ରୟ ଏକଚଢ଼ାରଂଶନ୍ର ଓ ୍ଦଧ ଚତ୍ମାରଂଶକୁ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵ- 
ମାନଙ୍କର ପ୍ତମ୍ଭାଣ ପଙ୍ତରକୁ , ଅନୁସରଣ କର୍‌ ଆସ୍ତେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରପାରବ୍ୁ 

ଭ୍ରିପଞ୍ଚାଶତ୍ତମ ସ୍ରମେ୍ଟ୍‌ : ପ୍ରତ୍ୟକ ଇଜ୍ଉକ୍ଟଡ଼ୀୟ୍୍‌ ସାଂଖ୍ଯୟଚନ୍ଧ ଏକ ନ୍ଧର୍ଦଷ୍ଣ 
ଉଦ୍ପାଦକ କୟ୍ଟାମକ ଗ୍ଵଣିଚନ ଅଟ । 


ଆମେ ଏଠାରେ M(4)=1(«)1 ନେବୁ 1 ଏହୁ (4) ଛମୃମଭେ ଜରୁପିଭ 
ହୁ ଏ, ଯଥା :— 


_ { ଧ(%), ଯସଦ୍ଦ (4) > 0 ହୁଏ 
MDE { — (4), ସଦ (4) < 0 ହୋଇଥାଏ, 
ଅର୍ଥାଭ, ଧ'(4)ର ପରମାପ (Magnitude) M(+) ଅଖ | 
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ଦ୍ଧ ମାଝସ୍କ୍‌ ରାଣିକୃ୍ତ «ny 


ଏଠାରେ ପରମଂପମ୍ଭାନଙ୍କ ସୟବନରେ କର୍ତୁ ବକ୍ର" । ମ୍ମନେକର ଆମ୍ଭଲୁ ¬ 3, 
— 2, ¬ 1, 1, 2, 3 ଏନ ସଂଖ୍ଯା୍ପାନ ଦଆସାଇଛୁ । ଏମ୍ପାନଙ୍କର ପରମ୍ଥାପ ମ୍ଥାନ 
ସଥଆାନ୍ଦଷମେ 3, 2, 1, 1, 2 ଓ 3 ହେବ । ସଦ୍ଦ କୌଣସ୍ରି ବାସ୍ତବ ଗଵଶିର ପଶମ୍ଥାପ @ 
ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ ର୍ଵଥି? @ ବା ¬ ¿ ହୋଇପାରେ ! 


ପୂନଶବ, ସଦ୍ଦ × ଗରି? 0 ଓ 1 ର୍‌ ମଧ୍ବନ୍ଠୀ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ତେବେ ¬ × ରୁଥିଃ 
0 ଓ ¬ 1ର ମଧବଞ୍ଠୀ ହେବ, ଅଣା, 

0 < × < 1 ହେଲେ ¬ 1 < — × < 0 ହେବ | 
ସେଉି ଗଵଶିର ପରମ୍ମାପ @ ହୋଇଥାଏ, ସେଦ୍ର ରାଶି @ ବା - 4 ହୋଇପାରେ, ଏଣ୍ର 
ସେଉି ଗୁଣି ‰ର ପରସାପ 4, ସେହୁ ରାଶି @ ବା — 4 ସଡ଼ ସମାନ ଅଃ | 


ସଦ 0 < «< 1 ହୋଇଥାଏ, ଭାହାହେଲେ, ×=4 ହୋଇଥିଲେ, 0 < 
< 1 ହେବ; ଅନ୍ୟଥା, ଯଦ × = —4 ହୋଇଥାଏ, ତେବେ ¬ 1 < × < 0 ହେବ | 
ସୂୃଢର୍‌ଂ 0 < 4 < 1 ହୋଇଥଲେ୍‌ 
—-1<x<1 


ହୁଏ । ଅର୍ଥାନଧ, (£) =a, (£ = × ଜେଇ ଆମେ ଦେଉ .ସେ 0 € M(£) < 1 
ହେଲେ 1 < (£) < 1 ହେବ । 


ମଜେକର £(4/) ରାଶିଲ୍ଡ୍ତର « ଓ 8 ଦୁଇ? ଦାଙସ୍ ସଖ୍ୟା ଓ = 


ଅଃ | ଚାହ୍ଵା ହ୍ରେଲେ 
—_ M(4) 
J M(£) = (0) 
ହେବ । 
ସୁନଶୂ, «= @, + 3 1\/m G P =b, + ୨  m ହେବ | 
ଫଲର୍ତଃ, 
p= atom hb 
bi+bsV/m b—bsVm 
= (@1 by — asbsm) —aib5)V/m 
bP — bam 


= Y+ s$\/m 
ହେଲେ 7 3 $ ଦୁଇଝି ପରମେସ୍୍‌ ରାଣି ହେବ | 1(⁄/m)ର ଗୋରୁ ଗୁଣକୁ କମ୍ମମତେ 
ପ୍ରକାଶିଭ କର୍ଵସାଲପାରେ, ସଥା : ¬ 
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ବ୍୪୦ ରାଣିତନ୍ତୁ 


“ଘରଦ୍ଦ £ କଆସାଇଥାଏ, ଆମେ ଏପର୍‌ ଏକ ଟୀଙ୍ଗୀସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା × ପାଇପାରବ୍ଧୁ 
ଘେପର୍‌ 

M(E-K)>1 
ହେବ । 

ମ୍ମନେକର କୌଣସି ଦୂଇଵଝି ପର୍‌ମେୟ୍କ୍‌ ଗୁଣି ଳମ୍ମି୍ 

£=Y+SV/m 
ଅଃ | ଯଦ୍ଦ m = 2 ବା 3 (ମାନ 4) ହୋଇଆଏ, ଭେବେ 

K=x+yV/m 
ହେଲେ × ଓ  ଗୁଣ୍ମିସଂଖ୍ୟା ହେବେ । ସୂଢର୍ଵଂ, ଏହୁ ଷେନ୍ଧରେ ଉପରୋକ୍ତ ଗୁଣକୁ ଆମେ, 
—1<N(¢—K)< 1, ଅରଥାକୁ, ¬ 1< (7 )*-m($— )"*< 1 ଭବବେ 
ଲେଖି ପାରବ୍ଧୁ । ସଦ୍ଦ = 1 (ମାନ 4) ହୁଏ, ଭେବେ ଦୂଇଵି ପୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା × ଓ 3 
ନ୍ନମିନ୍ତ 

K=x+y+yp=x+y +49 (Vm -—1) 

=x+§9+4)V/m 

ଷ୍ବବେ ଲିଝିଭ ହୋଇ ପାରବ | ଫଳଉଃ, = 1 < N(£- K)< 1, 
ଅଣା 

—1<(Y-x—4}y)"—m(s— 49)" <1 
ହ୍ରେବ । 

ଚରୁଃପଞ୍ଚଭାଶଦ୍‌୍ତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦ ୩m ରୁଣାସ୍ରକ ହୋଇଥାଏ, ଡେବେ 
କେବଲ m= ¬ 1, ¬ 2, ¬ 3, = 7, = 11 
ଜମିଦ୍ତ 1( 1⁄7) ଇଉକ ଡ଼ୀସ୍‌ ହୁଏ | 


ସ୍ତମାଣ : (<) ଯଦ ୩m = 2 ବା 3 ହୋଇଥାଏ, ଭାହେଲେ 
—1<(Y—x)"—m(s— y)*<1 
ହେବା ଜମ୍ିଦ୍ଵ୍‌ ଏପର୍‌ × ଓ › ନଅ ଯେଘର୍‌ 
— 4 <Y—x<;4, 
—g<s— < 
ହୁଏ । ଡାହାହେଲେ, 
1-m 
= pe <1 
ହେବା ଆଦଣ୍ଯକ, ଅଣାରୁ 
1—m<4 ବା, -m<3 
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ଦବ ସାଖସ୍କ୍‌ ଗ୍‌ଶିକୁଞ ବ୍‌ 


ହ୍ରେବା ଉ୍‌ଚଢଭ | ଫଲଜଃ, m = — 1 ବା ¬ 2 ହେବ | 
(›) ସଦ m = 1 ହୋଇଥାଏ, ତାହା ହେଲେ 
-1<(Y-x-4}4 y)* -m(s— £ <1 
ହ୍ରେବା ଳମିତ୍ତ୍ ଏପର୍‌ )/ ଜଅ ସେପର 
—§<2 s— yg; 
ହ୍ବେବ ଓ ସେହ୍ / ଜମି୍ତ୍‌ ଏପର୍‌ × ନଅ ରସର 
gq < Y—g yy — x < § 
ହ୍ନେବ । ଫଲତଃ, 
- 1<(r-x—4$ y)* -m(s— 4} y)* <1 
ହେବା କମ୍ଚିନ୍ତ୍‌ 


€= a 
® 16 


—-m<12 
ହେବା ଆଵଶ୍ୟକ 1 = 1 (ମାନ 4) ହୋଇଅବାଭୁ 
m= —3ବା — 7ବା— 11 ହୁଏ | 
ପରିଶେଷରେ ଆମ୍ଭେ ପ୍ତମ୍ମାଣ କରଦ୍ଧ ସେ, 


ପଞ୍ଚ ପଞ୍ଚାଶଡଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ : ସଦ 


m= 2.3,5,6;7,13,17,21,19 
ତୁଏ,ଢେବେ 17  m ଇଉ୍କ, ଡ଼ୀୟ୍‌ ହେବ ! 
ସ୍ତମାଣ : ଆମେ ୩ = 2,3(ମାନ4) ହୋଇଥିଲେ 
A=0, a=m 
ଲେଣଖିବ୍ଧୀ ଓ / = 1 (ତାନ 4) ହୋଇଥିଲେ 
A=}, n=4im 
ଲେଖିବୁ' । ଉାଦ୍ରାହ୍ରେଲେ 
M (E=k)<1 
ହେବା ଜମି୍ତ । 


— 1 < (7 = % = 43)* — n ($ — )" < 1 ହେବା ଆବଶ୍ଯକ ଓ ସଣଥେଣ୍ଡ 
ଅଚ | 
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୪୨ ର୍ଵଗିଉତ୍ତୁ 


ସଦ୍ଦ୍ କୌଣସି + ଓ $ ନମ୍ିଷ୍୍‌୍‌ ଆମ୍ଭେ ଭ୍‌ପରୋକ୍ଛ ସର୍ଥ କର ସତ୍ତା ପୁରଣ 
କରୁ୍ବବା କୋଣସି ± ଓ / ପାଇବୁ ନାହ୍ରି, ଡାହ୍ବାହ୍ରେଲେ // (1/) ଇଜ୍‌କ୍ତ ଡ଼ୀସ୍ଟ 
ହ୍ନେବନାହ୍ବି । ଏଠାରେ 

O<r<4}, 0<s>} 
ନେବା ସଥେଞ୍ ହ୍ରେବ । କାରଣ ‡ < < 1 ହେଲେ 7 ଓ × ସୁଲେ ୮ 1 ଓ × 1 
ଲେଖାସାଇପାର୍‌୍ବ ଓ ¿ < $< 1 ହେଲେ $ ଓ 9 ସୁଲେ $ = 1, ) — 1 ଲେଖାସାଇ 
ପାରବ । 


ଏଣ୍ପ ସମ୍ପର୍କରେ ବ୍ଯଉଭନ୍ଧମ୍ତ ହ୍ରେବା ଛମ୍ଜିନ୍ 
[plx,2)]: (=x —2Ay)" > 1+ n(s — y)° 
ବା [N(x,y)]: n(s— yp)" > 14 (r= x—2ay)" 


ସତ୍ୟ ହେବା ଆବଣ୍ୟକ । ଏଠାରେ 
[p(0,0)] : »** > 1+ ns’, [N(0,0)] : ns’ > +7* 
[p(1,0)] : (1—7)* > 1 +ns’, [N(1,0)] : ns > 1i1+(1 — 7) 
[p(— 1,0)] ¢: (1+ 7)" > 1 +ns’, [N( —1,0)] : ns* 
>1+1+7)* 
ଅଃ | 


ପ୍ରତସୋଡ଼ାରୁ ଅଲ୍ଧଭଃ ଗୋଝିଏ ଲେଖାଏ କୌଣସି + ଓ 5 ଜମିଦ୍ବ ସୟ ହେବା 
ଆବଶ୍ୟକ | ଛଦ 7 = $ =0 ହୁଏ, (0,0) ଓ (0,0) ଅସମବ ଦତୁଏ । ଏଣୁ ଏହ 
ସମ୍ତାବନାକୁ ବାଦ୍‌ ଦଆଯାଜ୍‌ । ସଲଲଃ ୮ ଓ $ ମଧରୁ ଗୋଡି ଶଳ୍ଯଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ 
ଲଆସାଉ୍‌ । ଭାହ୍ାଦ୍ଵେଲେ (0,0) ଓ %( । ,0) ଅସମଞୁବ ନୁ ଏ । ସୂତର୍‌ଂ (0,0) ଓ 
(1,0) ସଢ ହେବା ଆବଶ୍ୟକ | 


ପୁଜଣ୍ଣଟ ସଦ (1,0) ଓ ୬( — 1,0) ମଜ୍ୟଦୁଏ, ଭେବେ 

(1 +1)" > 1 +n" >2+(1—Y)* 
ହ୍ରେବ, ଅର୍ଥାଢୁ, 47 > 2, ବା 7 > ‡ ହେବ | ସଳଜଉ, 

` 0 < < ‡ ହେରୁ , 7 = ‡ ଓ ns = ‡ 
ହେବ । ମନେକର $ =7/ ଓ (p› ୂ) = 1 ଅଖଝେ | ସଦ m = 2, 3 ହୋଇଥା<, 
ଭଢେବେ mM =»1 ଓ 

4mp’ = 5q° 

ହୋଇଥବାରୁ %* ଦୂର୍‌ 5 ବଭଳ୍ୟ ହେବ ଓ ୨= ହେବ ଏବଂ ୂଂ ଦାରା 4 ବିଭ୍ବଜ୍ୟ 
ହେବ । ମା୍ଚ ର କୈ?“ ପୁ୍ଚଠବର ଭ୍ସ୍ାଧଦକ ଦ୍ବବେ ନାଙ୍ବି ଓ 0 < $ < ‡ ଅଃ | 
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ଦ୍ଧ ଘାଖସ୍କ୍‌ ଗ୍ଵଗିକୁଞ୍ଜ ବ୍‌ ଣୀ 


ଏଣୁ = 2, $= ‡ ଓ m= 5 = 1 (ସାନ 4) ହେବ | ହାଛ m =2 ବା 3 ହେରୁ 
ଏହ୍ଵା ଅସମ୍ଭବ ହୁଏ । 

ଯଦ୍ଦ = 1 (ମାନ 5) ହୁଏ, ଢେବେ ୩ = 47 ଓ mp? = 54” ହେବ | 
ସଲଭଃ,  =1, ¶ = 1, 5 ¬ 1 ହେବ | ମା ଏହା ସଞ୍ୃବ ଲୁହୈ ! 

ଏଣୁ ns? = ହେବା ଅସତ୍ତବ । ସୂଡଗ୍ଵଂ ୨( ¬ 1 › 0) ସତ ଲୁହ । ଏଣୁ 
^ (¬ 1, 0) ସଭ୍ଯ ହେବା ଆବଣ୍ୟକ | ଏହ୍ରା ଫଲରେ, 

ns >1-++(1+7r)" >2 
ହୁଏ । ଏଠାରେ 0 < 5 < ‡ୁ ହୋଇଥିବାରୁ » > 8 ହେବା ଆବଶ୍ୟକ । 

ଏଣ୍ /7(1/) ଇଉ୍‌କ୍ଟଡ଼ୀସ୍କ୍‌ ନ ହ୍ରେବା ନମ୍ଭିତ୍ତ୍‌ ॥ = 8 ହେବା ଦରକାର । 
ଅର୍ଥାଜୁ, ୩ = 1, 2, 3, (ମାନ 4) ଓ n< 8 ଛମିଦ୍‌ 7( 2 $) ଇଭଳ୍‌ ଡୀସ 
ଅଝେ | ଏଣୁ m=2, 6 ବା 3, 7, ନମିଷ୍‌ =m <7 ହେରୁ 1(1⁄/m) 
ଇଉଭ୍ଭକ୍‌ ଡ଼ୀୟ୍୍‌ ଅଖ । ସୁଜଣ୍ତ M=5, 13, 17, 21, 29 କମିଦ୍‌ = m <8 
ହେଭୁ 77(4⁄ m) ଇଉକ୍,ଡ଼ୀସ୍କ ଅଃ । 
ଦାସ୍ତବ୍୍ତଃ, 

m= 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73, ନମିନଠ 
ଓ କେବଲ ଏନ୍ଦ୍ର୍ାନଙ୍କ ନମିଦ୍ଵ / (1⁄7) ଇଜ୍‌ଳ୍‌ ଡ଼ୀୟ୍‌ ବୋଲ ଦର୍ଶାସାଇପାରେ । 

ମ୍ାନ୍ଧ ଆମେ ଏଠାରେ ଏହ୍ରବାର ସ୍ତମ୍ାଣ ଦେବୁ ଜାହ୍ରି । ଆମେ କେବଲ ପ୍ରମ୍ଭାଣ 
କରବ୍ଧ ସେ, 

ଵଖଟ୍‌ପଞ୍ଚାଶଡ୍‌୍ଡମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : = 2 ବା 3 (ମାନ 4) ଜମମନ୍ତ୍ର ସେଉ ସେଉି 
11 (4/%) ଇଜକ୍‌ ଡ଼ୀୟ୍‌ ଅଃନ୍ତ, ସେମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ସୀଚିଭ୍ ଅଃ । 


ଉପରୋକ୍ତ ପଞ୍ଚପ୍ଞାଶଡୁ ସ୍ତମଚେସ୍ତୃରେ 7 =0 ଓ = ଛଅ । (Vn) 


ଇଉଭକ ଡ଼ୀସ୍କ୍‌ ହେବା ଜମ୍ଚିଦ୍ଵ୍‌ ଆମେ ଏପରି × ଓ 3 ଦରକାର କରୁ › 
ଯେପର, 

—1<x-m (2-2) <1 

m 

ଅଥକ, 

—m< (my —f)"— mx" <m 

ଅ୍ାକ୍ଵ, (my = ^)" = m×* = £” (ସାନ m) ହେଭୁ , ଆମେ ଏପର ଦୂଲ? 
ଘୁ୍ପ୍ତିସଂଞୟା × ଓ z ନ୍ଧଷ୍ରସ୍ତ୍ର କର୍ବାକୁ ଗୃହ , 
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ବ୍ଃ୪ ରାଣିଉତ୍ତ 


ସେପରି. 
2 — mx" = 1° (ମାଜ m) 


ଓ 

—m<z —mx <m 
ହେବ, 

(କ) ସଦ m=3 (ମାନ 4) ହୋଇଥାଏ ଓ ଆବଶ୍ଯକ ମଭେ ଏକ ବ୍ୁଦ୍ୁନ୍ଧ 
ସଂଖ୍ୟା ତୁ ଏ, ଭେବେ ଆମେ ଏପର୍‌ ଏକ ବୁୁଗ୍ଧ  ଜେଇପାରବ୍ଧ ଯେପର, 

5m<t < 6m 


ହେବ । ଏଠାରେ, 
zz —mx* =£" (ମାନ m) 
ଓ 
—-m<z - mx <m 
ହୋଇଥିବାରୁ , 
2 —mx =" — 5m ବା £" — 6m ଅଃ | 
¿ ଏକ ବୁଗୃ ପୁଣ୍ଣିସଖା ଦୋଇଧ୍ବାରୁ, ାନାଙ 8 ନିମିଦ୍ଠ, 
*=1, 3°, 2" =0, 1 ବା4,m=3 ବା 7 
t—2'=0, 1 ବା 5 
§— "= 1,4 ବା 5 ; 6 ×" =2, 5ବା 6 
m(5— x") = 3, 4 ବା 7 ; (¬ °) = 2, 3, 6 ବା 7 ହୁଏ । ଏଣୁ 
1? - 2 = m(5 = £”) ବା m(6 ¬ ×") ହେବା ଅସଞ୍‌ବ ଅଵେ । ସୁଉର୍ଵଂ 
ଏହ ୮=0 ଓ = ନମିନ୍ତ୍‌ କୌଣସି ¬+ ୬ 1 ୩ ନାନି ସେପର, 
-1<N(r+s1/ mx Vm) < 1 
ହେବ । ଏଣୁ ଏହୁ ୩ ମାନଙ୍କ କମଷିଦ୍ଧ /(  ) ଇଜଉକ୍, ଡ଼ୀୟୁ ଲୁଡ଼େ 
(ଖ) ସଦ m = 2 (ସାନ 4) ଏବଂ ୩m ଆବଣ୍ଯକ ମତେ ବୃଦ୍ରଭୁ ହୁଏ, ଆମେ 
ଏପର୍ଠ ଏକ ବରସ୍ଥୁଗ୍ଧ £ ପାଇପାରରୁ ଯେପର 2m< £” < 3 ହୋଇପାରବ | ଏଠାରେ, 
tt — =m (2 — x) ବା ¬ 2" =m (3— x) 
ସତ୍ୟ ହୁଏ । ଥାନ, ମାନାଙ୍କ 8 ନମିଶ୍ଡ, 


m=2 ବା6; 
2” =1,2ବା6 ; 3 × = 2, 3ବା7 
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୍ଦଂସାଖୀସ୍ ଗୁଣିଲୁଞ୍ଜ ବ୍‌ ୪୫ 


m(2—x")=2, 4 ବା 6 ; m(3 ¬ ‰") = 2, 4 ବା 6 ଅଝେ | ମାନ 
"2" = 0, 1 ବା 5 ଡୁଏ | ଏଣୁ 

2 =m(2— 2") ବା (3 ¬ %”) 

ହେବା ସମ୍ଭବ ଲୁହ୍ନୈ । 


ଏଣ୍ି ମମାଜାଙ୍କ 4 ନମି = 2 ବା 3 ହୋଇଥିଲେ ଓ ଆବଶ୍ଯକ ମତରେ ଏକ 
ବୃହ୍ରଭ୍ଵ ଧନାସ୍ପକ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥ୍ବଲେ /7(1⁄7୩) ଇଜଉ୍‌କ୍‌,ଡ଼ୀୟ ହ୍ରେଦ ନାହି । ଏହ୍ଲା 
ମା m = 1 (ମାନ 4) ପାଇଁ ସଢ୍ଯ ଡ଼ୁଏ । ମାନ୍ଧ ଏହାର ସ୍ରମାଣ କଷ୍ତମ୍ପାଧ୍ୟ ଅଛେ | 


ଆମ୍େ ଜାଣିଲୁ ସେ ଇଉ୍‌କ୍ଟ ଡ଼ୀୟ୍‌ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ଧମାନ ନର୍ଦିଷ୍ଣ ଉ୍‌ସ୍ତାଦକ ଜସ୍ତା୍ମକ 
ଘ୍‌ଣିଚନ୍ଦ ଅଃନ୍ତ୍ର । ମା, ବରପର୍‌ଉ ମେ, ପ୍ରତ୍ୟକ ନ୍ର୍ଦିଷ୍ଣ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ନୟ୍ବାମ୍ମକ ଗୁଣିଚନ୍ଦ 
ଏକ ଏକ ଇଦ୍୍‌କ୍ଟ ଡ଼ୀୟୁ ସାଂଖ୍ଯର ୫ ହ୍ରେବାର୍‌ କୌଣସି ଆବଣ୍ଯକତ୍ତା ନାହ୍ରି । ଉଦାହ୍ରରଣ 
ପୁରୁଷ, /(4⁄/ ¬ 19) ଓ /(4/ = 43) ଏକ ଏକ ନର୍ଦିଷ୍କ ଭ୍‌ସ୍ବାଦରକ ନସ୍କା୍ମକ ର୍‌ଶିଚନ୍; 
ମ୍ଥାନ୍ଧ ଏମ୍ଥପାନେ ଇଉ୍୍‌କ୍ଟ ଡ଼ୀୟ୍ ଲୁହନ୍ତ । 
ସୁନଶ୍ତଚ କେବଲ 


m= —1,—2,—3,—7,—11,— 19, = 43, — 67, - 163 ଓ 
ସମ୍ଭବବଉଃ, ଆଉ୍‌ ଏକ ୩ କମି, (1⁄୩) ନର୍ଦଦିଷ୍ଟ ଉ୍‌ସ୍ତାଦକ ନସୟ୍ଟାମମକ ର୍‌ଶିଚନ୍ଦ 


ହ୍ରେବ । ଶେଷଖୋକ୍ତୁ ୩M? ଘଦ ଥାଏ, ଢେବେ ସେହ୍ସ < ¬ (5000000000) 
ହ୍ରେବ । 


ଅରବର୍୍‌ୀ ଅଧାସ୍ଵ୍‌ରେ ଆମ୍ଭେ କେଉେକ ନର୍ଦି୍କ ଉସ୍ପାଦକ ନସ୍ଟା୍ଭକ ର୍‌ଣିଚନ୍ଦର 
ମୌଲକ ର୍‌ଶିମ୍ଭାନଙ୍କ ସମ୍ପର୍କରେ ଆଲ୍ଲେଚନା କରବା । 
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ଷଷ୍ଠ ଅଧାୟ 
ବୀଜୀସ୍ ସାଂଖ୍ଯୟଚନ୍ତ ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ମୌ'ଲକ ରୁରିମାନକ୍କର ଗୁଣ 


(Integral Domains avd the properties of their 
prime numbers) 


୭ ୧. ମଜେକର /(4⁄/m)ର ଶୂନ ବା ଏକ ସମଚର୍‌ଶିଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ରାଶି 77(4⁄/ ମଠର କେତେକ ନର୍ଦିଷ୍କ ମ୍ଭୌଲକ ଗ୍ଵଣି ବା ସେମ୍ମାନଙ୍କର ଅନ୍ଧୁବ ନୀ୍ମାନଙ୍କର 
ଗୁଣଫଲ ରୁଷେ ପ୍ରକାଶି ଦୁଅନ୍ତ୍ର । ଏହ୍ର ପ୍ରକାର 77(1⁄)କୁ ଆମେ ସରନ ଦୁ ଦାତସ୍ତ 
ସାଂଖ୍ୟଚଦ୍ଧ (Simple Quadratic Fields) ନାମ ଦେବୁ । 

ମ୍ମନେକର //(4⁄/) ସରଲ ଅଵେ ଓ ଏହ୍ଵାର 7 କୌଣସି ଏକ ମୈ ଲକ 
ରାଣି । ଢାହାହେଲେ, 

= ଦର୍‌ (7) =" ଓ — (7) = ନ ବ୍ରଷ୍ତଜ୍ଯ । ଏମ୍ପାଳଙ୍କ ମଧରୁ 
A'() କା ¬ (7) ଧନଜାସକ ହୁଏ ! ଏଣୁ ଏପର୍‌ ଗୁଡ଼ଏ ଧନାସ୍ଥକ ପୁଷ୍ରିସଖ୍ଯା ଅଛନ୍ତି 
ସେଉଉମ୍ମାଜେ ” ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ବତ୍ତଜଯ । =” ଦ୍ଵାର ବଷ୍ତଜ୍ଯ ସମସ୍ତ ଧନାସ୍ତକ ରୁଶି ଧରେ 2z 
ଛୁ ଦୃଢମ ହେଉ | ସଦ z= 2¡ 2Z¡ ହୁଏ, ଭେବେ //(4/) ସରଲ ହୋଇଅବାରୁ 
” ଦାରା 2) ବା z, ବରଜ ହେବ | ମ୍ାନ୍ଧ 4 ବା 2, 1 ଠାରୁ ଭଲ ହେଲେ, 2ର 
ସଂଜ୍ଞ ଅଲୁତ୍ାସ୍ଟୀ, ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଟେ | ସୁଜଗ୍‌ଂ, 2 ଏକ ମୌଲକ ପୁଣ୍ପିସଖ୍ୟା ୬ ଅଃ । 
ଘଦ 7 ଦାଗ୍‌ ଦୂଇ?ି ମ୍ୌଲକ ପୁଥ୍ିସଖ୍ୟ 2 ଓ ¿' ବଭ୍ତଜ୍ୟ ଦୁଅନ୍ତ୍ ଭେବେ 7 ଦାରା 
ପ୍ରଭ୍ୟେକ ± ଓ 3 କମିଦ୍, ୨ — ୨" ବର୍ଜ୍ୟ ହେବ । ଆମେ ଏପର୍‌ % ଓ ଜେବ୍ଧଂ 
ସେପର୍‌ ୨x = py=1 ଜନର) | ଫଲଉଃ, ” ଦ୍ାଗ୍ଵ 1 ବଷ୍ଠଜ୍ଯ ହ୍ରେବ୍ର । ମ୍ରାନ୍ଧ ଏହା 
ଅସତମ୍ବବ ଅଝେ । ଏଣୁ 2 ଏକ ନର୍ଦିଷ୍ଣ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟାତ୍ତ୍ରବେ ନରୁପିଉ ତୁଏ । 


ସପ୍ତପଞ୍ଚାଶଡ୍‌୍ଡମ ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ସରଳ ସାାଂ୍ଯଚନ 1/(⁄ $m) ମାନର 
ସ୍ରଭ୍ୟେକ ମ୍ରୌଲକଗୁଶି ଏକ ଜର୍ଦି ଷ୍ଟ ଧନାସ୍ପକ ମ୍ତୌଲକ ପୁର୍ଧ୍ଣିସଂଖ୍ୟାର ତ୍ଵଜକ ଅଖ । 


ଏଣୁ /1(4/)ରେ ଧଳାସ୍ପକ ମୌଲକ ପୁ୍ଷତିସଖ୍ୟାମାଳଙ୍କର ଜଉ ସ୍ତାଦକମ୍ଭା ନଙ୍କ 
ମଧ୍ୟରୁ ଆସେ 1/(4⁄%) ର ମୌଲକ ରଶିଜାନ ପାଇବୁ । 
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ବୀଜୀୟୁ ସାଂଖ୍ଯଚଙତ୍ ବ୪୭ 


୬9-୨. ପ୍ରଥମତଃ, Z+ 2 = (4/ ¬ 1) ର ମୌଲିକ ର୍‌ଶିମାନ ଜ୍୍ତସ୍ତ 
କର୍‌ସିବ । ମନେକର 2 ଏକ ମୌଲକ ପୁଶ୍ରିସଖ୍ଯା ଓ ଏହା 2+; ଦ୍ାଗ୍ଵ ବତ୍ତ୍ଜ୍ଯ 
ଅଃ | ସଦ 


74 = ) ହୁଏ, ଭେବେ 

N(2) NG) = Np) =p" 
ହେବ । ଏଣୁ ହୁଏତ (2) = 1 ହେବ, ନଚେଜୁ ^ (4) =» ହେବ | ସଦ (2) = 1 
ତୁ ଏ, ଢେବେ ଏକ ଏକସମର୍‌ଗି ହେବ ଓ 7, ୬ ର ଅନୁବନ୍ଧୀ ହଲେବ | 

ସଦ (4) = ହୁଏ, ଭେବେ (7) = 4” + 8” = ହେବ । 
ସୁଭର୍‌୍ଂ (ଏ) ୬ = 2 ହ୍ୋଇଥୂଲେ = 1" + 1" = (1 +) (1 ¬ 9 = (1 ¬ ;)* 
ହେବ । ଏଣୁ 2 +12ର 1+, — 1+, — 1 ¦ ଓ 1 ¬ ¢ ଏକ ଏକ ମୌଲକ 
ର୍ଣି ହେବ | ଏମାଳେ ପରଞ୍ପରର ଅନୁବନ୍ଧା ଗୁଣି ଅଃନ୍ତ୍ । 


(୨) ସଦ ¿ = 47 + 3 ହୋଇଥାଏ, ଡାହାହେଲେ 
p =a +b* 
ହ୍ରେଲେ @ ଓ ‹ ମଧ୍ୟରୁ ଗୋଝିଏ ସ୍ଥୁଗ୍ଧ ଓ ଗୋଏ ବ୍ରୁଗ୍ଧ ସଖ୍ୟା ହ୍ରେବ | 


ଏଣ୍ର, 

p =° + b* = 1 (ମାନ 4) 
ହ୍ରେବ, ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଝେ । ଏଣ୍ତି (47 + 3) ଅକାରରେ ଲ୍‌ଝିଭ ହୋଇପାରୁଧଦା 
ମୌନଲକ ଗୁଶି, 

D=N m= +b" 
ତ୍ବେ ପ୍ରକାଶି ହୋଇପାରବ ନାଦ୍ରି । ଏନ ସମସ୍ତ ୨, 2+ 12 ର ମଧ ମୋୌଲକ ଗୁଣି 
ହେବେ । 

(୩) ସବ୍ଦ = 47 + 1 ହୋଇଥାଏ, ଢେବେ - 1 ର ଲେକେଣୁ, ଚଭ, 


(Sh) = 1)? ® $ 
PD ~ 
¬ 1 ଏକ ଦୁ ଘାଖସୟ୍ଲ୍‌ ଅବଶେଷ ଅଃ | ଏଣ୍ି 
= — 1 (ମାନ ») 
ର ସମାଧାନ ସମ୍ଭବ ଅଟେ | ଯଦ୍ଦ × ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ଦୁ ଏ, ତେବେ 2 ଦାରା ("+ 1) 
ବର୍ଚଜ ହ୍ଵେବ । ଏଣ୍ଣି » ଦ୍ଵାର୍‌ (±+) (¬) ବର୍ଜ୍ୟ ହେବ | ସଦ Z+ 2 ର 


୬ ଏକ ମୌନଲକ ଗୁଣି ହୋଇଥାଆନ୍ତା, ତେବେ 2 ଦୁାଘ୍‌ (±+:) ବା (× - ¡) ବର୍ଜ୍ୟ 
ହୁଅନ୍ତା | ମ୍ଥା୍ଧ ୬ ଦାଗ (×+ :¿ ବା (± #) ବର୍‌ଜୟ ହେବା ଅସମ୍ଭବ ଅଵେ । ଏ 
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୮ ଗଣିତ୍ତନ୍ତୁ 


Z+iZ ର p ଏନ ମୌଲକ ଗୁଶି ହୋଇ ନପାରେ । ସଲତତଃ, ୬ = ହେବ ଏବଂ 
"= 4 + ¦ ହେଲେ ^ =4 — ¦ ହେବ | ସୂନଣ୍ଡ, 

N(r) =a +b’ =p 
ହେବ ; ଏଣୁ ଏ ଷ୍ଷେଧରେ > ଦୁଇି ଗୁଣ୍ପିବର୍ଗର ସମ୍ଭତ୍ଧି ଡୁ ଏ । ଏଠାରେ × ଏକ ମୌଲକ 
ଗଣି ଦୋଇଥବାରୁ 4 ମଧ ଏକ ମ୍ରୌଲକ ଗଣି ତୃଏ, କାରଣ 

A= =k —iD(u—iyv) 
ହେଲେ 7 = (+) (+ ୪) ହେବ ! 
ସୂ୍ତଗ୍ଵଂ 7୮ ଓ ^ ଉ୍ଭସ୍ଲେ ମ୍ୌଲଲକ ହେବେ ଏବଂ 

My IN, — x, — $M A, tA, — A, — A 
ଏହ ଆଠଗୋଝି ମ୍ରୌଲକ ଗ୍‌ଶିଦ୍ଧାଗ୍‌ 7 ବଭ୍ବାଜଏ ହ୍ବେବ । ସଦ ୨ =" + 1ଂ ହୁଏ, 
ଢେବେ (¢ +¦) ଦୁ।ରା ୬ ବୟଜ“ ହେଉସିବାରୁ ଜ୍‌ପରୋଙୁ ଆଠଗୋ? ଗ୍ଵଗି ମଧରୁ 
ଗୋଝିଏ ରଶି (୯+:) ହେବ । 

ଭ୍‌ପର୍ରେକ୍ୁ ଆଠଗୋଝି ଗଣି ± 4 ± ବା ±12+2 ଭ୍ତ୍ବବେ ପ୍ତକାଣିତ 


ହେଉବାରୁ 
c+ id= ta ± ib G6 c' =a’, di =b* 
ବା 
c+id= ± bt ia 6 ¢? =b2, d’ =o’ 
ହ୍ରେବ। ଏଣୁ 


ଅଷ୍ଟ୍ପଞ୍ଚାଶଡ୍‌ତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : (47+ 1) ଆକାରର ପ୍ରତ୍ଯେକ ମୌଲିକ 
ପୁଣ୍ପିସଖ୍ୟା କେବଲ ଗୋଡିଏ ପ୍ରକାରେ ଦୁଇଝି ପୁଶ୍ପିବଗର ସମଭଣ୍କି 2” +2? ଗ୍ଵବେ 
ପ୍ରକାଶିତ ହୁଏ । 

ସୁନଣ୍ତ 

_ ଉ୍୍‌ନଶଣ୍ଡିତମ୍‌ ସ୍ରଚମେସ୍ଟ : କେବଲ ନମ୍ଟଗଵଣିମ୍ଥାନ 2+12Z ର ମୌଳଲ୍କକ 

ରାଣି ହେବ, ସଥା : 

(କ) 1+ ¦ ଓ ଏହାର ଅନୁବଛୀର୍ଶି ଗଣ, 

(ଖ) (47+ 3) ଆକାରର ମୌଲିକ ପୂର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟାଗଣ, ଓ 

(ଗ) (47 ++ 1) ଆକାରର ମୌଲକ ପୁସଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କର 

(4 + ¦) (8 ୪ 0) ଆକାରର ଉସ୍ବାଦକମ୍ଭାନ । 


୭-୪. ଏହୁ ଷରିଚ୍ରେଦରେ Z+ ®Z ର ମୌଲକ ଗୁଶିମାନ ନ୍ତିସ୍ବ୍‌ କର୍‌ସିବ । 
ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯାମ୍ଥାନଙ୍କର ଭ୍ତରଜକ ହ୍ରୋଇଥବାରୁ ଏମ୍ରାନଙ୍କୁ ଭନଶ୍ରେଣୀରେ ବଉକ୍ତ 
କରଗ୍ଵସିବ୍ର । ଏଠାରେ ମୌ୍ଲକ ପୁ୍ତିଝଖ୍ୟାମ୍ଭାନଙ୍କୁ 2 ନାମ୍ଭରେ ଜାମିତ କର୍ଵସିବ । 


Digitized by srujanika@gmail.com 


ସୀଜୀସ୍ଟ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ନ ୪ 


< | ମଦ ୬=3 ହୁଏ, ତାହାହେଲେ ନ =(1 —o)(1 ¬ 0") = ( 1+) 
(1 ¬ @)* = —@* (1 @) 6 (1 ¬ @) = 3 ହେରୁ, (1 ®) ଏକ ମୌଲକ 
ବଙ୍ଗୀୟ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରେବ । 

? |! ସଦ ୬ = 2 (ମାନ 3) ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ ୪ ଏକ ମୌନ୍ଲକ ସୀଙ୍ୀୟ୍ 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥ୍ଲେ (7) = ୬ ହୋଇପାର୍ବ ନାହି; କାରଣ 7 = 4 + ଛନ ହେଲେ 

4 N(2) = (2a — b)* ++ 3b = (24 — b)* (ମାନ 3) 


(24 = ) = 0, + 1, ବା ¬ (ମାନ 3) 
ହେରଭୁ, 4/0 (7) = 0 ବା 1 (ମାନ 3) ଅଃ । ଏଣ୍ଣି ୨ କୌଣସି ମୌଲକ ଏକ 
ବାୀଜୀୟୁ ଗ୍ଵଣିଦ୍ଧାଗ୍ଵ ବତ୍ଵଜ୍ଯ ହୁଏ ନାନି । ସୁତ୍ତଗ୍ଵଂ 7 (4⁄ ¬ 3) ର ୬ ଏକ ମୌନକ 
ଗ୍ଵଣି ଅଃ । 

୩ | ସଦ ୬ = 1 (ମାନ 3) ଦୁଏ„ ଭେବେ ୨-୫ ପରଜ୍ଛେଦର ବର୍ଣ୍ତନା ଅନ୍ଲଯାୟ୍ୀ 
” ମାନାଙ୍କ ନମ୍ମିଷ୍୍‌୍୍‌ ¬ 3 ଏକ ଦ୍ଧଂଘାଖସ୍କ୍‌ ଅବଣେଷ ହ୍ରେବ । କାରଣ ଏଠାରେ 
p= 3n+ 1 ଅଛେ | ଏଣୁ 

×" = — 3 (ମାନ ») 
ର ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ × ଅନୁ । ଏବ × ନମ୍ଚି୍୍ତ, ୭ ଦ୍ଵାଗ୍‌ (‰”+3)= (×+ = 3) 
(× ¬ 4⁄3) ବର୍ଜ୍ୟ ଅଵେ । ସଦ 7 (4⁄7 ¬ 3)ର ୬ ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରୋଇ- 
ଥାଆନ୍ତା, ତାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 7/(4⁄/ 3) ଇଉ୍‌କ୍ଟ ଡ଼ୀୟ୍୍‌ ହ୍ରୋଇଧ୍ବବାରୁ , ୬ ଦ୍ଵାଗ୍ବ 
(× + 1⁄ ¬ 3) ବା (× = 4⁄/ = 3) ବଷକ ହୁଅଲତା | ମାନ ଏହା ଅସମ୍ଭବ । ସୂଭଗ୍‌ଂ 
p କୌଣସି ଏକ ମ୍ମୌଲକ ସୀ ସଂଖ୍ୟା (4 -† 2) ଦର୍‌ ବଭବକ ଅଃ | ଓ 


p=N (a+bo)=a° —ab+Db* 
ତୃ ଏ । ଆମ୍େେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କଳୁ' ସେ, 

ଶର୍ଶ୍ଡଡମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : 2+ Z ର 

(<) 1—o, 

(2) (3+ 2) ଆକାରର ମୌଲକ ପୁଣ୍ୁିସଖ୍ୟା ଓ 

(୩) (3 + 1) ଆକାରର ମୌଲକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟାମାନଙର ଭ୍‌ସ୍ପାଦକ 4 + ®, 
ଓ ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ ଗଵଣିମମାନେ ଦରି ମୌଲକ ଗୁଣି ଅଃନ୍ତ୍ 


୭୫. ଯେଉ ସେ M ନମିନ୍ତ, 77 (1/୩) ଏକ ଛର୍ଦଞୁ ଉ୍‌ସାାଦକ ଜୟ୍ାମଭକ 
ରାଶିଚନ୍ଦ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଉପରୋକ୍ତ ପ୍ରଣାଲୀ ଅନ୍ଲୁସରଣ କର ସେ ସମସ୍ତ m ଜମିଦ୍ଧ, 
//(3/m) ର ମୌଲକ ଗ୍୍‌ଶିସାନ ଆମ୍ଭେ ନ୍ତ୍ତସ୍କ କରିପାରୁ । ଏସ୍ନମିଣ୍ତ୍ର ଅମେ 
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ବ୍୫ଶତ ର୍ଗିତ୍ତତ୍ତୁ 


ଲଳଜେଣ୍ଡ , ଚର (3) ର ସାହ୍ବାୟସ୍ଯ ନେଉ । ୬୫ ପରିଚ୍ଛେଦରେ ଏହ ରଦଭ୍ରେର 
ଆବଶ୍ୟକୀୟ ଗୁଣମ୍ଭାନ ବିଶଦର୍ତବେ ବ୍ଡିଭ ହ୍ରୋଇଅନ୍ତୁ 
ମନେକର m୩ =2 ଓ ୬ ଏକ ଦନ୍ତ ମୌଲକ ପୁର୍ଣ୍ତିଝଖ୍ଯା ଅଖେ। ସଦ 
/(  2)ର ନ ଏକ ମୌଲକର୍‌ଶଣି ଜଳ ହୋଇଥାଏ, ଏହା ଏକ ମୌଲକ ସୀଙ୍ଗସ୍ ସଂଖ୍ୟା 
(4+ 8⁄2) ଦୁାରା ବଭ୍ବଳ ହେବ । ଏଠାରେ ଏ (4+94/2) ଦୁାର୍‌ ଧ(p) = ୬” 
ବିତ୍ତଜ୍ୟ ହ୍ରେବ | ସୂଭର୍‌ଂ, (a +b4/ 2) = a” ¬ 20" = ± ଠ ହେବ | 
ମାନ ମାନାଙ୍କ 8 ନମିତ୍ତ୍ ପ୍ରତ୍ୟକ ପୁ୍୍ରିବର୍ଗ 0, ! ବା 4 ସହ ସଙ୍ଗତ ଡୁଏ । 
ସୂ୍ଗ୍‌ଂ, ଯଦ୍ଦ୍ର ଆ = 87 + 3 ବା 8 ++ 5 ଆକାରର ଏକ ପୂର୍ପ୍ତିସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥା 4, 
ତେବେ, 
±p= ± 3 = 3 ବା 5 (ମାନ 8) 
ହେରୁ, ଏବଂ, କେବଲ 
a” — 20* = 0, ¬ 2, 0› 1, 7, 1, 4› 2, 4 (ମାନ 8) ସମ୍ଭବ 
ହ୍ବେଉ୍୍‌ସବାରୁ 
a’ — 2b’ = tp 
ଅସମ୍ଭୂକ ଅଃ । ଏଣ୍ି ସଦ୍ଦ୍ର 17 ( 2) ର୍‌ ୬ ଏକ ମୌଲକ ଗ୍ଵଣି ନ ହ୍ରୋଇଥଆାଏ, 
ତେବେ ୬ ର ଅକାର 8 4+ 3 ବା 8 + 5 ହେବ ନାହି । 
ଏଣ୍ପ ସଦ୍ଦ ୬ = 8 ± 3 ଆକାର୍ର ଏକ ମୌଲକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟା ଦ୍ରୋଇଥାଏ, 
ଏହା ମଧ 7/(4/ 2) ର ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । 
ସବ୍ଦ = 8" ± 1 ହୋଇଆଏ, କେବେ 2-୫ ପରଢେଦର ପ୍ରସ୍ଟୋଗ 
(<) ଅଲୁଯାସ୍ୀ, ୬ର 2 ଏକ ଦୃ ସାଖସ୍ବ୍‌ ଅବଶେଷ ହେବ, ଅର୍ଥାଢ଼ୁ, 
×* = 2 (ସାନ ») 
ର ଏକ ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍କ ସମ୍ମାଧାନ × ଅଛୁ । ଏହ ± ନମିଦ୍ବ, ୬ ଦୁାର୍‌ 4* ¬ 2 = 
(× ++  2)(× = 1⁄ 2) ବଷ୍ବଜୀ ହେବ | 7 ( 2) ଏକ ସରଲ ସାଂଖ୍ୟଚଃ . ହୋଇ 
ଥୁବାରୁ, ସଦ /(¥ 2) ର ଏକ ନୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାନ୍ତା, ଡେବେ (+ 4 2) 
ବା (× ¬ / 2)› ୬ ଦାରା ବାଜ ଡୁଅଲରା |, 
ସଦ୍ଦ 
x++ J 2= plai+ tiv 2) 
ହତ ଏ, ଓଉବେ 
x—V/2=p (aq — bi y/2) 
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ଝୀଜୀସ୍ଟ୍‌ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ଦ ବ୍ଛୁଦ୍‌ 


ହେବ । ଏଣ୍ଣ ଏମ୍ପାନଙ୍କର ପାର୍ଥକ୍ୟ 
2V2=E2pbiV2 

ହେବ । ଫଲଉଃ, ୬; = 1 ବା = ± 1 =, ହେବ । 

ଏଣୁ ୬ ମୌଲକ ପୁ୍୍ିସଖ୍ୟା ହ୍ବେବ ନାହ୍ରି । 


ସୁଭଗ୍ଵଂ କୌଣସି ମ୍ରୌଲ୍ନକ ପୁଶ୍ରିଝଖ୍ଯାର ଆକାର ୬ = 8" ± 1 ହେଲେ 
11( 2) ର ଏକ ମୌନଲକର୍ଗି ହୁଏ ନାହି । ଫଲତ୍ଃ 77/(4/2) କୌଣସି ଏକ 
ମୌଲକ ଝାସ ଗୁଣି 7 ଜମ୍ଭିତ୍ 
p=zx2 
ହେବ ଏବଂ ଏଠାରେ 4 ଏକ ଏକସମ୍ଭଗ୍ଵଛି ନହ୍ଵେବ ନାହି । ମନେକର 
r=a+by/2 
3G 
A=c+d/2 
ଭାହ୍ବାହ୍ରେଲେ 
(a*— 20 )(c* —2d*) = N(m2) = N(p) = 
ହ୍ବେବ । ମ୍ଭାନଦ 
a’ — 20° 4 1 4c? — 2d’ 
ଅଃ । ଏଣ 
. a’— 2b’ = ± p=c" — 2d’ 
ଅଥାଜ଼୍, 
NA=1 2 
ବା 7=) 


ହେବ । ଯଦ୍ଦ ^ ଏକ ମୌଲ୍ଲକରଗ୍‌ଗି ନୁ ଏ, ତେବେ ଏକସମର୍‌ଣିଠାରୁ ଭଲ /1(4⁄ 2)ର 
ଦୂଇ?ି ସୀଙ୍ସ୍କ ଗୁଣି £ ।, ଜମିଦ୍ତ, A = £" ହେବ ଓ ସଲଚତଃ, 

x == 0, [N (¢) 1 AN (0) 
ହେବ, ଅର୍ଥରୁ, × ଏକ ମୌନଲକ ର୍‌ଶି ହୋଇପାରବ ନାହି । ଏଣୁ 2, 1/(4/2)ର ଏକ 
ମୌଲିକ ର୍‌ଗିହୁଏ । 

ସୁନଶ୍ଡ 4⁄2 = £! ହେଲେ 

N(1/2)= —2=N(8) N (1) a _ 
ହେବ ଓ ନ (£) ବା ' (7) ର ମୂଳା ± 1 ହେବ । ଏଣୁ 17 (1⁄2) ର 1⁄2 ଏକ 
ମୌନଲ୍ନକ ଗଣି ଅଝେ । ଆମେ ସ୍ତମଭାଣ କଳ ସେ, 
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୫୬ ପଣି ର୍ତତ୍ତ 


ଏକଶ୍ତିତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : /7 (1⁄2) କେବଲ ନମ୍ପ୍ରଦନ୍ତ ଗୁଣିମ୍ଥାନ ମ୍ରୌଲକ 
ଅଛନ୍ତି, ଯଥା :— 

(<) 4⁄2 ଓ ଏହାର ଅନୁବଛୀ ଗ୍‌ଣିଗଣ; 

(2) (87 ± 3) ଆକାରରେ ଲିଖିଭ ହୋଇଥାରୁବା ମୌଲକ ପୁଞ୍ଜିସଖ୍ୟାମ୍ଥାନ 
ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନୁୁବଛୀ ଗ୍‌ଶିଗଣ 


(୩) (87 ± 1) ଆକାରରେ ଲ୍‌୍ଝିକ ହ୍ରୋଇପାରୁଥ୍ବା ମୌଲକ ପୂର୍ଶ୍ତିସଖ୍ଯା- 
ମ୍ଥାଳଙ୍କର ଉ୍ସ୍ଧାଦକ (4+2⁄2) ଓ (4⁄2) ଓ ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ 
ରାଥିଗଣ । 


୭-୭. ମନେକର m=5 ଓ /=3‡ (1⁄5+1) ; ଡାହାହେଲେ 
1/(  5)ର ଝାଙସ୍‌ ସଂଖ୍ୟାମାନ 42 ++ ^ ଭ୍ଵବେ ଲ୍‌ଖିଭ ହ୍ବେବେ ଓ ଏଠାରେ a ଓ 2 
ଦୁଇଵି ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । (4 + 2⁄2) ର ମାନ 

N(a + bP) =a’ + ab — b* 
ଅଖ | 17 (3 5) ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ମୌଲିକ ରଶି ଠିକ୍‌ ଗୋଵିଏ ମୌଲକ ପୁ୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟାର 
ତ୍ବଜକ ହୁଏ । ମନେକର ୮ ଏକ ମୌଲକ ସୀଜୀସ୍ଟ ଗଵଶି ଓ ଏହ୍ରା ଏକ ମୌଲକ ପୁ 
ସଂଖ୍ୟା ଠର ଭ୍ତ୍ଜକ ଅଃ | ତାହାହେଲେ 

p=7 A 
ହେଲେ 

p= N(p)=N(n) N (2) 

ଯଦ୍ଦ ଏ (2) = 1 ହୁଏ, ତେବେ ର = ଏକ ଅନ୍ୁବନ୍ଧୀ ଗଣି ହ୍ରେବ ଓ 
ଗ୧/(4/ 5) ର ନ ଏକ ମୌଲକ ଗ୍‌ଶି ହେବ | ଅନ୍ୟଥା, 

N(7) = ±p 
ହ୍ରେବ । 

ସ୍ଥଜେକର (7)= ±» 
ଢାହାହେଲେ, 7 = 4 ¬+ ନ ହେଲେ 

4 N(r) = 4(a* +ab — b’) = (2a + b)* — sb’ = ± 4p 
ହେଭୁ, ସଦ = 57 ± 2 ହୁଏ, ଢେବେ 

(2404 b)* = 4p = ± 3 (ସାନ 5) 
ହେବ । ମ୍ଥାନ୍ଷ 2“ ୫. ପରଢେଦରେ ପ୍ରସ୍ଟୋଗ () ଅନୁସାସ୍ବୀ, 5 ମ୍ଥାନାଙ୍କ ନମ୍ଭି୍ତ ±: 3 
ଏକ ଏକ ର୍ଦ୍ଧବ ଘାତ୍ତ ଅନବଶେଷ ଅଃନ୍ତ; ଏଣ୍ଡ 

(22+ ‹)' = ± 3 (ମାନ 5) 
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ଝୀର୍ଗୟ୍କ୍‌ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ଦ ବ୍‌ ଡୁ 


ଅସମ୍ଭବ ଅଝେ । ଫଲଭଃ, ୬ = 57 ± 2 ହୋଇଥୂଲେ, (7)= ± ହେଳା 
ଅସମ୍ଭବ । ଏଣ୍ର ଏହ୍ସ ପ୍ରକାର 2 ଜମିଦ୍ତ୍୍‌ (7) = ୨” ହୁଏ ଓ 7/(4⁄5)ର ୬ ଏକ 
ମୌଲକ ଗଣି ହୁଏ । 


ଯଦ୍ର ୨ = 57 ± 1 ଦୁଏ, ଢଭେବେ 2-୫ ପରଚେଦର ସ୍ରସ୍ଟୋଗ (*) ଅନୁସାସୀୀ 


5 
p 
ହେବ ଓ » ମାନାଙ୍କ ନମ୍ଚିଷ୍ଟ୍‌ଟ 5 ଏକ ଦ୍ଧ ଘାଖ୍ରସ୍ପ୍‌ ଅଶେଷ ହ୍ରେବ | 
ଏହୁ, 

×" = 5 (ମାନ ଯ) 
ର ଏକ ଗ୍ରର୍ଷ୍ତିଝଖ୍ୟା ବଶିତ୍ଗ ସମ୍ଥାଧାନ × ମିଲବ । ଏଦ୍ର ଗୁ୍ପିସଖ୍ଯା × ଜମିଦ୍୍‌ 2 ଦ୍ରାଗ୍ଵ 
22 ¬ 5 = (% + 4 5) (× = 4 5) ବରଜ ହେବ | ଯଦ /(4⁄ §)ର ଏକ ମୌଲକ 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥାଅଲ୍ତା, ଭେବେ 7(4⁄ 5) ସରଲ ହୋଇଥବାରୁ 2 ଦୁାର୍‌ (×+ 4⁄5) 
ବା (× ¬ 4 5) ବର୍ଜ୍ୟ ହୁଅଲତା ! ମନେକର (×+ /5)› 2 ଦାରା ବରାଳ ଅଃ । 
ଅର୍ଥାଡୁ, ପୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା 4 › 2 ଜମି 

x+1/5=pla; +b ‡ (Vs+1)} 


ହୁଏ, ତେବେ 
x—41/5=p la; +b; § (—V/5+1)} 
ହେବ । ଅର୍ଥାଜ୍ର, 
21/5 =pbiV/5 
ବା, 
2= pb; 


ହେବ । ଏଠାରେ ୨ = 57 ± 1 ହେରୁ ୬ = 2 ହେବା ଅସତ୍ବ ଅଃ | ଏ§ୁ = ! 
ହେବ । ୬ ଏକ ମୌଲକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ ଏହା ଅସତ୍ତବ ଅଃ । ଏଣ୍ର 
1 (4/ §)ର ୬ ଏକ ମ୍ୌଲକ ଗ୍ଵଣି ହ୍ରୋଇପାରବ ନାଡ୍ରି । ମଜେକର //(⁄5)ର 
କୌଣସି ମ୍ୌଲକ ଗୁଣି 7 ନମପି୍ତ୍‌, 

nA=p 
ହୁଏ । ଏଠାରେ 4 ଏକ ଏକସମ୍ତଗୁଣି ହ୍ରୋଇଷାରବ ନାହ୍ରି । ସଦ ୮=a+b୬ ଓ 
A= ++ ହୋଇଥାଏ । ଭେବେ, 

p= N(p) = N(7) NA) =(a*+ab — b’)(c* +cd — d’) 
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C୫୪ ଗ୍ଵଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


ଏବଂ, 
a’ +ab—b’ EF 1c +cd-d’ 
ହେବ । ଝଫଲଭଃ, 
a +ab- b= ± p=c" +cd—d’ 
ହେବ । ଯ୍ଦ ଏକସସ୍ତଗ୍ଵଗିମ୍ଭାନଙୟ୍କଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର /(3⁄ 5) ର ଦୁଇ? ର୍‌ଟି 2¡ ଓ 2, ନମି, 
A=; Ag 
ହୁଏ । ଡେବେ, 
N(;) N(A5)=N0)= ±p 
ହେରୁ, ୬ ଏକ ମୌନଳକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇପାରବ ନାନି । ଏଣ୍ର ଏକ ମୌଲକ ରି 
ହେବ । ପୁଜଶ୍ତ (7) ଓ (2) ର ମୂଳା ସମ୍ଭାନ ହ୍ରୋଇୟ୍ବନାରୁ ୮ ଓ ^ ପରଷ୍ପରର 
ଅନ୍ଧବନ୍ଧୀ ଗ୍ଵଣି ହେବେ । ସୁନଣ୍ତ, 4⁄ 5 = £! ହେଲେ, 
N(1/5)= —5 
ଢେଇୁ, ^' (£) ବା (7) ର ମୂଳା ± 1 ହେବ | ଏଣୁ 7/(4⁄ 5)ର 4⁄ 5 ଏକ ମୌଲକ 
ର୍‌ଣି ଅଝେ । ଆସ୍ତେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କଳୁ' ସେ, 
ଦ୍,ଷଶ୍ତିତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : /(4⁄ 5) ର କେବଳ ଜମ୍ପପ୍ରଦନ୍ତ୍ର ଘ୍ଶିସ୍ଥାନ ମୌଲିକ 
ଅଃନ୍ତ୍ର | ସଥା :— 


(<) 4⁄5 ଓ ଏହାର ଅନ୍ଲବନୀ ରୁଣିଗଣ, 
(2) (5ନ ± 2) ଆକାରର ମୌଲକ ପୁର୍ତିସଖ୍ଯା ଓ ସେମ୍ଭାଳଙ୍କର ଅନ୍ଧବନ୍ଧୀ 
ର୍‌ଣିଗଣ. 


(୩) (57 ± 1) ଆକାରର ମୌଲକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟାମ୍ଥାନଙ୍କର ସ୍ରତ୍ତୟେକ ଉସ୍ପାଦକ ଓ 
ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ଅନ୍ଧୁବନ୍ଧୀ ଗୁଣିଗଣ । 


„ ଛ:୭. ଏଠାରେ 1/(1⁄,)ର ଅନୁବଛୀ ଗୁଣିମ୍ଭାନଙ୍କ ସଂପର୍କରେ ଆଲ୍ଲେଚନା 

କରିବ୍ଧ ! ଯଦଦ, 

m= 2 ବା 3 (ସାନ 4) 
ଡୁଏ | ଭେବେ, /7(4⁄%)ର ଅନୁବଛୀ ଗୁଥିମାଜ (× + 2⁄;%) ଭ୍ବବେ ଲଖିକ ହେବେ 
ଓ ଏଠାରେ ×, 7 ଦୁଇଛି ୁର୍ପ୍ତିଝଖ୍ୟା ହେବ । ସୁନଣ୍ଡ, 

x my =Nx+yV/m=±1 
ହେଵ । ସ୍ଦ = 1 (ମାନ 4) ଡୁଏ, ଭେବେ 

^=‡$ (/m + 1) ହେଲେ, /(4⁄)ର ଅନୁବଛୀ ର୍‌ଶିସାଜ (+ 3) 
ସ୍ତବେ ଲଖିଭ ହେବେ ଓଁ ଏଠାରେ ×› 7 ଦୁଇି ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । 
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ସ୍ବୀଙ୍ସ୍ଟ୍‌ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ଦ ୫୫ 


ସୁନଣ୍ତ, 
Nx+yp)= ± 1 
ହୋଇଣବାରୁ , 
{+49 (Vm + 1)} {x +}$9(— NV m+1)}= ± 
ବା, 
xs +xy—- vs tq 
ହେବ । 


ଏନ୍ଦ୍ର ସକଲ ସମ୍ଭୀକରଣରୁ × ଓ ୨ର ମୂଳାମ୍ଥାନ ପାଇଲେ ଆମେ 
1(4/m)ର ଏକ ସମର୍ଗିମାନ ପାଇପାରୁ । ଏହ୍ସ ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଥାନ ପରବଞ୍ଡୀ ଅଧାସ୍ଟ୍‌ 
ମ୍ମାନଙ୍କରେ ଆତ୍ମେଚତ୍ତ ହେବ । 

୭-୮, ପୁକ ପରଚଢ୍ରେଦରେ ଆମେ ଦ୍ଧ ସାଖସ୍କ୍‌ ସୀଙ୍ଗସ୍କ୍‌ ଗଵଟିସ୍ଥାନଙ୍କର ଆଲୋଚନା 
କରଅଚୁ । ଏଠାରେ ଆମ୍ଠେ ଅନ୍ୟ କେତେକ ଟଙ୍କ ଗ୍‌ଣି୍ଥାନଙ୍କର ଉ୍‌ଦାହ୍ରରଣ ଦେବ୍ଧୀ । 
ସଦ୍ଦ ପରମ୍େସ୍୍‌ ଗୁଣି 7, 5, ¢- - “ଆଦକୁ ସଦହଗଷ୍ଵବେ ନେଇ କୌଣସି ଏକ ଝୀଙ୍କୟ୍କଗ୍‌ଣି 
6 ଜମିଦ୍‌ ବଭ୍ନ୍ତ ବଦୁଷସୀ ରଶି, 

P(6) = r6" 4 sm 1 + ce eves +t, 

QC(0) = u0" +01 14 cv ens +w, 
ଆନଦ୍ଦ ରଚନା କର୍ଵସ୍ଥାଏ, ତାହ୍ାହେଲେ,: 

P(8) 


7 (0) 4+Q(6)„ 2 (6) - ୦(6) 3 (6) ୪୦0 ହେଲେ OY 


ଆଦ୍ ଗ୍‌ଶିମ୍ଭାନଙ୍କ ଦଵାର୍‌ ଗଠିତ୍ତ ସମୁଳସ୍କ୍‌ ଏକ ର୍ଵଶିକୁଞ୍ଜ (୫) ଗଠନ କରନ୍ତ । ଅବଶ୍ଯ 
ପ୍ରଭ ଗ୍‌ଟିକୁଞ୍ଜ × (6)ର ୪-୩ ପରଚ଼େଦରେ ବ୍ଧିଭ ହୋଇଥ୍ୟବା (କ) ଠାରୁ (୦) ପର୍ଦାଲୁ 
ଗୁଣମ୍ମାନ ଥବା ଆବଣ୍ୟକ । 
(ଏ) ରଣିକୁଞ  (1⁄ 2+ ;) ଜମସୃଂପ୍ଦ୍ତ ରାଗି 
0=1/2+; 
ନମିଦ୍ଧ, 
0*— 26" 4+ 9 =0 
ସତ୍ତୟ ହୁଏ । ଏନ ର୍‌ଗିଦ୍ଧାଗ୍‌ ରଚତ୍ତ ଗ୍ଵଗିଲୁଞ୍ଜର ନାମ × (6) ହେଉ୍‌ ! 
K. (8)ର ସେ କୌଣସି ଗଣି, ପରମେୟ୍‌ ର୍ଶି 7, 5, ± ଓ ଜମି, 
t=7r+si+tv2-ui¥2 
ଭ୍ତ୍ବବେ ଲ୍‌ଖିଭ ହ୍ବୋଇପାରନ୍ତ | 


Digitized by srujanika@gmail.com 


୫୬ ଗ୍ଣିଉତ୍ତୁ 


ମ୍ଭନେକର 4, 8 ଦୁଇ ପୁଣ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ ¢, ଏଁ ଦୁରଝି ପୁଣ୍ରିସଖ୍ଯା ବା ଦୁଇଵି 
ବଗ ଗୁ୍ରିସଖ୍ଯାର ଅକ ଅଞଃଃନ୍ତ । 

ଜାହାହ୍ରେଲେ 

N=a+bi+cy/2+di /2 
ରାଗି (0) ର ଏକ ଝାଇୀସୁ ସଂଖୟା ଦୃଏ ଓ କେଲ ଏହ୍ସ ପ୍ରକାରର ର୍୍‌ଶିଦ଼ି £(4)ର 
ଝୀଙ୍ଗସ୍କ୍‌ ଗ୍‌ଗି ହୃଅନ୍ତ୍ର । ଯଦ 

fi =r -si+t/ 2-—ui/2, 

£= r+si—tV/ 2 ui 2, G 

fs =r —si—t\/ 2+ ui 2 
ହୁଏ, ଡାହାହ୍ରେଲେ £, & ଓ £3 ଏହ ରନୋଵି ଗ୍‌ଶିକୁ ଥର ସସୁଗ୍ଧୀ ଗୁଣି 
(Conjugates) କୁହାଯାଏ । ଏଠାରେ £, £, £&¿ ଓ 6¡ ର ଗୁଣଜଫଲକୁ £ର ମାଜ 
N(£) 

N(£)=¢ £ é3 £, 
କୁହାଯାଏ । ଏହ୍ସ ଥାନ ନମ୍ିଦ୍ତ୍ (6)ର ବଝୀଜସ୍ ସଖ୍ଯାମାଳ ଏକ ଇଉ୍ଭକ୍ତ ଡ଼ୀସ୍ଟ୍‌ ଗୁଝିଚନ୍ଦ 
/(6) ଗଠନ କରନ୍ତ ଓ //(6) ଏକ ଜର୍ଦଷ୍ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ନସ୍ଟାମଭକ ର୍‌ଶିଚନ୍ଦ ହୁଏ । 
(›) ରାମିକୁଞ × (\/ 2 + ,/ 3) ମନେକର 

0=/2+V/3 
ତାହା ହ୍ରେଲେ 

6*— 100°-+1 =0 
ସଢ୍ଯ ଅଟେ | ପୁ୍ବପର ₹, $, , ୪ ଓ 4, 9, ୯, ଏ ନେଇ ଆମେ £(6)ର ସୀଙସ 
ରାଶିସକଲ 

£=7r+ sV3+tV/2+uV6 
ଏବଂ £ (6)ର ସୀଙ୍ଗସ୍‌ ସଖ୍ୟାସକଲ 

N=a+ by/ 3+ c1/ 2+dV 6 
ପାଉି । ଏହ୍ରାର ରୀଜସ୍୍‌ ସଂଖ୍ୟାମାନଙ୍କଦୟଗ୍‌ ଗଠିତ ଗୁଗିରନ /(୫6 ଇତ୍ତକ୍ଟ ଡ଼ୀସ୍କ ଅଟେ 
ଏବଂ 7(6) ଏକ ନର୍ଦିଷ୍ଣ ଉସ୍ପାଦକ ନସ୍ଟାମ୍ଭକ ଗ୍‌ଶିଚନ୍ଦ ହୁଏ । 

(୩) ମନେକର ¥=c0s° + eT ic 
ତାହାହେଲେ 

1 — = 4440+ = 
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ଝ୍ରୀଙୀସ୍କ୍‌ ସାଂଖ୍ଯଚନ୍ ବ୫୭ 


ହୁଏ । ପୁବପର୍‌ +, $, £, ¥ ପରମେୟ ଗ୍ଗିମାନଙ୍କ ଜମିତ୍ତ 
€= r+ +t Hu 


ଏକ ଟ୍ଵୀଜୀସ୍କ୍‌ ଗ୍ଵଶି ହୁଏ ଓ 7, $5, £,  ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇସ୍ଚଲେ £ ଏକ ଝଙ୍କସ୍କ ସଂଖ୍ଯା 
ଡୁଏ ! ରେ ¥ ସୁଲରେ ¥, ¥" ଓ ୪* ଲେଖି ଆମେ ର ସସୁଗ୍ୀ ର୍‌ଗିମ୍ଭାନ ସଥା ଯେ 
¥1› ¥, ¥ ପାଉ । ଏହ ପ୍ରକାର ସଙ୍କଟ ର୍‌ଶିସମୃଦ୍ର ଏକ ରାଗିକୁଞ୍ତ £(¥) ଗଠନ 
କରନ୍ତ । ଏଠାରେ ରେ ସ୍ଥାନ (£) = ¢ £¡ £, 6 ଜେଇ ଆମେ ଏହ୍ବାର ସ୍ସ 
ସଂଖ୍ୟାମ୍ଭାନଙ୍କ ଦଵାଗ୍୍‌ ଗଠିତ ସାଂଖ୍ୟଚନ୍ଧ //(¥)କୁ ଏକ ଇଉକ୍‌ ଡ଼ୀୟ ଓଁ ସେ ହେରୁ ଏକ 
ନଦ୍ଦିଷ୍ଟ ଉତ୍ପାଦକ ନୟ୍ଟା୍ଭକ ଗ୍ଵଣିଚଡ୍ତ ବୋଲ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରପାରବ୍ଧୀ । ଏଠାରେ (1 + ¥) 
ଦାରା ¥ +¥" +¥? 4-¥* = — 1 ବଷ୍ବଜୟ ଅଝେ ଓ "= 0, ± 1, ± 2, ± 3, 
ନମିଦବ (1¬-¥)" ଏକ ଏକସସଚର୍ଗି ହୁଏ ! 
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ସପ୍ତତ୍ଚ ଅଧାୟ୍ 
ଉାସ୍ଟ୍ରୋଫାଣାଇନ୍‌ ସର୍ମୀକରଣ ସମୂହ 
(Diophantine Equations) 


୭-୧, ମୁଙ୍ରଶ୍ଲୀ ଅଧାୟୁରେ ଆମେ ଏକସମ୍ଚର୍‌ଗିମ୍ଭାନଙ୍କୁ ନର୍ତ୍ତସ୍କ୍୍‌ କର୍‌ବା ଜମିତ୍ତ. 
m-1 ss 
y 


4 1 


x - my’ = ± 1 (m= 4n+ 2, 4n+ 3), କା, 2 + xy — 


± 1 (m = 47 + 1) ସମୀକରଣମ୍ତାନଙ୍କର ସସ୍ଥାଧାନର ଆବଶ୍ଯକତା ବ୍ରଷସ୍ତରେ 
ଆଲୋଚନା କରଅଚୁ । 


ମ୍ମନେକର ଏକ ସମ୍ଭକୋର୍ଣା ୍ଷ ଭ୍ଵଜର ଭୁମି, କୋଝି ଓ କର୍୍ତିର ଲମ୍ପ ସଥାନସେ 

×; ଓ z ସେ.ମି. | ଭାହାହେଲେ ±" + 3 = 2” ଅଃ । 
ମ୍ଥଜେକର ଉନ୍ନଗୋ?ି ସୁନା ଇଖା ଅଛୁ ଓ ସ୍ତଭ୍ଯେକର ଲମ୍ବ, ସ୍ତସ୍ଥ ଓ ଭତା 
ଅରହସ୍ତର ସହ ସମ୍ମାନ । ଯଦ୍ଦ୍ର ଏମ୍ପାନଙ୍କର ଲମ୍ବ ସଥାମେ ×, ୬ ଓ z ହୁଏ ଏବଂ ପ୍ରଥମ 
go ଇଖାର ଓଜନ ମିଶି ୍ରଚ୍ଚୀସ୍କ୍‌ ଇଃଷାର ଓଜଜ ସହ ସମ୍ଭାନ ହୁଏ, ତେବେ 
×” + 3 = 25 ହେବ | ଏଠାରେ ×, / ଓ z ସଠିକଭ୍‌ବେ ମାପିବା ନମଲ୍ରେ ×, ଓ 2 
ପ୍ରତ୍ୟକ ଏକ ଏକ ପରମେୟ୍ ଗ୍ଵଶି ହ୍ରେବା ଆବଣ୍ଯକ, କାରଣ ଅପର୍‌ମ୍େସ୍ବ୍‌ ଗୁଶିମ୍ାନ 


1 
ସୁବୋଧ ଲୁହନ୍ତ । ଉଦାହରଣ କ୍ଷମରୁଷ, 2 = / = 1 ହେଲେ 2ର ମୂଳା (2)”. ହୁଏ ଓ 
ସଂଲଉଃ, ସଠିକତ୍ତ୍ରବେ 2କୁ ମ୍ାପିଡ଼ଏ ନାହ୍ରି । ଡେଣୁ ଆଦ୍ଦ୍ର୍ କାଲରୁ ଏଦ୍ର ସ୍ତକାର 
ସମ୍ମୀକରଣମ୍ମାନଙ୍କର ସମ୍ଭାଧାନ ପାଇବା ନମ୍ପି୍ତ୍ର ମନୁଷ୍ଯ ଜାଉ ବହୁସ୍ତକାର ଚେଷ୍କ୍ାକର 
ଆସୁ ଛୁ ; ମାଧ ଏ ଷେନ୍ଧରେ ଅଦ୍ୟାବଧ୍ୟ କୌଣସି ଉ୍‌କ୍ଷେଖଯୋୋଗ୍ୟ ସଟଲତ୍ତା ମିଲନାହ୍ତି । 


ଖ୍ରୀ ତୃତୀୟ ଶତ୍ତା୍ଦୀରେ ଭ୍ତୀସୁଦେଶର ଜଣେ ଗାଣିଭକ ଡାସ୍ଟୋଙଂଣ୍ଡଟସ୍‌ 
(Diophantus) ଭାଙ୍କର ଗଣିତ ଶାସ୍ତ୍ରରେ ପୁଣ୍ରିସ୍ୟାମ୍ାନଙ୍କୁ ସହ୍ରଗଷ୍ଵବେ ଜେଇ ବଡ଼ୁ 
ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍କର ପୁ୍ତିସଂଖ୍ୟା ବଶଣିଷ୍ଟ ସମ୍ମାଧାନମ୍ଭାନ ନର୍ତ୍ରିସ୍କ୍‌ କରବା ସମ୍ବନ୍ଧରେ ଆଲଚନା 
କରଧ୍ବଲେ । ଏଣୁ ଏହ ପ୍ରକାର ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନ ଡାସ୍ଟୋଫାଣ୍ଡାଇନ୍‌ ସସ୍ଥୀକରଣ 
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ଡାସ୍ଟୋଙ୍ାଣ୍ଟା ସମ୍ଭୀକରଣ ସମ୍ଭୂହ ଦଶ 


(Diophantine Equations) ନାମରେ କ୍ଞତ | ଏମାନଙ୍କର ସମ୍ଥାଧାଳ ପୁର୍ଧ୍ଣିସଖ୍ୟା 
ବା ପର୍‌ମେସୟ୍୍‌ ଗୁଣି ହ୍ରେବା ଉ୍‌ଚତଉତ । 


୬-୬. ଖ୍ରୀୟ୍ୀୟୁ ସପ୍ତଦଶ ଶତ୍ତା୍ଦୀରେ ଫ୍ରାଳ୍‌ସର ଗାଣିଭ୍ତକ ଗିଅର୍‌ ଉ ସଂ ଦା 
କରଥଲେ ସେ, ସଦ୍ଦ > 2 ହୁଏ, ଢେବେ ×" + 3” = 2” ର ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିଣ୍ଣ 
ସମଥ୍ାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଝେ । ଏ ଦାଝୀର୍‌ ସତ୍ଯତ୍ତା ସମ୍ଭସ୍ତ 7 ନମିନ୍ତ୍ ଏ ପର୍ଯନ୍ତ ପ୍ରମ୍ମାଣି୍ତ 
ହୋଇପାର୍‌ ନାହ୍ରି । ଏଦ୍ ଅଧାସ୍ତରେ ଆମେ ”=3, 4 ଜମିବ ଏଦ୍ସ ଦାଟ୍ର ସତ୍ଯଡା 
ସ୍ତମ୍ାଣ କରଦ୍ଧ । ସଦ୍ର ”=2 ହୁଏ, ଅର୍ଥାଜୁ, %* + 9" = z* ସମୀକରଣର ବହୁତ 
ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍କ ସମ୍ମାଧାଲ ଅଛୁ, ଯଥା : (×,3,2) =(3,4,5), ବା (5,12,13), ବ 
(8,15, 17), + - - ଇଉ୍ଯାଦ୍ଦ ! 
ଆମେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, 


ଭ୍ରିଷଣ୍ତିତମ ପ୍ରଚମେସ୍ଟ୍‌ : ଯଦ୍ଦ ×, / ଓ Zz ଗୋଡିଏ ଗୋଡିଏ ଧଜାସ୍ପକ 
ପୁର୍୍ତିସଖଖ୍ଯା ହୋଇଥାଏ, ଓ (×, 9) = 1 ଏବଂ × ଏକ ଯୁଗୃସଖ୍ୟା ଦୁଏ, ଢେବେ 

x” + 3” = Zz 
ର ସମାଧାନ x= 2ab, y =a" — b’, z= a" +b? (a>b>0, (a, b)= 1) 
ହ୍ରେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ଏଠାରେ ±” + ୬*— 2*=0 ହେରୁ , 2 ଓ ୬ ର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ସାଧାରଣ ଘୁଣ୍ୟ୍ୁକ ଦ୍ଵାଘ୍‌ × ଏବ 2 ଓ ର ପ୍ରତ୍ୟେକ ସାଧାରଣ ଗୁଣଙ୍ଗସ୍କକ ଦ୍ଵାର 9 
ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବ | ଏଣ୍ଣ (2, ୬) =d ହେଲେ (×, ୨)=d ଓ (2, ×) =d' ହେଲେ 
(×› ୬) =d' ହେବ । ସୂକର୍‌ଂ, (×, ୬) =+ 1 ହେରୁ , (3+ 2) = 1 = (z, ×) 
ଅଛେ | ଅର୍ଥାଭୁ, ×, )/ ଓ z ପର୍ଷର ସ୍ରଭ ମୌଲିକ ଅଃନ୍ତ | ଫଳତଃ, × ଏକ ଯୁଗୁର୍‌ଣି 
ହୋଇଣ୍ବବାରୁ ଓ 2 ପ୍ରଡ୍ୟକେ ଅୟ୍ତୁଗ୍ଧ ହ୍ରେବେ । ଏବଂ, (et ± 2 6 (2 2) 
ପରମ୍ମର ପ୍ରଭ ମୌଲିକ ଦୁଇଵି ପୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା ହେବେ । ମ୍ାନ୍ଧ, 


2 2 2 
ଅଛେ । ଏଣ୍ଣ ପର୍ତର ସ୍ତର ମୌଲିକ ଦଶ୍ଷିଣ ପାଶ୍‌ ସ୍ଥ ବନ୍ଧ ଅନ୍ତର୍ଗତ ଗଣିଦ୍ରସ୍କ ସ୍ରତ୍ତଯକେ 
ଏକ ଏକ ଗୂୁର୍ଷ୍ଣନର୍ଗ । ଅଖାଜୁକ କୌଣସି ଦୁଇ ମୁଣ୍ମିସଖ୍ଯା @ ଓ ‹ ଜମିତ୍, 


tI = ± 2 2 = )* ଦେଲେ (4, ) = 1, ଏବ ,; = ab ହ୍ଵେବ । ଏ୦ାରେ 


4 ଓ ମଧରୁ ଗୋ?ଝିଏ ସ୍ଥଟ୍ଧ ଓ ଅନ୍ଯଝ୍ତି ବସୁଗୁ ହ୍ରେଦ, (କାରଣ, ଉ୍‌ଉସ୍ତେ ବ୍ପଗ୍ନ 
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୬° ଘ୍‌ଗିଉତ୍ତୁ 


ହେଲେ, 2' = 1 = ›* (ସାନ 4) ବା, z=" +9" = 2 (ସାନ 4) ହେବ ଓ 
2 ସୁଗୁ ହେବ) । ସୁନଣ୍ଡ, 
x’ ++ y2 = (2qb)" + (a’ — b°)* =a + b+ 20°b° = (a? + b)? = z* 
ହେବ । ସଦ ୨ ଓ Zz ଦୂଆଯ ଇଥାଏ, କେବେ a=A|2t7 ଓ p= [22 
2 2 


ନର୍ଦିଷ୍କ ଦୁଏ । ୃଷ୍କତତଃ, 2, ଭ ଦଆଯାଇଅଲେ 2 ଓ % ନ୍ଦ ଦୁଅନ୍ତ । ଏ§ୁ (,7,2z) — 
ସମୂକୟ୍ (2,8) ସମୁଭଚସ୍ ଦ୍ଵାର ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ ଦୁଏ ଓ ଏହ୍ରାକୁ ନ୍କ ଷ୍ଟ କରେ । 


ଅରଣେଷରେ ୟନ୍ଦ (X, ¥) =d ଓ x" 4+ * = 2” ହୋଇଥାଏ, ରେବେ 
ଏହା ଷ୍ଷଷ୍କ ସେ, (×, ୪, 2) = ଏବ ଶେଷ ସମ୍ମୀକରଣର ସମ୍ଭାଧାନ ସମୂହର 
[X, Y, Z]=[2abd, (a*—b’)d, (a*+b*)d], (4, b)=1 ଦ୍ଵାର 
ପ୍ରକାଣିକ୍ତ ହ୍ଵେବ । 


୭-୩୩. ସମୀକରଣ * + 9 = 2* ଏହା = 4 ଛମି୍ତ୍‌ ସ୍ଖଙ୍କର: ସମ୍ମୀକରଣ ଓ 
ଏହାର ଗୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ବରିଷ୍ଣ ସମ୍ଭାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ବୋଲ ଆମେ ଦର୍ଣାଇବ୍ଧ । ବାସ୍ତବଉଃ, 
ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବୁ ସେ, ×32z 0 ଜମିବ, 

x+y =z 
ର କୌଣସି ପୂର୍ଷ୍ତିଫଖ୍ୟା ବ୍ରଣିଷ୍କ ସମାଧାନ ନାହ୍ରି । ଏଥ ନମ୍ଭିତ୍୍‌ ଆମେ ସ୍ମାଙ୍କର ଅବନସ୍ନ 
ପଛର (Fermat’s Method of Descent)ର ଆଣଷ୍ସ୍ତ ନେବୁ । ମନେକର, 
×* + )* = z* ର ଧନାସକ ମୂଳାବଗିଷ୍ଣ ଯେଉଁ ସମସ୍ତ (×› 7, z) ମିଲେ, ତମ୍ପଧରେ 
2ର ଛୁ ଦୁଢମଭ ମୂଳା ¿ ଅଝେ | ଆମେ ଦର୍ଣାଇବ୍ ସେ, ଯଦ ±" + 2* = 2*ର ସମାଧାଳ 
ସମ୍ଭବ ହୋଇଥାଏ, ତାହାହ୍ରେଲେ ଆମେ ଏପର୍‌ ରନଗୋଵି ଧନଜାସ୍ବକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା 
+› $ ଓ d ପାଇପାରବୃ , ସଜ ମିଦ୍‌ < ୪ ଓ + $* =” ହେବ | ଏହା ଧର 
ସଂଜ୍ଞାର ବରୁଙ୍ାଚରଣ କର୍‌ବ | ଫଲଉଃ, ± 4 3* = 2” ସମୀକରଣର ସମାଧାନ କଲ୍ନା 
କରବା ଅବାସ୍ତବ ବୋଲି ସ୍ତମ୍ଭାଣିତ ହ୍ରେବ । ସୁନଶ୍ତ, 'ଯଦ୍ର (×, 2) = ହୁଏ, ଭେବେ 
d>1 ଦ୍ରେଲେ ଆମେ = d-x, ୬=d-Y ଜେଇ ଦେଖୁଁ ସେ, ଥ ଦ୍ଵାର୍ବ 
×! ++ 9* = 2” ରଭଵଜ୍ ଅଟେ | ଅଣା, ଂ ଦାର z ବିଭ୍ତଜ୍ୟ ଏ । ଏଠାରେ ଏସ 
ଆମେ × ଓ କୁ ଭ୍ବଗକର (×, 2) = 1 ନେଇପାରକୁ । ଅର୍ଥର, x 4+ ୨* = 2”ର 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ଧନାସ୍ପକ ସମ୍ଭାଧାନ (dX, dY;, d”2Z) ନମିଭ୍‌ ¥ *+ = 2”ର ଏକ 
ଧନାସ୍ଥକ ସମ୍ଭାଧାନଜ (1, ¥ ;, Z) ଅଛୁ । ଏଣ୍ଡ ଭ୍‌ପରୋକ୍ତ ପ୍ରମେ୍ବର ସ୍ରମ୍ଥାଣ ନମିତ୍ତ 
ଆମେ, 
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ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ସମୂହ ଦର୍‌ 


Xi+y1=2, (X, Y)=1, 
ର ଧନାସ୍ପକ ଗୁଣ୍ଡିସଂଖ୍ୟା ବଶିଷ୍ଠ ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ଭବ ଲୁଢ଼ୈ, ଏତକ ପ୍ରମ୍ଭାଣ କଲେ ସଥେଷ୍ଟ 
ଡ୍ରେବ । 

ସପ୍ରମାଣ : ମନେକର 


X'+y'=Z* (x >0, Y >0; Z >0, (X, Y)=1 
ର ସେଉ ସମ୍ଭସ୍ତ ସତ୍ମାଧାନ X, ¥, 2 ମିଳେ, ସେମାନଙ ମଧ୍ୟରେ 2ର ଷ୍ଟଦ୍ରକ୍ତମ 
ମୂଳା 7 ଅଝେ । ଏଠାରେ (×, ୪) =1 ହେରୁ, × ଓ ¥ ମଧରୁ ଅନ୍ତତଃ ପଷ୍ଷେ 
ଗୋଡିଏ ଅସ୍ଥଗୁ ହ୍ରେବଢ ଫଲଭଃ, /” = ×X4+%*=1 ବା 2 (ମାଳ 4) ହ୍ରେବ। 
ମାନ ୮/* = 2 (ସାନ 4) ଅସୟୱୃବ । ଏଣୁ ୪/* = 1 (ମାଜ 4) ଅଖଝେ । ଅର୍ଥାରୁ ୪ ଏକ 
ଅସ୍ଥଗ୍ନ ସଂଖ୍ଯା ଓ X ବା  ଅସ୍ଥଗ୍ନ ହ୍ରେବ । 

ମ୍ମନେକର × ସ୍ଥଗ୍ଛ ୪୮ ଅସ୍ଥଗ୍ଧ ଓ / ଅସ୍ଥଗ୍ନ ଅଝେ । ପୁକ ପରଚ୍ଛେଦର 
ଆଲୋଚନା ଅନ୍ଲୁୟାସ୍ୀ 

X'= 2ab, Y’ =a’ —Db’, U =a" + ° [(a, b) = 1] 
ହେବ; ସୁନଣ୍ଡଟ ଏଠାରେ @ ଓ ¿ ମଧ୍ୟରୁ ଗୋୈିଏ ସ୍ଥଗ୍ନ ଓ ଅନ୍ଯଝି ଅଗ ଅଃ । 
ସ୍ରଥମଭଭଃ, ସଦ & ସ୍ଥୁଗୁ ଓ b ଅସ୍ଥଗ୍ନ ଡ଼ୃଏ, ଭେବେ ୮” = — । ହେବ । ମାନ୍ଧ ଏହା 
ଅସ୍ତବ । ଏଣ୍ର 4 ଅସ୍ଥଗ୍ଧ ଓ  ଯ୍ଥୁଗଟଧ ଦ୍ରେବ। ଆମେ 2 =2¢ ନେଇ ଦେ ସେ, 
(a, c) = 1 ଓ (4X)" = ac ଅଃ | ଫଳତଭଃ, @ d’, c=#", d>0, £ >0 
ଓ (d, £) = । ଏବଂ 4 ଅସ୍ଥଗ ହେବ । ସୁ୍ଗ୍‌ଂ, ¥” =a” - b* =d'— 4“, 
ଅଥାକ୍ର, 

(27°) + yy’ =(d’)* 
ଦ୍ବେବ ଏବଂ 

(2, ୨) = (, d') =(dଂ, 27") = 1 ହେବ ¦ ଝଲଢଃ, ପୁବ ପରଚେଦର 
ଆଲୋଚନା ଅନୁସାସ୍ୀ, ପରତମ୍ତର ସହ ମୌଲକ ଦୁଇଵି ଧନାସ୍ପକ ପୁର୍ପ୍ଣିଫଖ୍ଯା 1 ଓ ୩ 
ନମମନିନ୍ତ 

2f*= 2lim G d= t+ m* 
ହ୍ବେବ । ପୁନଣ୍ଡ, =m ଓ (1, m)=1 ହେେଭୁ, =”, m=” ଏବ 
(1, m) = (+, $") = 1 ହେବ । ସୂକରାଂ, ₹* + $* =” ହେବ, ଏବଂ, ଏ < dଂ = 
a <a’ < a" +” =u ହେବ ଓ ×+ ¥“ = 2”ରେ 7 ଠାରୁ ଛା ଦୂଜର 2ର ଏକ 
ଧନାସ୍ପକ ମୂଲାପାଞ୍‌ ସର୍ଥୀକରଣର ସମ୍ପାଧାନ ସମ୍ଭଦ ହ୍ରେବ । ମାନ ଏହା ର ସଂହ୍ଞ ଲଦନ 
କରେ । ଏଣ଼ି ଏଦ୍ସ ଷ୍ଷେଙରେ ମଧ ସର୍ମୀକରଣର ସମାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଝଵେ । ଏମ ପ୍ରଭ୍ଯେକ 
ଶେରେ × + ^ = 2” ର ସମାଧାନ ଅସମୁବ ଅଃ | 
ବ୍ଦ 
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୭୬ ର୍ଵର୍ଗିତତ୍ତୁ 


ଦପବଣ୍ତିତ ପ୍ରମ୍ଭାଣ ସମାଙ୍ଥର ଅସୀମ୍ଭ ଅବନସ୍ଟନ ପଚତଭେର ଏକ ଉ୍‌ଦାଦ୍ରରଣ । 
ଧନାସ୍ତକ ଗୁର୍ଣ୍ତିଝଖ୍ଯାମ୍ମାନଙ୍କୁ “1, 2, 3, 4› “ * ', ର୍ଵାବେ ଗଣିପାରବା ଉପରେ ଏହ 
ପରେ ପ୍ତଭଶ୍ତିଭ । ମନେକର କୌଣସି ଢଥ୍ଯ (୪) କୌଣସି ଧନାସ୍ଥକ ପୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା ୪ 
ଜମିଦ୍ତ ସମ୍ଭବ ନୁହେ ବୋଲି ପ୍ରମାଣ କରବା ଆବଣ୍ଯକ । ଆମ୍ଭେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, 
(<) (୪), ୪= 1 ଜମିଲ୍ଠ ଅସତ୍ୟ ଅଝଵେ (୨) ସେଉଁ ସେଉଁ ୪ କମିଦ୍ତ୍ କ୍ରଥନ୍ତି ସତତ 
ଅଟେ, ସେହ୍ସ ଧନାସ୍ଥକ & ମାନଙ୍କ ମଧରେ 1 ଲଘିଷ୍ଟ ଗୁର୍ତିସଖ୍ଯା ହେଉ । ଧର ଅବର୍ସ୍ଥଂର 
କଲ୍ଟନା କଲେ ଆମେ ଦେଖିବୁ ସେ ୪ ଠାରୁ ଷ୍ଠ ଦ୍ରତତର ଏକ ୪ ଜମିନ୍ତ୍ର ତଥ୍ଯନ୍ତି ମଧ 
ସତ୍ଯ ହେବ । ଏଣ୍ପି ରେ କଲ୍ଟନା ଅସତ୍ତବ, ଅଜୁ, ଉଥ୍ଯଵ୍ତି ସମ୍ଭବ ଲୁହ୍ଦୈ । 


୭-୪. ସମ୍ଭୀକରଣ +9 =2”; ଆମେ ଆ= =, 2= ¬ € 
ଲେଖିଲେ ସମ୍ମୀକରଣଂିର ଅନ୍ୟ ରୂପ 

£+ +£ =0 
ହୁଏ । ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ 

ଚଙୁଃଷଣ୍ଡିତମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : 17(⁄ 3)ର କୌଣସି ବାଜ ସଂଖ୍ଯା 6, " ଓ € 
ନାହି, ସେଉଥପାଇ 

C+ +£ =0 (£20, 120, £720) 
ସତ୍ୟ ହୋଇପାରେ । ବ୍ରଶେଷଭ୍ତଃ) 

x + P= (x20, y#0, 220) 
ର ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟାବଶିଷ୍କ ସମାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 


ଆମେ ଗ୍ରୀକ୍‌ ବର୍ଶ୍ତମ୍ାନଙ୍କ ଦ୍ଵାର୍ଵ //(4⁄ ¬ 3)ର ଝୀକୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନ ସ୍ତକାଶିଉ 
କରବ୍ଧ । ସ୍ଥନେକର 

e=§}§ (14/3) 
ଡାହ୍ାହେଲେ, 

A=1-—o0 
ର ମାନ (2) = 3 ଏକ ମୌଲକ ପୁଣ୍ରିସଖ୍ୟା ଅଟେ । ସୁଭଗଵଂ, ଥ ଏକ ମୌଲକ 
ଝ୍ରୀଙଗସ୍କ ସଂଖ୍ଯା ହେବ । ଆମ୍ଭେ ମନେକରବ୍ଧ ସମେ 

(1, 1) =(£, = (£m =1 
ଅଃ, ଅଥାଜୁ, ଏମାନେ ପରଞ୍ତର ପ୍ରତ ମୌ୍ଲକ ଅଃଛନ୍ତ | 

ଉପପ୍ତମେୟ୍ଟ୍‌ (୧) : ଯଦ ^, 2 ଦାରା ବଭ୍ବଜୱ ନ ହୋଇଆାଏ ଢେବେ 

2” = ± 1 (ସାଜ 2) 
ହେବ । 
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ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ଥୀକରଣ ସମୂହ ବରୁଆ 


ସ୍ତମାଣ : ସଦ 4 4+ ଲୁ 2 ଦାରା ର୍ଵାଗ କର୍୍‌ଯା ଏ, ଢଭେବେ 
a+ bo —b (1 -0)+a+b 
ହେବ ! ସୁଜଣ୍ଡ, (1 ¬) (1 0?) = 3 ଓ 
a+ b=0, 1, — 1 (ମାନ 3) 
ଅଟେ । ଏଣ୍ର, 
P=a+t+bo=0, 1, — 1 ସ୍ଥାନ A) 
ଦ୍ବେବ । ସଲତ୍ତଃ, 2 ଦ୍ଵାର. ବଷ୍କଜ୍ୟ ହୋଇ ନ ଅବାରୁ 


P=1, —1 (ସାନ 2) 
ହ୍ବେବ । ସବ୍ଦ 
p=1 (ସାନ 2) 
ହ୍ରୋଇଥା ଏ, ତେବେ ± =⁄2 ନଅ | ସଦ 
= — 1 (ଆଜ 2) 
ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ 
«x = — 


ନଅ | ଫଲଉଃ, * = 1 (ମାନ 2) ବା, « = 1 4A ହେବ | ଏଣୁ 
± (pF 1)= — 1 =(x—1) (xo) (4 —o’) 
=A (BA+ 1 —o) (fA+ 1 — 0) 
=a a(#+1)] (A(B — o’)] 
=A (P+ 1) (B —o’) 
କାରଣ 1 — eo’ =(1 —ao)(1 40) = A( — oo’) ଅଖ । ସୁଜଶ୍ଡ, 
o’=ot-1i1+1=1 (ସାଜ A) 
ଅଖ, ଏ$ 
BB+ 1)(B — °) =P(P + 1)(B — 1) (a8 A) 
ମାଛ ¦ = 4+ ® ହେଲେ ମୃଟଂପର 
P=a+b=0 ବା 1ବା 1 (ସାନ 2) 


ହେବ । ଏଣୁ 
A(P + 1)(B— 1) =0 (ମାନ 2) 
ଅଥ, 
± (2° ¥ 1) =A" (P+ 1)(8— 1) =0 (ମାନ 2) 
ଅଛେ । ଏଣ୍ପ 
p= ±1 (ସାନ 2) 
ହେବ । 
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DY ଗଵଖିଉତ୍ତ୍ 


ଉପସ୍ତମେମ୍୍‌ (୬) : ସଦ + + £ = 0 ହୁଏ, ଭେବେ £,॥ ଓ £ 
ମଧରୁ ଗୋଝଏ 2 ଦ୍ାରଵ ବତ୍ତଜ୍ଯ ହେବ । 

ସ୍ତମାଣ : ମନେକର £, ଆ ବା £ କେହୁ 2 ଦାରା ବଭ୍ତଜ୍ୟ ନୁଦ୍ନ୍ତ । 
ଚାହାହେଲେ 

0=£ 4+ 1 +83 = ± 1 ± 1 ±+ 1 (ମାନ 2) 

= ‡ 1 ବା ± 3 (ମାଜ 4) 

ହେବ । ଏଣୁ 2* ଦ୍ଵାଗ୍‌ 1 ବା 3 ବଗ୍୍ଜ୍ଯ ହେବ । 4 ଏକ ଏକସମ୍ଭ ଗ୍ଵଣି ହ୍ରୋଇ 
ଜ ବାରୁ 2* ଦୁାରା 1 ବଭ୍ଭଜଯ ନୁହେଁ । ସୁଉର୍‌ଂ, A* ଦାରା 3 ବଷ୍କଜ ହ୍ରେବ | କନ୍ତୁ 

3=(1 — o)(1 — °) =(1 —0)*(1 +0) = - oa’ 
ଅଟେ । ଏଣୁ 2“ ଦାରା 3 ବାଜ ଲୁହେ | ସୁଢଗଵଂ, £, 7 ଓ £ ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ରୁଣି 
2 ଦୁର ବରଜ ଅଝେ । 

ମ୍ଥଜେକର 2 ଦାରା £ ବରଜ ଅଃ | ମନେକର 

£=a™Y 
ହୁଏ ଓ 2 ଦାରା ¥ ବଭ୍ଭଜୟ ନୁହେ | ଏଠାରେ 7 > । ଅଖ | ଯଦ 2 ଦାରା £ ବାଜ 
ହୋଇଥାଏ, ଢଡେବେ (£, £) ୪ 1 ହେବ । ସୁଭଗ୍ଵଂ, 2 ଦାରା £ ଓ ସେଦ୍ରଯର 
ବସ୍ତଜ୍ୟ ଲୁଦ୍ଧୈ । ଫଲତ୍ତଃ ଆମ୍ଭର ସସ୍ମୀକରଣ 

€ 4-1" 4+ 2°" £ = 0 
ହେବ । ଏଠାରେ (£, ) = 1 ; > । ଓ 2 ଦାରା £, 7 ବା  ଅଛଭ୍ଜ୍ୟ ଅହେ । 
ଉପସ୍ତମେସ୍ଟ (୨) ଯ୍‌ଦ୍ଦ କୌଣସି ଏକସମ୍ଭ ଗ୍ଵଗି = ଜମ୍ଭିନ୍ 

€ +n +2 "y° E =0 
ହୁଏ, ଚେବେ 7 > 2 ହେବ | 


ପ୍ରମାଣ : ଜ୍ପସ୍ରମେୟୁ (2) ହେଭୁ, 2 ଦ୍ଵାର £ ବା  ବଗ୍ଵଳଯ ହୋଇଣ୍ଚବାରୁ 
— Pie = S41" = ± 1 ± 1 (ମାନ 2) 


ହ୍ରେବ । ଯଦ୍ଦ ଚଦ୍ତ୍ରଦ୍ରସ୍ତ୍‌ ସମ୍ଭାନ ହୁଏ, ଢେବେ 2 ଦଵାଗ୍ଵ 2 ବ୍ବଜୟ ହ୍ରେବ, ଅର୍ଥ , 
3 = (2) ଦୁାରା 4= ^ (2) ବଭଜୟ ହେବ । ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । ଏଣୁ ଚ୍ତଦ୍ଧସ୍ଟ 
ବିପସ୍ଵକ୍ ହେବେ ଏବଂ 
25° = 0 (ସାନ 2) 
ହେବ । ମ୍ଭାନ୍ଧ 2 ଦୁଗା ¥ ବଭଜୟ ଲୁହୈ; ଢେଣୁ 7 > 2 ହେବା ଆବଣ୍ୟକ | 
ଉପସ୍ତମେସୂ (୪) : ଯଦ କୌଣସି # > 1 ନମିଛ୍‌ 
£ 4+ nN 4+ Eamyi=0 
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ଡାସ୍ଟୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ଭୀକରଣ ସମ୍ପଦର ୭୫ 
ତୁଏ, ଢେବେ 


8 +1 + ein — Dys=Q 
ହ୍ବେବ । ଏଠାରେ = କୌଣସି ଏକ ଏକସମ୍ଭ ଗୁଣି ହେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ଦନ୍ତ ଅନ୍ତ ସେ, 
€ P=(f4+)(E+on(é+ 0) 
ଦକ୍ଷିଣ ପାଣ୍ଡ୍‌ ସ୍ଥ ଉ୍‌ସ୍ଥାଦକମ୍ମାଳଙ୍କ ମଧରେ ସ୍ରଭେଦ 
nA, oA G oA 
ଅଟେ, ଏମ୍ରାନେ ୭ ^ ର ଅନ୍ଲୁବଛୀ ଗୁଣି ଅଃନ୍ତ । ସୁନଣ୍ତ, 2 ଦୁାଗ୍ଵ ” ବତ୍ତ୍ଜଯ ହ୍ରୋଇ- 
ଧବାରୁ , ସ୍ରତ୍ୟେକେ 2 ଦର୍‌ ବର୍ବଜ୍ୟ ଅଃନ୍ତ । ମାନ୍ଧ 2 ଦୁାର୍‌ ବର୍ଜ୍ୟ ଦୃଅ୍ତ ନାହ୍ତି | 


ଏଠାରେ ୩ >2 ହୋଇଥ୍ବବାରୁ 3 > 3 ଅଖେ । ସୁଢର୍‌ଂ, (£+), 
(6+ 0) ଓ (£ + ୩6”) ମଧରୁ ଗୋଝିଏ ଗ୍ଵଶି 2 ଦୂର୍‌ ବଭ୍ଵଜୀ ଅଃ (କାରଣ 2 
ମୌନଲକ ଅଃ) । ଅନ୍ଯ ଗୁଣିଦୁସ୍ବ ଦ୍ବାର ବ୍ରଷ୍ଵଜଯ ହେବେ, କାରଣ ଏହ ର୍‌ଣିଦ୍ଧସ୍କ 
ମଧ୍ୟରୁ ସ୍ରତ୍ତଯକଙ୍କର ପୁଙ୍କୋକ୍ଥ ଟ୍‌ଣିଠାରୁ ପାର୍ଥକ୍ୟ » ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ବଭ୍ତ୍ଜଃ ଅଃ । ମ୍ରାନ୍ଧ 
ଏମ୍ଭାନେ 2” ଦାଗ ବର୍ଜ୍ୟ ହେବେନାହ୍ବି, କାରଣ ଏମ୍ଭାଳଙ୍କର ପୁଟ୍ଗୋକ୍ତ ଗ୍ଣିଠାରୁ ପାର୍ଥକ୍ୟ 
2” ଦୁାର୍‌ ବଭ୍ବକ୍ୟ ଲଲହୈ । ମନେକର (£ 4+ #) ଗ୍ଣିଝ 2* ଦୁ।ଗର୍‌ ବଭ୍ଭଜ୍ୟୟ ତାହାହ୍ରେଲେ 

£41 A", £4 Nw = Arg, E+ No’ = xg 
ହ୍ରେବ ଏବଂ × , ×) ଓ ×; ମଧରୁ କେହୁ 2 ଦୁରା ବର୍ଜ୍ୟ ହ୍ରେବେ ନାହି । 

ଯଦ୍ଦ 8 ଦ୍ାଗ୍‌ ଭ୍‌ଭସ୍ଟ୍‌ ×¿ 3 ×  ବଭୂଜ୍ୟ ହୃଅନ୍ତର ତେବେ 

Ky—Kg = 0] G Okg — wikg = of 
ହେଭୁ, 6 ଦାରା £ ଓ # ବରାଳ ହେବେ । ଏଣ୍ଷ ୫ ଏକ ଏକସମ୍ଭ ଗୁଣି ହ୍ରେବ, ଅର୍ଥକୁ 
(×, ×) = । ହେବ | ସେଦୃପର 

(«5, £) = 1 = (×, › ×) ତୁଏ । ଆସେ 

- Ee aAmy? = (£41)(é4+oN)(é + wn) 

ଭୁ 

E (ry)! =« Kg Kg 
ପାଉଁ । ଏଠାରେ ×¡, ×¿ ଓ ×¡ ପରମ୍ର ସହ ମୌଲକ ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ ପତ୍େଯକେ ଏକ 
ଏକ ଗୁଶ୍ରିସନ ସହ ଅଲ୍ଲୁବନ୍ଧୀ ହେବେ, ଅଥାନ୍ତ, ଝୀଙଗସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 0, ୫, ¥ ଓ ଏକସମର୍ଣି 
Ej, E,, E 5 ନ୍ମିତ୍ତ 
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ବ୭୭ ରାଶିତ୍ତୁ 


ହେବ, 2, ୫, ¥ ମଧରୁ କେଦୁ 2 ଦୁାଗ୍‌ ବର୍ଜ୍ୟ ହେବେ ନାହି ଏବଂ (6, $) = (4,4) 
= (¥, 0) = 1 ହେବ | ଫଲଭଂଃ, 
0 =(1 +o + o°)(€+ 1) = (£441) + o(f 4 on) + w*(f 4 win) 
=A") + oAkg + ot Akg 
= € A" + E oA + E rota’ 
ହେବ, ଅଥାଜ୍ୁ, ଏକ ସମ୍ଚରୁଣି 
EE, = € goof E 4 GG E,= E/E ow 
୍ମିଦ୍ତ, 
$+ EW +E ;A’" 0° =0 
ହେବ । ଫଲରତଃ, 7 > 2 ହୋଇଥବାରୁ 
$ˆ + € ¿ˆ = 0 (ମାନ 2A?) 


ହେବ । ମାନତ ୫ ଓ ¥ ମଧରୁ କେନ୍ଦୁ ଗୋଝିଏ ସୂୁଙ୍କ। 2 ଦାରା ବଭ୍ଭଜୟ ନୁହନ୍ତି । ଫଲ) 
ଉ୍‌ଷପ୍ମ୍େସ୍୍‌ (୯)ର ବ୍ଯବଦ୍ଧାର ଫଲରେ 
$° = ± 1 (ମାନ 2”) 
ଓ 
¥“ = ± 1 (ମାନ 2”) 
ଅଃ | ଏନ୍ସ ଶେଷ ସଙ୍ଗର-ନସ୍ଵରୁ ଆମେ 
± 1± E , = 0 (ମାନ 2”) 
ପାଉଁ । ମାନ € ¿ ଏକ ଏକମମର୍‌ଣି ହୋଇଥିବାରୁ 
E =± 1, ବା ±, ବା ±” 
ହେବ । ସୁନଶ୍ବ; 
Titel Liz 
ମଧରୁ କେହ୍ଵ ଗୋଵିଏ ସୂଙ୍ା 2” ଦ୍ଵାରା ବଷ୍ତଜ୍ଯ ନୁହନ୍ତତ କାରଣ ସ୍ରତ୍ତ୍ଯେକେ 1 ବା 
1 ¬ ® = ୟର ଅନୁବନଛୀ ରଶି ଅଃନ୍ତ | ସୁଭର୍‌ଂ, 
E.s=±1 
ହ୍ରେବ । ଯଦ୍ଦ = ¿ = 1 ନହୁଏ, ଢେବେ 
$ ++ E aon) 93 
ହେବ ; ଯଦ € ¡ = ¬ 1 ହୁଏ, ଢେଦେ 
ଶ + (—)’+E, AI De = 0 
ହ୍ରେବ । 
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ଡାସ୍ଟୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ସମୂହ ବ୬୬ 


ଆମେ ପ୍ରମ୍ମାଣ କଲୁ ସେ ଯଦ = > 1 ନମି 
f+ +E" =0, (EM) =1, A+E, A+, A+Y 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ଭବ ହୁଏ, ଭେବେ 


P+ +E Vy 0, (EM=1, A+E, AF, A+Y 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ଭବ ଅଝେ | ଏଠାରେ € ସେ କୌଣସି ଏକ ଏକସମର୍‌ଶିକୁ ରୁଝାଇ- 
ପାରେ ଓ ସେ କୌଣସି ଦୁଇଵି ସମ୍ମୀକରଣରେ ସମ୍ମାନ ନଜ ହୋଇଥାରେ । 


ଏଠାରେ ୫୨ଣଃ n=MmM, M— 1, m—2,e-- , 2 ଜେଇ ଆମେ 
ପ୍ରମ୍ଭାଣ କରୁ ସେ, 
£ +1 +E A’ =0 
ଅଖ ଓ ଏଠାରେ (£,1) = 1 ଅଃ; 2 ଦୁାର୍‌ £, ବା 7, ଲମ୍ବା ¥ କେନ୍ଦୁ ଗୋଝିଏ 
ସୂ ବର୍ଜ୍ୟ ନୁହନ୍ତ । ମାଧ ଭ୍‌ପପ୍ରମେସ୍ (୩) ହେରୁ ଏହ୍ରା ଅସୟ୍ଭବ ଅଛେ । ସଲତ୍ତଃ 
41 +5 =0 (£20,120, (20) 
ଅସତ୍ଭବ ଅଃ ! ସେଦ୍ଦ୍ରପର୍‌ ପ୍ରମାଣ କର୍ଵଯାଇପାରେ ସେ 


ପଞ୍ଚଶଶ୍ତିତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : କମ୍ଭ ସମ୍ମୀକର୍‌ଣ 

x +4 =32 (x20, y#X0, zF0) 
ର ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍ପ ସମ୍ଥାଧାନ ଅସତ୍ତଦ ଅଖ । 

ଏଠାରେ 2*ର 3 ଏକ ଅନୁବନୀ ଗ୍ଣି ହୋଇଥବାରୁ ସାହ୍ରାତ୍ପୟକାସ୍‌ୀ ସମ୍ମୀକରଣର 
ଆକାର 

S++ EA** YP =0, (LO L1LOAY) 

(£, = 1, Aa+Y 
ହେବ । ଆମେ ସ୍ତମ୍ାଣ କରପାରବ୍ଧ ସେ, 


(କ) ଯସନ୍ଦ ଗୋଝିଏ ସମ୍ଭାଧାନ ସ୍ସମ୍ପବ ହ୍ରେଦ୍‌ଥାଏ, ଢେବେ ॥>0 ହେବ ; 

(ଖ) ସଦ =m > 1 ଛମି®ା ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ଭବ ହ୍ରେଜ୍‌ଥାଏ, ତେବେ 
n =m — | ନମିନ୍‌ ମଧ ସମାଧାନ ସ୍ତବ ହେବ | 
ପୁନକ୍ଡ, 

- EA = (¢ = )(£ + on) (E+ wn) 
ହେବ । ଏଠାରେ ଗୋ?ିଏ ଦଭ୍‌ସ୍ପାଦକ A ଦ୍ଵାର୍‌ ବର୍ତଜ୍ଯ ହେଉଥ୍ବାରୁ ଓ ତ୍ତସ୍ପାଦକ- 
ମାନଙ୍କ ମଧରେ ପାର୍ଥକ୍ୟ ସପଙ୍ଦା 2 ଦାରା ନଭ୍ବଜ୍ୟ ହେରୁ, ସ୍ରଭ୍ଯେକଜ୍ଭସ୍ପାଦକ 2 ଦ୍ଵାରା 


ବଭାଜ୍ୟ ହେବ । ମାନ A ଦାରା  ବଭ୍ତଜୟ ଲୁଦ୍ଦୈ । ଏଣୁ > 0 ହେବ ଓ ସଳଜଃ 
3m + 2 > 3 ହେବ । ଏଣୁ ରଗାଝିଏ ଉସ୍ପାଦକ, ମନେକର, (6+ ॥), 2* ଦାରା 
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୭୮ ର୍ବିତତନ୍ତୁ 


ବଭାଜ ହେବ | ସଂଳଭଃ, (£+) ଓ (£+ @?॥) ମଧରୁ କେହୁ 2” ଦାରା ବର୍ବଜ୍ୟ 
ହେବେ ନାହି । ସୁଭର୍‌ଂ, ମୃଙଂପର 

E+N= °", E+ w= Ak,, £+ on = Akg 
ହେବ ଓ (« , ×) = 1 = («,, ×3) = 1 = (*;, ×¡) ହେବ | ପୁପର 

— € PP =x, Kg Kg 
ହେବ ଓ × ¡ , 5, × ଏହୁ ତନ ଗଣି ପରମ୍ଭର ସଦ୍ର ମୌନ୍ମକ ହେତଉ୍୍‌ଥବା ରନୋ? 
ପୁର୍ଶ୍ତପନ ସହ ଅନ୍ବଛୀ ହେବେ, ଅଥାଜ୍ର 

E+1= E A", E+ oN= E JAH, E+ w= E AV 
ହେବ | ଫଲକ୍, 

0 =(1+o+ oo" )(£+1) = (£41) + o(f+ oN) + 0° (E+ on) 

= EA” + E oad’ + € UAV, 

ଅଥାକ୍ତ, 

H+ E+ E A”-l9 = 
ହେବ । ଏହାପରେ ମ୍ୃଙ୍କପକାରେ ପ୍ରମେସ୍ତର ପ୍ରମାଣ ସର୍ମନ୍ତ ହେବ । 
ଏସ ପ୍ରକାରେ 

£ + +E "Hy £0 
ର ପ୍ତମ୍ଭାଣ ସମ୍ଭବ ନୁହେ । ବାସ୍ତବଭଃ, 

3 4 2° 4 waA* (— 1)3 =0 

ଅଃ | 
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ଅଷ୍ପମ ଅଧାୟ 
ଉାସ୍ଟ୍ରୋଫାଣ୍ଡାଇନ୍‌ ସର୍ଜୀକରଣସମୃଦ୍ର (୨) 


୮-୧. ପେଲ୍‌ଙ୍କର ସର୍ଜୀକରଣ (Pell’s Equation) : 
ମନେକର ୮) ଏକ ଗୁର୍ତ୍ତିବଗଠାରୁ ତନ୍ତ ଗୁ୍ଶ୍ରିସ ଖା! ଅଟେ । 
ତାହାହେଲେ 
YY - Dx? = 1 
ର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ସୃଥକ୍‌ ସୃଥକ୍‌ ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ଭବ ଅଝେ । ହଦ୍ଦ ଏଦ୍ଵ ସମ୍ମାଧାନ ସମୂହ 
ମଧରେ 2ର ଷଦ୍ରଉମ୍ଭ ଧନାସ୍ପକ ମୂଳା 7 ତୁଏ ଏବଂ ଏସି ନମିନ୍ତ 
(x, )=(U, T) 
ହୁଏ, ରେଚେ ସମ୍ମୀକରଣିର ସମସ୍ତ ସମ୍ମାଧାନ 
y+xV/D= ± (T+UV/DY" 
(n= 4 1, £2, £2, £ 4,00) 
ରୁ ମିଲେ । 
ଏହ୍ଵାର ପ୍ରମ୍ଥାଣ ନମିଦ୍ତ୍‌ ଆମେ ଦୂଇଝି ଭ୍‌ପପମେେସ୍ଵ ପମ୍ମାଣ କରିବ୍ଧ । 
ଉପସ୍ରମେସ୍ଟ (୫) : ସଦ 0 ଏକ ଅପରଜମ୍ତେସ୍ତ ବାସ୍ତବ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇଥାଏ ଓ 
q ଏକ ଧଜାସ୍ପକ ଗୃର୍ଷ୍ଣିସଖ୍ୟା ହୁଏ, ତେବେ ଆମେ ଦୁଇବି ମୃ୍ରିସଖ୍ୟା ×. 2 ପାଇପାରବୃ' 
ସେପର 
L= y — x86 
ର ମାନ | Zz | < କୁ ହେବ । 


ସ୍ଥତମାଣ : ମନେକର ର ମୂଳା ମଣ 1, 2› 3), 4, * * ; (4 + 1) ବନେ 
ନଆଗଲ । ପ୍ରତ୍ୟେକ × ଛିଷ୍ଠ ପର୍‌ ଏକ ପୁ୍୍ଡିସାଯା / ନଅ, ସେପର 
y—1<x0<y 
ହେବ । ଏଠାରେ × କୈଣସି ପୃଷ୍ମିସଖ୍ୟା 2 ସହୁ ସମ୍ଭାନ ହ୍ରେବ ନାଦ଼ି, କାରଣ 
XO0= 2 
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ବରଂ ରଵଣିଜଙ୍ତଟ 
ହେଲେ, ୨= (2/%) ରେମେସ୍ସ ହେବ । ପ୍ରକ୍ଯକ 2 ଜମ୍ଚିଦ୍ଵ୍‌ 3 ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ ଅଝେ ଓ 
L = y— x0 ହେଲେ, 0< ZL < 1 ଦିଏ | 


ମନେକର 4 3 ସରଲରେଖାର ଦୈର୍ଘ୍ୟ 1 ଅଝେ । ଏହ ସରଲରେଖାକୁ 2; , 
Az, As, ***, A =B ବହ ଦ୍ଵାର ¶ ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ଭାନ ଭ୍ତଗରେ ବଉତକ୍ତ କର, 


A ଥର ଦୈ (ଓ) ହେବ) ଯଥା :— 
q 


A Ai As Ar Ar41 B 
ମନେକର ର ମୂଳା ହେଲେ ର ମୂଳା 97 ଓ Zର ମୂଳା Z = × ¬ 0 ହୁଏ | 
ଏଠାରେ £ = 1, 2, 3, 4,“ '> (94+ 1) ଛମିଦ୍ [× ର୍ଶିଝ A ସରଲରେଖାରେ 
{21, 41, A“, A ମାନଙସଂଠାରୁ ଭ୍ନ୍ମମ କୌଣସି ଏକ ବନ୍ଦ, ଦ୍ଵାର୍‌ ଚରଦ୍ଦଡ 
ହୁଏ । କାରଣ ଘଦ୍ଦ Z ରାଣି? A, ବନ, ଦାରା ଚିର୍ଦ୍ଢ ହୁଅନ୍ତା ତେବେ 


୍ଠ 


ହୁଅନ୍ତା ଓ ଫଲଢ, 


=1 (»-7) 
KR \‘ q 


ଏକ ପରମେୟ୍ୁ ରାଣି ହୃଅନ୍ତା। । ଏଣ୍ଣି ପ୍ରତ୍ଯେକ Z‹ କୌଣସି ଏକ ରେଖାଖଣତ 2, 
2 ¿+ ¡ର ଅନଲୁବଞୀ ଏକ ବହ, ଦାରା ଚରହଁଢ ହେବ | 


ମଥଜେକର 2 A), 2 As, As As, Ag Ags * ts Ag-1 Aq 
ୟ-ସଂଖ୍ୟକ ରେଖାଖଣ୍ତମାନଙ୍କ ମଧରୁ କୌଣସ୍ଥିଝ୍ତରେ ଏକରୁ ଅଧକ Z& ଅନ୍ତର୍ଗତ ଲୁହ | 
ତାହାହେଲେ 43 ରେଖାଖଣ୍ରରେ ରୁ ଅଧକ ସଖ୍ଯକ / ଅଲୁବର୍ବୀ ହେବ ନାହି । 
ମାନ (9+ 1) ସଂଖ୍ୟକ Z, AB ରେଖାଖଣ୍ଡର ଅଲ୍ତଙ୍କଶ୍ଵୀ ଅଖ । ଏଣୁ କୌଣସି ଏକ 
ରେଖା 2A, 2,4) ରେ ଦୁଇ?ି Z, ସଥଆ !—L,„ ଓ Z„ କୁ ଚଭାଉଥବା ଦୁଇ? 
ବହୁ ଅବର୍ସୁ ଢ ହ୍ରେବେ । 
ଫଝଲଜଉଃ, 


q q 


ସୀ 


S < Yn — ho P4 s+ 1 


q 
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ଡାସ୍ଟ୍ରୋଫାୟ୍ାଇଜ୍‌ ସତ୍ଭୀକରଣ ମମୂହ (*) ବ୍ଚା୍‌ 


ହେବ ପୃକଗ୍ଂ, ¢ < / ହେଲେ, 

LE ee 

q q 

ହେବ । ଆମେ 

Y= Vn — Vo 

ଓ 

x=h—g 
ନେଲେ, 


ILI = 1 y-—x0 1 = | (yy) —(h-g) 01 < | ହେବ। 


ଏଠାରେ 0 < × = ¬ ¢ < 4 ହେରୁ, 2 < 2 ହେବ । 
q pA 
ସଲର୍ତଃ, 


iy-x61 < ld 
q ` × 


ଅଛେ | 
ମ୍ଭଳେକର ¥ = 2 ଓ ୨ = 4 ନମିଦ୍, 
| Nn—x 0 | < E 
x1 
ହୁଏ । 
ଏପରି ଏକ ପୁର୍୍ତିସଂଖ୍ଯା ¡ ନଆସାଉ୍‌ । ସେପର 
| N—x el < 1 
qi 
ଦ୍େବ ! ଏହ ¡ ଜଞଦ୍ତ୍‌ ଏପରି %„ ଓ )/„ ଅଛୁ, ସେପର 
qi XX 
ହେବ । ମ୍‌ଙଂପର ଏପର ଏକ ଗୁ୍ତିସଂଖ୍ୟା 9. ନଆସାଇ ପାରିବ, ସେପରି 


ହ୍ରେଦ । ଏହ୍ର ୟ„ ନମିଶ୍ଠ ଏପର୍‌ ×5 ଓ 3/3 ମଲପାରେ | ସେପର 
| —~ XxX, 01 < 1 < 1 
Vs 3 q ¥ 
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ବ୍ରାଃ ଚ୍ବର୍ଣିତତ୍ତୁ 
ହେବ । ଦ୍ର ପ୍ରକାରେ ଅଗ୍ରସ୍ତର୍‌ ହେଲେ ଆମେ ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯକ 


ଥାଇ ପାରକ୍ୁ ସେଷର )/ = × ଓ × = ×„ ଜମି 
1 


I y—x0l < - 
x 
ହେବ । ଏଠାରେ 
Gx qr-1 
ଓ 


i Vier — Xp Ol = 
qJr+1 qr 


ହେଇୁ (‰› 2%) ଠାରୁ (× . 1, ୬+ 1 ) ସୃଅକ୍‌ ହେବ ! 
ଆସ୍ତେ ପ୍ତମାଣ କଳୁ' ସେ, ଅସୀମ ସଂ୍୍ୟକ ସୃଥକ୍‌ ସୃଥକ୍‌ (×, 2) ନମି 

Iy-x0li< 0 

X 

ଢୁଏ । 

ଉପସ୍ରଚମେସ୍ଟ୍‌ (୭) : ସର ) ପାଇଁ ଏକ ବାସ୍ତବ ଘୁରି 4 (7) ମିଲ ପାରବ, 
ସେପର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ‰, 3 ନମିନ୍ତ ! 

| vt -Dx" | < M 
ହେବ । 

ସ୍ଥମାଣ : ପୁ ଉ୍‌ପପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵରେ 6=1⁄/2 ନଅ । ଆମେ ଏପରି ×, ୬ 
ପାଇ ପାରବ୍ୁ' , ସେପଷର 


i 1 
| y-x fD 1 < —— 
| × | 


ହେବ । ଡାହାହେଲେ 
| y+x SD I= y-x Jf D+2x JD! 
< | y-x JDI +2 1x fDI 
< +42 xD 
| x | 
ହେବ ଫଳତଃ, ଗୁଣନ ସ୍ତନିସ୍ଟ। ସକ୍ଷ/ ଦନ କଲେ, 
lt DIi<Li+2 JD < 2 YD+1=M(D) 
xX 
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ଡାସ୍ଟୋଙାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ଭୀକରଣ ସମୂହର (2 ) om 


ହ୍େଦ । ଏଠାରେ 
| y-x JD | PE 
I x 1 
ଅସାମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ (×, 9) ନମି୍‌ ସତ୍ଯ ହ୍ରୋଇଥ୍ବାରୁ ଏଦ୍ସ ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯକ (, 9) 
ନମଜିନ୍ 
| P*-— Dx" | < M(D) 
ହୁଏ । ଏଦ୍ସ ଅସୀମ ସଂଖ୍ଯକ (×, 2) ଜମି ୭ ଏକ ପୁ୍ତିସ ଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଧ୍ବାରୁ, 
| ୬! = ଯ" । ର ଅସୀମ ସଂଖ୍ୟକ ଧନାସ୍ପକ ପୁ୍ଡିସଖ୍ଯା ବରିଷ୍ଟ ମୂଲ ମିଲେ । 
ସ୍ଥନେକର < M(D) < N + 1 ଅଝେ | 
ସଯଦ୍ଦ ସସ୍ସୀମ୍ପ ସଂଖ୍ୟକ (×, ) ଜମି | ୬*— ˆ । = 1, ସସୀମ ସଂଖ୍ୟକ (,3) 
ନମିଦ୍ଵ୍‌ ।)* — D±*| = 2, ସସୀମ ସଂଖ୍ୟକ (×, 2) ଜମି 19” ¬ Dx" = 3, 
ସସୀମ୍ଭ ସଖ୍ଯକ (×› 2) କମିଭ୍୍‌ 1)" "| =” ହ୍ରୋଇଥାଅଲ୍ପା ଭେବେ ଏକ 
ସମସ୍ତ (×, 2)ର ସଂଖ୍ୟା ସସୀମ ହୋଇଥିବାରୁ ଓ କେବଲ ଏହ୍ ସମ୍ଭସ୍ତ (×, 2) ନମିନ୍ତ୍‌ 
ly’ - Dx" < M(D) 
ହେବ । ଅର୍ଥାତ › 
IY — Fx 1< M(D) 


ର କେଵଲ ସସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ମାଧାନ ମିଲେ । ଏହା ସସକ୍ୟ ନୁହେ । ସୁଜଗ୍ଵଂ, /(D) 
ଠାରୁ କ୍ଷ ଦୃଢ କୌଣସି ଏକ ଧନାସ୍କକ ଖୁ୍ଡିସଂୟା ।| କମି 
vy Dx" =k 


ର ଅସୀମ୍ମ ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ମାଧାନ (×, /) ଅଛୁ । ଏହ ସସ୍ତସ୍ତ (×› ୬)କୁ (1, ୬4); 
(22) ୬୨) )(%3› 8)" * "5 (× ଳ› ୬)" * ““ ' “+ * ଲୁହାସୀଉ୍‌ । ସ୍ଥଜେକର୍‌ ଏହ୍ସ ସମ୍ଭପ୍ତ 
%ଲ› ୨m ଧନାସ୍କ ଅନ୍ତ ଓ 
Xn =u k+ rn, —k<r,<k 
ଓ 


n= k+ 1,, —k< ry <k 
ଏଠାରେ (1, 1); (2 72 )› (7୫ 73), * + 5 (Yn Ya )sr tere ଏମ୍ମାନଙ୍କର 
ସଂଖ୍ୟା ଅସୀମ ଅଟ, ମାନ ଏମାନେ &* ଠାରୁ ଅଧକ ସୋଡ଼ା ମୂଳା ଗ୍ରହଣ କରପାରନ୍ତ 
ଜାତି । ସୁଡଗ୍‌ଂ ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧ୍ଧରୁ ଦୁଇ ସୋଡ଼ା, ମନେକର, (74, 74) = (75; ?; ) 
ସମ୍ମାନ ହ୍ରେନେ ଓ ସେଥପାଇି, 

(x,, Va) AZ ( i) 
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ବ୍ଭ୪ ର୍‌ଗିର୍ତଲ 


ହେବ । ଫଳିଉ, 
X= X14 (ତାନ Rk), Ya = 1 (ମାନ Rk), G 
(x2) V5) E( — x55 91) 


ହେବ | ଏଠାରେ. 

n'— Dax’ =k 
ଓ 

Va — Dax = k 


ର ଗୁଣନ ପ୍ରନଚସ୍ଟା ସର୍ଯଧ।ଦ୍ଦଳ କର । ସଂଲଭଂ, 

(95 yy Da xa)  — Dyn xa ya x) = BR 
ହେବ । <ଠାରେ, 

i 3s —- Dx x3 =RY, (ଓ 

YY XV X41 =kX 
ଲେଖ । ନୂଣ୍ଣଉଃ, × , ' ଦୁଇ? ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ × 2 0 ହେବ ଏବଂ 

y3— DX’ =1 
ହେବ । <୦ାରେ ଛଳରେ ¬ ¥ ଓ ¥ ସଲରେ ¬ × ଲେଖିଲେ ସମୀକରଣ ମଧ 
ସଭ୍ୟ ତୃ ଏ । ଏଣୁ ¥ ଓ ¥ ଲୁ ଧନାସୂକ ମନେ କର୍୍‌ସାଇପାରେ । 

ମଜେକର (2, 9) = (1, †), ୪ > 0, 7 >0 ଓ ×ର ମୂଳା ସମୂହ 
ଥରେ 1 ଖୁ ଦୁଜତ ଅଃ | ଢାଢ଼ାହେଲେ = 1, 2, 3, 4, + ଜେଇ ଧନାସ୍ପକ 
Xn: Pn ନମି ଅର୍ସୀମ ସଂଖ୍ଯକ ସମ୍ପାଧାଜନ (2, 3) ନିମ ସମ୍ପର୍କ 

y+ XV D S(T+U VD)" 3 

Yn— XV D = (T—UVDY" 
ରୁ ମିଳେ । ସୂନଶ୍ତ, ସଭସ୍ତ ସମାଧାନ (ନ, 3») ଏହୁ ସମ୍ପର୍କରୁ ହି ମଲଥାଏ | 

ସ୍ତମାଣ ; ମଜେକର (×, 9?) ସମ୍ଭାଧାନୈଃ ଏହ୍ଗ ସର୍ଧର୍କରୁ ରିଲେ ଜାହ୍ବି ଓ 
ଏଠାରେ × > 0, ) > 0 ଅଛେ । ଢାହାହେଲେ କୌଣସି ଧନାସ୍ଥକ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ଯା 
” ଛମଦ୍ଭ, 

(T+UVD)Y"<y+xVD <(T+U¥ DD)! 
ହେବ । ତାହ୍ାଡ୍ରେଲେ, 

1< (y+ xVD)(ys— xn DI<T+ UD 
ହେବ । ଏଠାରେ, 

(y+ x7 Dyna — xn / D) 

=(99, — xx, D) +(x 90 — yx) VD 

=Y+4+XND 
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ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସତହ୍ୀକରଣ ସମୂହ (2) ୭୫ 


ହ୍ବେବ । ସୁଡର୍‌ଂ, 
Y+X3/D <T+UV/D 
ହେବ | ମାନ, ¥? - DX? = 1 ଓ 
Y+ XD >1 
ଅଃ | ଏଣ୍ଡ, 
O0<Y-—X/D <1 
ଅଟେ । ଶେଷ ସମ୍ପର୍କ ଦୃସ୍ବର ବସ୍ଟୋଗ ଫଳରେ, 
2X/D >0 
ବାଢ XX >0 
ହୁଏ । ଏଣୁ, ¥ > ¥ / ୭ > 0 ହେବ | ସୁନ, 
YY’ - DX? =T"— DU’ =1 
ହେରୁ , 
Y- XD >T—UDp 
ଅର୍କ 
-~Y+X /D<-T+UXMD 
ହେବ । ଏହା ସହର) 
Y+X/D<T+UXD 
ମିଣାଇଲେ, 
2XND < WAND 
ହ୍ରେବ । ସଲଭଃ; 
0<X<U 
ହେବ । ମାନ ଏହା ଅସୱବ ଅଃ । ଏଣୁ ଏପର୍‌ କୌଣସି ସମ୍ପାଧାନ (‰, ୨) ନାହି । 
ସାହ୍ଵା, 
x+9yND =(T+UM DY" 


x— YN D=(T-UX DD)" 
ରୁ ଜଁଲେନାନ୍ଦି । ସେଦ୍ଦ୍ରଯର (×› 2) ସମାଧାନ କମିଦ୍ତ୍‌, mn 
×< 0, ୬ < 0 ହେଲେ +X D = ¬ (T+U XD)" 
×< 0, < 0 ହେଲେ ୨+ D =(T - UJ D)" 
× > 0, ୨< 0 ହେଲେ + D = = ("T- UND)" 
ହଟ । 


ଓ 
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୬୬ ଘ୍ଵ୍ତତ୍ତୁ 


ଅନ୍‌ସିଙ୍ଭାନ୍ତ : ସଦ ଏଁ ଏକ ଦ୍ତ୍ର ଧନାସ୍ତକ ଗୁର୍ଷ୍ଣସଂଖଯ ହୋଇଥାଏ, ତେବେ 
ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ସମ୍ଭାଧାନରେ × = 0 (ମାନ 4) ହେବ | 


ଏଦା ୪” — ଯd* × * = ॥ ର ସଜୀକରଣରୁ ଖଣ୍ଡ ହେବ । 
ଏବ ସତ୍ୀକରଣର ସମ୍ତାଧାନମ୍ଥାନ (£), ‰), 2 = 1, 2, 3, - “ହେଲେ, 

¥” - Dx” = 1 ର ସମାଧାନସାନ (£, ×) ହେବ | 

ସ୍ରସ୍ଟଗ : ମନେକର m = 2 ବା 3 (ଞ୍ଆାନ 4), ଢାହାହେଲେ /(1⁄)ର 
ଝାସ ସଂଖ୍ଯାତ୍ମାନ, ଗୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା @ ଓ 8 କମି, (4+ /⁄) ର୍ବବେ ଲଖିଭ ହେବେ | 
ସେଓ ବାକ୍ସ ସଂଖାର ମାଜ ± । ହୋଇଥବ, ସେମ୍ଭାନେ ଏକସମ୍ଭ ଗ୍ଵଗି ହେବେ । 
ସଦ (× + ୨ \/ m) ଏକ ଏକସମ ରାଶି ହ୍ୋଇଥା 4, 
ଢଡେବେ 

x - my’ =1 


ବା 
xi - my = -1 


ହେବ । 
ସେନ୍ଦ୍ୁପର m୩ = 1 (ସାଜ 4) ହୋଇଥିଲେ /{4⁄)ର ଏକସମ ରଛିମାନ 
{2 + ‡)(4/m)} ଆକାରରେ ଲଖିଭ ହୋଇପାରନ୍ତ ଓ ଏମ୍ଥାନଙ୍କର ମାନ ± 1 
ହ୍ୋଇଥନାରୁ 
(x +43)" — my)’ =1 


ବା 
(x +349)" — (my) = —1 

ହେବ । 
ସୂଢର୍ଵଂ ଏକସମପ ଗଵକିମଭାନଙ୍କୁ ନର୍ପ୍ତିସ୍କ୍‌ କରବା ପାଲି 
x -my = 4 

ବ୍ରା 
xi—my = —4 


ଏହୁ ସମ୍ଭୀକରଣ ଦ୍ରସ୍ତ୍‌ ସମ୍ଚାଧାନ କରି × 3 ର ମୂଳା ପାଇବାକୁ ହେବ । 
ମନେକର 
yy —mx =4 
ର (×,3/) = (1,£), ୪ > 0› £ > 0 କ୍ଷ ଦଉଜମ ବିଷ ସଥାଧାନ ଅଃ | ଭାହାହେଲେ 
ଏନ୍ସ ସମ୍ମୀକରଣର ସମାଧାନ ସମୂହ = 1, 2, 3, 4, ++“ ଓ € = ± 1 ନମିଭ 
y+iVm _ 
2 2 
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ଡାସ୍ଟୋସାଣ୍ଟାଲନ୍‌ ସମମ୍ମୀକରଣ ସମୂହ (2) ବ୭୭ 


¢ 
y— x4 m we 
2 1 

ରୁ ମିଲେ । 

ନମ ସମ୍ମୀକରଣ 

Pr -mx= -—1 
ର ସମ୍ଭାଧାନ କଷ୍ଟ ସ୍ରା୍ୟ । ଏଠାରେ କେବଲ m ଏକ ମୌନ୍ନକ ସଂଖ୍ଯା ୬ ସହ୍ବ ସ୍ତମ୍ମାନ 
ହୋଇଅଲେ ଓ mm = 1 (ସାନ 4) ହେଲେ, ଆମେ ଏହାର ସମ୍ଭାଧାନ ଆଲୋଚନା 
କରବ୍ଧଂ । 

ମ୍ମନେକର 

y — px = 1 
ର (×, )=(ପ, ୨), ପ >0, 7 >0 ଏକ ସମାଧାନ ଓ ଏହ୍ସ ସମ୍ମୀକରଣର 
ଧଳାସ୍ପକ (×, ୨) ବରିଷ୍କ ଅନ୍ଯ ସମସ୍ତ ସମ୍ମାଧାନ ନମ୍ଚିଷ୍କ × > 1 ହୁଏ । ଏଠାରେ 
୪ ଯ୍ଥଗ୍ଧ ଓ 7 ବସ୍ଥଗ୍ଧନ ହେବ, କାରଣ 

୬ = 1 (ସାନ 4) ହେରୁ, 7 = 1 (ଥାଜ 2) ଓ 7 = 0 (ମାନ 2) 
ହେଲେ, 

T= 2, p=4q‡+ 1, ପ =2॥+ । ଜେଇ ଆମେ ଦେଖଁ ସେ, 
7” - ୬୪”ର ମୂଳା =(2¢)* ¬ (49+ 1)(24+1)* = 4 = 1 ହେବ । ମାନ 
କୌଣସି ଟ୍‌୍ରିସ୍ଯା ୪ କମିତ୍ତ 42 ¬ 1= 1 ହୋଇ ପାରବ ନାହ଼ି । ଏଣ୍ର / ବସ୍ଥ୍ଧ 


ଓ 7 ସ୍ଥୁଗ୍ମ ହେବା ଅ୍ପମ୍ଭବ । ଅର୍ଣାଡ୍ଵ, ଆ ସ୍ଥଗୁ ଓ 7 ବର୍ଥିଟ୍ଧ ଅଖ । ଏଣୁ TH 
T-1 67 ଗୋଵଏ ପୁ୍ଷ୍ତିସଂଖ୍ୟା ଏବ 
CH) 
2 2 2 
ଡ଼େରୁ, ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା ତ ଓ ¿ ନମି, 
a +! p49! G — 


=”, ବା 


T+! gt 6 Tt spb? 
(2) ee p 


ଦ୍ରେବ । ସଦ୍ଦ (77) ସଭ୍ଯ ହୁଏ, ତେବେ (ଆ ) = (4b)* ହେରୁ, 


a’ —pb’=1 
(v4 
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୭୮ ଘ୍ଗିତ୍ତତ୍ତୁ 


ହେବ ଓ 

yy px =1 
ର (1, 7 ) ଛ ଦୁଢମ ଧନାସକ ମୂଳା ବଶିଣ୍ଣ ସମ୍ମାଧାନ ହ୍ବେବ ନାହି । ଏ§ୁ (%) 
ଏଠାରେ ସମ୍ଭବ ରୁହ, ସୁଭଗୁଂ (7) ସତ୍ଯ ହ୍ଵେବ ଏବଂ 


bb’ — pa’ = — 1 
ହ୍ରେବ । ଡାହାହ୍ରେଲେ 
yy px =—1 


ର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ସମ୍ଥାଧାନ 
y+xf p=(b+aX pp)" 
ଓ 
y— xp =(b-aX p+ 
(n=1, 2, 3, 4, ---) 
ରୁ ମିନ୍ନବ । 
୮:୬ ସଦ 4, 9, ୯, d, ¢ ଓ  ଏପର ପୁର୍ଷ୍ତସଖ୍ୟା ହୋଇଥଆାଆନ୍ତ ସେ, 
D=b"’—4ac >0 
ଓ 
A = 4acf + bde — ae’ — cd® — Fb* £ 0 
ଡୁଏ, ଏବଂ କୌଣସି ଗୁ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ‰2› 7 ଜିମିଦ୍ତ 
ax” + bxo Vo +C yo +dxg +ey, +f =0 
ହୁଏ, ଭେବେ, 2 ଏକ ପୁ୍୍ତିବର୍ଗ ହୋଇ ନ ଥଲେ, 
ax +bxy+cy" +dx +ey +f=0 
ର ଅସୀମ୍ଥ ସଂଖ୍ଯକ ଗୁର୍ପ୍ତଫଖ୍ଯା ବଶଣିଷ୍କ ସମ୍ମାଧାନ ମରିଲବ । 


ସ୍ତମାଣ : ଶେଷ ସମ୍ଭୀକରଣଂ?ିକୁ ଆମ୍ଭେ 

YY’ -DX’=M 
ତ୍ଵବେ ଲେଝିପାରବ୍ଧ । ଏଠାରେ ୬= ୬ >0 ହେବ ଓ କେତେକ ପୂର୍ିଝଖ୍ଯା 
», ¶, 7, $, £ ଜମି 

Y=p" +qy+7r, X= sy+t 
ଏଙ୍, 

A > 0 ହେରୁ, 4 2 0 ହେବ । [ନମୃପ୍ରଦତ୍ତ୍ର ଶଁକା ଦ୍ରଷ୍ବ୍ୟ] 

ମ୍ଥନେକର 

Yo=pX0+ Gyo +7 G Xo = S890 +t 
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ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ଭାଳରଣ ସମୂହ (^ ) ବ୍ଭଧ 


ଡାହ୍ରାହ୍ରେଲେ 
Yo" — DX,°=M 

ହେବ । ପ୍ରନନ୍ଧ, ।"- < ପରଚ୍େଦ ଅନୁସାସ୍ବା 
n’ —pst’ =1 


ର୍‌ ଅସୀତ୍ଚଙଖ୍ୟକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖଯା ବଶିଷ୍ଠ ସମାଧାନ (£, ୩) ଅଛୁ । ସଦ 
X=nX,—psfY,, Y =nY,—Dps£X, 
ହୁଏ, ଚାହା ହେଲେ ଶେଷ ସମ୍ମୀକରଣଦ୍ଧସ୍ଟର ଗୃଣନ ଦ୍ବାରା 
Y*-DX’=1 
ଭଜିଲେ । ଏଠାରେ ୨” = 1 (ମାଜ ୬5) ଅଝେ | 
ସଦ୍ଦ ॥ =£ 1 (ସାନ 25) ହୁଏ, ଢେବେ 
Mi +psh ND = (n+ pst Xf DY* 


ଲଅ । ତ୍ାହ୍ରାଡେଲେ, 
A =n" +p" 5"£*D = 1 (ମାନ 2୫), 
na = 2ps1E (ମାଜ ps) 


ହେବ । ଏଣ୍ପ ଏଠାରେ ସ୍ତାର୍ଭରୁ ୩ = 1 (ମାଜ 5) ମନେକରାୟାଇପାରେ । ଅରଆାଲୁ, 
ଆମେ ୩ ୬୦Pଂ୨ ¢ =1 


ର ସେଦ୍୍ର ସମ୍ଭ୍ତ ସମ୍ଚାଧାନ (£,୩) ନେବୁ ସନ୍ତିମିଦ୍ତ୍‌ $ ଦୁ।ର୍‌ (4 — 1) ବଭୂକ୍ୟ ହେବ । 
(£,॥)ର ଏହୁ ରକାର ଗୁର୍ଷ୍ଡିସଂଖ୍ୟା ବଣିଷ୍କ ମୂଲା ଅମୀମ୍ଭ ଅଃ | ସେ କୌଣସ୍ତି ନଦିଷ୍କ (2,#) 
ପାରି ଏପର୍‌ ଏକ ଛର୍ଦିଷ୍ଣ ଗୁ୍ଷ୍ରିସୱା ଅନୁ, ସେପରି ॥ = 1 + 29$ ହେବ । ସେହ୍ସ 
ନ୍ିଷ୍ଟ (£, 7) ନମଦ୍ଧ 


px+qy +¥ =Y =1Y) — DpstX, 
=(1+4Aps) (px +qyo +?) — Dpsi(sy, +t) 
ଓ 
Sy+t= X= 1X, — pssY, 
=(1+ ps) (Sy +t) — pst (pxo+ Gyo +7) 

ହ୍ରେବ । ଫଲତତଃ, 

X= xg + A (Yos — Xoq) +£ (GY oq — DSX,) 

y=y0 +t ipXg — pYo 
ହେବ | ମନେକର (£1, 1 4+ 2)2$) ଓ (6. 1 + 2,p$) 

7? — Dp’s’t? = 1 
ର ଦୁଇଝି ଭନ୍ତ ଭନ୍ତ୍ର ସମାଧାନ ଅଃ । 
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ବ୍‌ ୦ ଗଣିତ 


ଚଢାହାହେଲେ, 
Xi — Kg =( — Ag) (Yos — Xoq) + (£1 — £2)(GqY o — DsX,) 
 — p= (1 — Aa) HX, —(& — 6,)PY o 


ସବ୍ଦ %¡ ¬ ‰„ = 0 = ¡ ¬ 9), ହୁଏ, ତେବେ 
A ¬ = 0 5 £1 ¬ £, ହେଇୁ, 

ps(Y,* —DX,°)=0, ବା 

Yo’ - DX," =0 


ଡ୍େଵ । ଏହା ଅସମ୍ତବ ଅଃ । ଏଣ଼ି £) # £, ଓ 4¡ # 2„ ହେଲେ 2 5 G EN 
ହେବ । ମାନ୍ଧ 
1 — Do’sP£* = 1 
ର ଅସୀମ୍ଭ ସଖ୍ଯକ ସମ୍ମାଧାନ £, 7 = 1+ 495 ଅନୁ । ଏଣୁ 
ax’ +bxy+cy" +dx+ey+f=0 
ର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍ଟ ସମାଧାନ (2) ମିଲେ । 
ଏହୁ (×,3/` ର ମୂଳାସାନ ପରଞ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକୁ ଅଃତନ୍ତର | 


ଚୀକା ¦ ax” + bx + ୨” + d× +e + £= 0 ହେଲେ, 
X =(4ac—b’) y+(2ae — bd), 
Y= 2ax + by+d, ଓ 
D = b’ — 4ac 
ନମ୍ମି୍ଧ 
X1* — DY’ = (20e — bd)” + D(40f — dd”) = Mi 
ହେବ । ଏଥ୍ବରେ ! ଗୁଣନ କର, 
Y=DY;i, X= Xj 6 = M,D=M 
ଜେଲେ 
Y’—DX*=M 
ହେବ | ଏଠାରେ ପ୍ରଭ ସ୍ଥଲରେ ସହ୍ନଗମ୍ଭାନ ପୂର୍୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ । 
୮"-୩. ମନେକର 4, ହ, ¢ ଓ  ଗୋଝିଏ ଗୋଡିଏ ପୃୁର୍ଷ୍ିସଖ୍ୟା, 4b, 
cAEd, a—b=0=c—d (ସାଜ 2) 6 
— (a+b) (c+ d) >0 
ଏବଂ (4+ ›) (୯ + d) ଏକ ପୁଣ୍ଜିବର୍ଗ ନୁହେ । ଚାହ୍ବା ହେଲେ, 
xi + P+ + Ww =a +b +c +d? 
ର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯକ ପୁଣ୍ରିଝଖ୍ୟା ବରଣିଷ୍କ ସମାଧାନ (×, 3/4 Z, ®) ମିଲବ । 
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ଡାସ୍ବୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ସମୃଦ୍ଧ (2) ବ୍ମବ୍‌ 


ସ୍ଥମାଣ : ଏଠାରେ 
X=a+X, y=b-—X, 2=c+Y,w=d-Y 
ନଅ | କାଦ୍ଵା ହ୍ରେଲେ୍‌ 
(a +b) X" + (a* — Db) X +(c+d)Y*+(c* — d’)Y =0 
ହେବ । 
ଏଠାରେ 
D= —4 (a+c) (b+d) >0 
ଓ 
A = - (a+ b) (¢ —d’)* —(c4+d) (a*—b")* 
= — (a+b) (c+d) {(c—d) (¢*—d’) — (a+b) (a° -— b3)} 
40 


ଅଟ । ଏଣୁ ୮୨ ପରଚ୍ଛେଦ ଅନୁସାସ୍ଟୀ 

(a+ b)X" + (c + d)Y’ + (a* — °) X + (c*—d')Y =0 

ବା 

+ P+ 2 + w= + +c +d’ 
ର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିକ ସମ୍ମାଧାନ ଅତୁ । 

୮-୪ ଏଠାରେ ୮-୬ ପର୍‌ଚ୍ଛେଦରେ ବଣ୍ରିଭ ହ୍ରୋଇଥିବା ଉଥ୍ଯର୍‌ ଅନ୍ଯ ଏକ 
ପ୍ରସ୍ଟୋଗ କର୍‌ସିବ । ଆମ୍ଭେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, ନିମ୍ପ ସତ୍ମୀକରଣ, ଯଥା :— 

ax +a’ + bz’ = bc’, abc 0 
ର {+ = 0, 2 =} ବ୍ଖଢଭ ଅସୀମ ସଂଖ୍ୟକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ବଣିଷ୍ଟ ସସସ୍ଥାଧାନ ଅନ୍ତୁ । 
ଅବଣ୍ୟ ଏଠାରେ 4, , ଓ ¢ ଗୋଝିଏ ଗୋଡିଏ ଗୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ଅଃ | 


ସ୍ତମାଣ : ପ୍ରଥମତଃ, ନକର ଇଚ୍ଛାଲୁଯାସ୍ୀ ଏକ ପୁଣ୍ରିସଂଞ୍ୟା ¢ ଓ 
z=c+t (x+y) 


ଜଅ ତାହା ହେଲେ, ଦନ୍ତ ସ୍ମୀକରଣକୁ (× + 3) 2 0 ଦାରା ଷ୍ଵଗ କଲେ 
a(x’ — xy + yp") +3bc"t — 3bct (x + y) + bt (x + y)° = 0 
ହେବ । ଏଠାରେ 

x+y =u, OC x—y=y 
ଛଅ । ତାହାହେଲେ, 

(— 3a)0° = (a+ 4btb wu’ + 12bctiu+ L2bct 
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୧୮୬ ରଗିତ୍ତନ୍ତ 


ହେବ । ଆମେ ୮-” ପରଚ୍ଜେଦରେ ବଣଫ୍ରିଭ ଉଥ୍ଯରୁ ଜାଣୁ ସେ, ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା A, ଚ, C 
ଓ » ସହଗ ବରଣିଷ୍ସ୍‌ ମ୍ପ ସମ୍ଭୀକରଣ 

Dy = Au’ + Bu+C 
ର ସଦ୍ଦ ଗୋିଏ ସମ୍ଭାଧାନ ୪ = 1 ଓ =, ଥାଏ, 

D=AD>0, ଏବ ୬ ଏକ ଗୁଶ୍ିଚର୍ଗ ହୋଇ ନ ଥାଏ ଓ A =D 
(ଭB" — 4A) 2 0 ହୁଏ, ତେବେ ଏହୁ ସମ୍ମୀକରଣର ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ପୁ୍ିସଂଖ୍ୟା ବଶିଷ୍ଠ 
ସମ୍ପାଧାନ ମିଳେ । 

ଏଠାରେ, £ = ¬ 4b” ( ଏକ ପୁଷ୍ପିସଖ୍ୟା) ହେଲେ, 

(—3a) P= (a+ 4b) uw’ + (12bct®) u+ (12bc*t) 
ର {/=0, ୨ = 20k} ଏକ ଗୁଣ୍ତିସଖ୍ଯା ବରିଷ୍ଟ ସମ୍ମାଧାନ ଅଝେ । ସୁନଷ୍ଡ, 
{= — bk” ହେ, 

AD = (—3a) [a+ 4b ( - abk’)3] 

= 3a (40°b"k° —a) 
= 3a’ (4a0°b"k° — 1) 

ସଙ୍କଦା, ୦0 କମିଲ, ଏକ ଧନାସ୍ପକ ପୁ୍ଡିସଂଖ୍ଯା ହେବ । ଆମେ ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ଯକ 
k ଜମିଲ୍ଞ (40% — 1) କୁ ଏକ ପୁ୍ଷ୍ତିବର୍ଗଠାରୁ ଉନ୍ତ୍ର ଗ୍୍ବେ ନେଇ ପାରବୃ' । 
ସୁନଶ୍ଡ, 

A = D(B’— 4AC) = 144abc’t (bt +2) 

=( — 144)a°b’c" (a — a°b'k6) 
=144 a’b’c’ a°b‘R° — 1) 

ଓ #2 1 କମିଷ୍, ^ 20 ହେବ । 

ସୁଭର୍‌ଂ, ୮- / ପରିଚ୍ଛେଦର ବର୍ଧ୍ତନା ଅନ୍ୁାସ୍ୀ, 

(— 3a)0° = (a+ 4b wu’ + (12bct )Ju+ (12bc’t) 
ର {ଧ=0, ୪ = 2k 0} ଏକ ଟୁ୍ସଂଖ୍ୟା ବଶିଷ୍ଣ ହୋଇଣ୍ୟବାରୁ, ଏହୁ ସମ୍ମୀକରଣର 
ଅସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଂଖ୍ଯା ବଣିଣ୍ ମମ୍ଭାଧାନ ଅଛୁ । 

ମୂଲ ସମ୍ଭମୀକରଣର ସମ୍ଭାଧାନ 

x=;% (u+») 
y= (u-y) 

ଭୁ ହିଁଳେ । ସୂଳରଂ, (×. 3?) ପୁ୍୍ିସଖ୍ୟା ହେବା ଜମ୍ତନ୍ତେ 1 = ୪ (ମାନ 2) ହ୍ନେବା 
ଅବଣ୍ୟକ | 

ମ୍ଥନେକର 4 = 2” «, ¢ > 0 ଓ « <କ ବପସୂଗୁ ପୁ୍ିସଖ୍ୟା ଅଝେ । ଡାହ୍ରା- 
ହେଲେ £=0 (ମାନ 2*) ନଅ ସେପର £ ଜମିଦ୍ଧ ନଆଯାଇଧ୍ଚିବା ଗୁଙ୍କ ସଣ୍ଚିମ୍ମାନ 
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ଡାସ୍ଟୋଙାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ସମୂହର (+) Um 


ଏଥ୍ବରେ ଵ୍ଯାହ୍ରତ ହେବ ନାହ୍ବି । ଏହ୍ରା, ଷ୍ରଣ୍ମତ୍ତ ଅସମ୍ଭବ ନୁଢ଼େ । ସଳଢଃ, ଧ ଓ ୪ 
ନମ୍ଚିନ୍ତ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣରୁ ଆମେ 
— 349" = «" (ସାନ 2) 
ଅ୍ଥାଜ୍ର, 
) U' = - 32” =" (ସାନ 2) 
ଅଆ, 
us (ମାନ 2) 
ହ୍ବେବ । ସୂ, ମୂଲ ସମ୍ମୀକରଣ୍ର ଅସ୍ୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ପୁର୍୍ିସଖ୍ୟା ବରିଷ୍ଟ ସମ୍ଥାଧାନ (› 3) 
ମରିବ । 
ଏହା ରଭୁଲନାରେ ସ୍ପାଧାରଣ ନ ଘାମ୍ରୀସ୍କ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ 
ax’ + by + cz +d=0 (azb,czd) 
ର ସ୍ପମ୍ମାଧାନ ସନ୍ଧାନ କରବା କଣ୍ଣ୍‌ସାଧ ଅଃ । କାରଣ ଘଦ୍ର 4 = ± 4 (ମାନ 9) ତୁଏ, 
ଭେବେ ଏହ୍ଗ ସ୍ମମ୍ମୀକରଣର ସମ୍ଥାଧାନ ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । 
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ନବମ ଅଧାୟ୍‌ 
ଉାସ୍ଟୋଫାଣ୍ାଇନଜ୍‌ ସର୍ମୀକରଣ ସମ୍ହ (୩) 


ଏ୯ଂ..୧ ସବମ୍ମୀକରଣ 


xP + py =2z", x >0, y>0, z >0, (x, P=1 
ଏଠାରେ 2 ବୁଗ୍ନ ହେବ, କାରଣ ସଦ 2 ସ୍ଥୁଗ୍ଧ ତୃଣ, ତେବେ × ଓ ମଧ 
ସ୍ଥଗୁ ହେବେ । ମାନ୍ଧ (×,9) = 1, ସଲଉଃ, × ଓ 3 ଭ୍ଉସ୍ ବସୟୁଗୁ ହେବେ | ତେଣୁ 
X=X+Y, y=X-Y, 
ନେଲେ (×, Y)=1 ଓ X*4+y*=Z* 
ହେବ । ସ୍ତମ୍ଭ ଆଧାସ୍ତର ବର୍୍ତିନାରୁ ଆମେ 
X =a’ -— b*, Y = 20b, (a, b)=1 
ଓ ଫଲକଚ୍ତଃ, 
x =a’ — BP +2ab, y=a’ — b* — 2ab, z=a’ +b’ 
ଷାଉଁ | 


୯: ୬. ଗାଉ୍ସୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କର ଗୁଣ ବ୍ୟବଦ୍ରାର କର୍‌ ଆମେ 

x + 9 = kz? 
ର ସମ୍ାଧାନ ପାଇପାରୁ । ଗାଉ୍ତସୀସ୍ଟ ଗୃଶିଚଡର ±1, ±} ଗୋଵିଏ ଗୋଡିଏ 
ଏକସମ ଗଣି ଓ ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ବ୍ୟତ୍ରୀତ୍ତ କୋଣସି ବରସ ସଂଖ୍ଯା ଏକସମ ନୁହୈ । 


ସୁନଶ୍ଧ ମ୍ଭୌଲକ ମୁର୍୍ଣିସଖ୍ଯା ୨ = । (ମାଜ 4) ସସଦା +୬" (×, ୬ 
ପୂର୍ଷ୍ଣିସଝ୍ୟା) ଗ୍ଵବେ ପ୍ରକାଶିଉ ହ୍ରୋଇପାରେ । ମାଚ ମୌଂଲକ ପୁର୍ଣ୍ିସଖ୍ଯା = 3 
(ମାଜ 4) ଏଭୁ ପ୍ରକାରେ ପ୍ରକାଣିଭ୍ ହୋଇପାରେ ନାଙ୍ଜି । ଆଡୁର ମଧ 2 == 8 (1 ¬$)” 
ଗାଉ୍‌ସୀସ୍ତ ଗୁଶିନନ୍ଧର ମୌଲ୍ଲଳ ର୍ଵଶି ହ୍ରୋଇପାରେ ନାହ୍କି । ଏ ଗାଉମ୍ବୀସ୍ ଗ୍ଵଶିଚନର 
ମୌନ୍ନକ ଗୁଥିସ୍ଥାଜ ହେଲେ, ୬ = 1 (ଜାନ 4)ର ଭ୍ସାଦକଦୁସ୍‌ ( +13), (x = 1); 
q = 3 (ମାନ 4) 3 1 ¬ ¦ ଗାଉସୀସୃ ରାଶିଚନ ଇଜ୍‌ଳ୍‌ ଡ଼ୀସ୍କ ହୋଇଥିବାରୁ , ଏକସମ 
ରାଶି ଓ ମୌଲକ ଗ୍ଵଣିମ୍ମାନନ୍କର ଡମିକ ମୁଁ ତଜନଭ ଦ୍ଯଉନ୍ଦମକୁ କାଦ୍‌ ଦେଇ ଆମେ 
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ଡାସ୍ଟୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସତ୍ୀକରଣ ସମୂହ () ‘C୫ 


କନ୍ଦ୍ରଦ୍ଧ ସେ ପ୍ରତ୍ଯେକ ଗୁ୍ରିସଂଖ୍ଯା ଏକ ନବ୍ଦିସ୍କ ଉୁଷାସ୍ବରେ ଗାଉ୍ତସୀସ୍ଵ ମୌନକ 
ଘଣିମାାନଙ୍କର ଗୁଣଳଫଲ ପଢକାଶିଳତ ହୁଏ । 
ଏହାସଲରେ 
(<) x + WV =z, (x, P)= 1, z>0 
ସହଳରେ ସମାଦର ହୁଏ; ଯଥା :— 


ଏଠାରେ (× + {1/) ଓ (× — 3) ପରଖୁର ପଦ ମୌନଲକ ହେବେ, କାରଣ 
ଅନ୍ୟଥା (୩ +3) ଓ (× — 3)ର ସାଧାରଣ ଭଉ୍ସାଦକ ଦାଗ 2% ଓ 23 ବଭ୍ତଜ୍ଯ 
ହେବ | ଢେଣୁ (× +13) ଓ (× — {) ଗୋ?ିଏ ଗୋଝିଏ ଗାଉ୍‌ସୀସ୍‌ ସୀଜସ୍‌ ସଂଖ୍ୟାର 
ପୁର୍ଶ୍ତିବର ହ୍ରେବ । ସଦ 


(x +iy) = (a +ib)* 


ହୁଏ, ତେବେ, 
x= a --b’ 
y= 2ab 
z=a0a" +b 
(a, bd) = 1 
ହେବ । 


( ›) ସେଦୃଷର ମୋୌଲକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ୬ = 1 (ମାନ 4) କମି, 

xi 4+ YP =pz", x>0, y >0, z>0, (x, )=1 
ର ସମ୍ଭାଧାନ ମିଲେ, ସଥା:— 

2 = 1 (ସାନ 4) ହେରୁ, = 7" + $ = (7 + ¦$) (7 $) ହେବ, 
ସୂୁକଗ୍‌ଂ 

(r+ 15) (1—1i59)Z° = (x +13) (x —iy) 

ବା 

(r-++is)(r—1is) a+ ib) (a — b)¥ = (x + iy)(x — iy) 

€ 

x + iy = (r + is)la + 1b)" = (r + is)(a* —- b' +12ab) 
ହ୍ରେବ । ଏଥରରୁ ସର୍ମୀକରଣର ସମ୍ମାଧାନ ସମୂହ 

x=rla® — bb’) — 2sab 

y= s(a* — bb’) +2rab 

zZ=a’ +b’ 
ଆକାରରେ ପ୍ତକାଣିତ୍ତ ତୃଏ | 
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୮୭ ଗ୍‌ଥିତ୍ତତ୍ତୁ 


(0m) 4x +p) +2 =o; (x. vy, Z)=1. x>0, y>0, z>0 
ଏଠାରେ 2 ଯଦ ସ୍ଥଗଧ ତୃ ଏ, କେବେ ® ମ୍ଷ ଯୁଗ ହ୍ରେବ । ଏଣୁ ସତ୍ମୀକରଣ? 
x+y +t =° 
କୁ ରୂପାଲୁରକ ହେବ । ଏହାର ସେଉଁ ଆଲେଚନା ନମ୍ବରେ ସ୍ରଦନ୍ଭ ହେବ; ଏଠାରେ ଆମେ 
2କୁ ବସୁଗୁ ଓ ଝଲକଂ, ଆକୁ ବଯୁଟୁ ବୋଲ ମଜେ କରୁ । 
ପୁଜଣ୍ଡ, 
4(x° +5) = 0’ — 2" = (e+ z)(w — z) 
ମନେକର ୭ = 2m + 1 6 2 = 27 + 1 ; ତାହାହେଲେ 
o++z=2(m+n4+1) 
o—-z=2 (m-n)=2(m+n—2n) ; 
ସଲକ୍ଃ, (mn) ଓ (m+ 1) ମଧରୁ ଗୋଡଝିଏ ପ୍ଥଗ୍ଧ ଓ ଗୋଵିଏ ବୟୁଗ୍ 
ଅଃ । ସଥନେକର ( ¬ n) = £ ଏକ ବସୁଗୁ ପୁ୍ିସଖ୍ୟା । 
ତାହାହେଲେ 
w— z= 2f 


(7 ବସ୍ଥଗ୍ର 
wk 2 = 2(x" + )/f | v 


ହେବ । 
ଘଦ୍ଦ୍ର ଏକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ୟ= 3 (ମାନ 4) ଜମିଦ୍ତ ନମ ସଙ୍ଗର 
× = ) = 0 (ମାଜ q 

ସତ୍ୟ ହୁଏ, ମାନ 


%= y=0 (ମାଜ `© !) 


ସତ୍ୟ ତୃ ଏ ନାଡ଼ିୟ ତେବେ 
(f, = 1, ବା, £=0 (ସାଜ 2) 


ହେବ ; କାରଣ ଯଦ £ = 0 (ମାନ 4° !, £#±0 ମାଜ qଂ ₹ !) 
ଓ < 2« ହୋଇଥାଏ, ଢାହ୍ାହ୍ରେଲେ ® = 2=0 (ମାନ q) ହେବ ଓ 
(%› ୬, 2) = 1 ହେବ ନାଡି । 

ବତ୍ତିମ୍ମାନ 


(x + iy) = (a; + ib) )(as + iba) (a3 + 1b3)- * (an + ibn) 
(×+ 3)ର ଗାଉ୍‌୍ସୀସ୍‌ ମୌଲକ ରଗୁଶିଥାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଲ ତୂପେ ପ୍ରକାଶନ ହ୍ରେଉ । 
ଏଠାରେ # ଦ୍ବାରର ("+ 2”) ବର୍ତବଜ୍ଯ ଦ୍ରେଉଥ୍ତବାରୁ, (47+ 3) = ଆକାରର 
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ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସସ୍ମୀଲରଣ ସମୂହ (”) ୮୭ 


ମୌଲକ ପୁର୍ତ୍ତିସଖ୍ୟା ସହ £ ମୌଲକ ଦେବ ବା (4 / ଦାର୍‌ £ ବଷ୍ଠଜ୍ଯ ହେବ । 
ମ୍ମନେକର 
ios «1 Ao A 
x=q * qo 2 Qu“ X1 
Cl <, * 
Y=qi Gq “ **qu M1 
ଓ (x, ୬)ର q=(4^ 4+ 3) ଆକାରର କୌଣସି ମୌଲକ ଗୁଣଳ୍ମସ୍ବକ ଜାଦି । 
କାହାହ୍ରେଲେ ର ସମ୍ଭାବ୍ୟ ଗୁଣଙ୍ସ୍କକମ୍ଥାନ ହ୍ରେଲେ । 
2 1 LC] 
(4), (41), -- 5 qu ˆ “ ’ 
ଓ (×¡* + 3 *)ର ପ୍ରତ୍ୟକ ମୌଲକ ଗୁଣଙ୍କସ୍ବକ ମାନ । 
ସଦ ("4+ 2⁄4*) କୌଣସି ଏକ ମୌମଲକ ପୁ୍ତିସଖ୍ଯା ୬ ଦ୍ଵାର ବସ୍ତ୍ରଜ୍ଯ ; 
ଅଣଥାନ୍ଧ 
x= — (ସାନ ») 


ସଦ ୨ = 4 ¬+ 3 ଆକାରର ହୋଇଥାନ୍ତା, ଚାହ୍ମାହ୍ରେଲେ (¬ 1) ଏଭ 
ମ୍ୌଲକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ଯା ୬ର ଏକ ଦ୍ଧ ସାଖ୍ତସ୍କ୍‌ ଅନବଶେଷ ହୁଅନ୍ତା । ପୁନଶ୍ଚ ୬” ଏହ 
ମୌଲକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା ର ଏକ ର୍ଦ୍ଧଂଘାଖ୍ସ୍କ୍‌ ଅବଣେତ ହୋଇଥବାରୁ , ସଦ ୬ £0 
(ମାନ 2) ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ ( ¬ 1) ଓ ¡"ର ଗୁଣଜଫଲ =×," 5£0 (ସାନ 2) 
ହେବ ଓ ୬ ମ୍ରାନାଙ୍କ ଜମଚିଶ୍ଵ୍୍‌ 3” ଏକ ର୍ଦ୍ଧଂସାଝ୍ତସ୍ବ ଅଜବଣେଷ ହ୍ରେବ । ମାନତ ଏହା 
ଅସମ୍ଭବ ଅଃ । ଏଣ୍ଣ (1) ×। ଓ ୨ ଉଉସ୍େ ୬ ଦ୍ଵାରା ବଶ୍ତଜ୍ୟ ହେବେ ଓ ଏଣୁ ୨ = 
4k + 3 ହେବା ଅମ୍ବ ହେବ, ବା, (4) 2 ଦାରା ¡ ବା 34 ବଷ୍ଵଜ ହ୍ରେବେ ନାହି 
ଓ ଏ ଶେନ୍ଧରେ ୬ = 4 +3 ହେବା ଅସମ୍ଭବ । ଏଣୂ (2+ 2” )ର ସ୍ରତ୍ୟେକ 
ମ୍ୌଲକ ଉଦ୍ପାଦକ (4% + ! ) ଆକାରର ହେବ ଓ ଦୁଇଛି ମୁ୍ତିବର୍ଗର ସମ୍ଭଷ୍ତି 

p= a’ +b’ 
ରୂପେ ପ୍ରକାଣିକ ଡ଼ୋଇପାରବ । ଏଣ୍ରି ନର ସମ୍ଭାବ୍ୟ ଗୁଣମୀସ୍ଵକ ମାନ ଦହ୍ରେଲେ 


# 2 , 
(G) (a ) ’ (4 <; } Pe la , ଓ 
(88) (2 ++ )/। ”)ର ସ୍ରକ୍ୟେକ ମୌଲଳ ଗୁର୍ସପକ ଠ =a" 4+ 5” 
ଏଣୁ, (× +)ର (4+ ,„) ଏକ ମୌଲକ ଗୁଣମୀସୃକ ହ୍ରୋଇସ୍ଯବାରୁ , 


f= (a2) (a+b)? (ap 52)" + (an? Fb) 
ହ୍ରେବ ଓ ପ୍ରତ୍ୟକ 7 = 0 ବା 1 ମଧରୁ ଗୋ ଏ ହେବ | ସଲ, 
(< 4+ 8°)(7° 48°) = (x + 1B)(%x —428)(7 + 10)(7 — 18) 
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୮୮ ଗ୍ଵଟି୍ତ୍ତୁ 


= («4 48)(7 + i8)(x —4B)(Y — 48) 
=([(<y — Bo) +3(07 +18) 
[ («7 — B8) —i(BY — x8) 


=(«y— p53)" + (BY +45)? 
ହେଉ୍‌ବାରୁ , 


fF=2Z° 4+" 
ହେବ । ଏଠାରେ 2 ଓ 17 ଏକ ଏକ ପୁ୍ତ୍ିସଖ୍ୟା ଅଃନ୍ତ । 
ମନେକର 


Z+iW = (a; + ib)! (ap +iba) ® (ag +1bg) ++ (ae Hib) 
ଭାହାହେଲେ, ପୁ୍୍ପିସଂଖ୍ୟା × ଓ ୮ ଜମି 
. (x+y) = (X+iY)(Z +1) 
ଅଣାକର, 
x=XZ—YW 
yY=YZ4+XW 
2=X° + Y"— Zz? 
w= X +Y +7" 4+" 
ଦନ୍ଧ୍ର ସ୍ୀକରଣର ସମ୍ମାଧାନ ହେବ । 
(୪) ସମୀକରଣ 4+ 92 = 2” + 2”; (x, 2, 2) = 1, 


xX>0, y>0, z>0 
ଏଠାରେ 


(x+ 2) (x — 2) = (w+ y)(w - y) 
ସଦ (×+ 2z) ଓ (® + 3)ର ଗାସା:ଗୁ: d¡ , ଏବଂ (× — z) ଓ (® — )ର ଗାସା:ଗୁ: 
, ହୁଏ, ତେବେ 

(x+z2)=d,X, (w+ y) = diZ, (x— 2) =d,Y ,(w — yy) =d,2Z 
ଦେଉ୍‌ । ଫଲଭଃ, 

XY=ZW 
ହ୍ରେବ । ଏଠାରେ ୪, 17 ପରସ୍ପର ପ୍ରଭ ମୌଲିକ ହୁଅନ୍ତା ପୁନଶ୍ତ ×, ୮ ଅରହ୍ତର୍‌ ପ୍ରଭ 
ମୌଲିକ ଦୁଅନ୍ତ । ଏହୁ, 

X=±WG6Yy=±Z 
ହେବ । ଫଲଉଃ, 

xX+z=d,X, x—z=dY 

w+ p=€dY,ot+y=€ dX (c= ± 1) 
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ଡାସ୍ଟ୍ଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ମାକରଣ ସମୂହର (୧୩) ବ୍୮ 


ହ୍ରେବ । ସୁଉଗ୍‌ଂ, ଦନ୍ତ ସମମାକରଣର 


=€ (di Y +d,X), 2y =€ (diY — daX) 
ସମ୍ଭାଧାନ ହେବ । ଏଠାରେ J) ଓ , ସେ କୌଣସି ଦୂଇ?ି ପୁର୍୍ତିସଖ୍ୟା ହେବେ । 
(୫) ସମୀକରଣ 2" + + 2? = ©”; (,9,2) = 1,x > 0, ¥ > 0,2 > 0 ¦ 
ଏହ୍ରାର ସମ୍ମାଧାନ ଲମିଦ୍ତ, × =X, Y=tY, 2=¿2 — 0 ନୁଅ | 
ଫଲଢଃ, (X34 XxX" + Z3) =2twZ GB 
t (XxX! —y* —Z3) = (2+ 0)! — P+ 0! = 22(+4 0) = 2t2Z 
ହେବ । 
NE YY @ t 


ହ୍ନେବ । ଏଣ୍ଣ ଦନ୍ତ ସମ୍ମୀକରଣର ସମ୍ମାଧାନ ହେଲା, 
Ax =2XZ, Ay =2Y Z, A2= Z° — X*— YY", G Aw = Z* + X' + y* 
ଏଠାରେ 2 >କ ମୁ୍ମିସଖ୍ୟା ହେବ ଏବଂ ଏହ୍ରା ଏପରଗ୍୍ବେ ବର୍ରସିବ, ଯେଷର 
(x, Vs z)= 1 =(X, Y, Zz) ହେବ |) 
ଉ୍ଦାହରଣ ସୁରୂଷ, ¥ = 1, ¥ = 2, 2 = 3 ହେଲେ, 
Ax=6 
Ay= 12 
AZ= 4 
ହେବ ! ଏଠାରେ (×, ¥, 2) = 1 ଥିବାର ଲ୍ଷ୍ୟ କର | ଏଣୁ A = 2 ଜଅ | 
ଢାଦହ୍ାହ୍ରେଲେ, × = 3, = 6, 2 = 2 3 ® = 7 ଦ୍ଦ ସମୀକରଣ 
x+y + z= ° 
ର ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ହୁଏ ଓ ଏଠାରେ (x, 3, 2) = 1 ଅଖ | 
ସେନ୍ଦୁପର୍‌ × ¬ 2, ¥ = 3 ଓ Z = 4 ନେଲେ 
Ax= 16 
Ay = 24 
Az = 3 
ହେବ । ଏଠାରେ (×, ¥, 2) = 1 ଥିବାର ଲ୍ଷ୍ୟ କର | ଏଣୁ = 1 ଛଅ | 
ଭାହାହେଲେ × = 16; ୨ = 24, 2= 3 ଓ ® = 29 ଦନ୍ତ ସମୀକରଣ 
x+y +2 = 
ର ଅନ୍ଯ ଏକ ସମ୍ଭାଧାନ ଦୁଏ ଓ ଏଠାରେ (×, /, 2) = 1 ଅଃ | 
×, , 2 ଓ © ଏଦୁ ରୁଣିସ୍ଥାନ (X, , 2) ଦୁାର୍‌ ସ୍ରକାରିତ ହେଉ୍‌ଅବାରୁ 
(Xx, ¥, ଫ)କୁ (×, ୬, z, ®)ର ପ୍ରକାଶନ ପାଇ ପ୍ରାଚଳ ( parameters ) 
କୁଦ୍ଧାଯାଏ । 
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ବ୍ଧିତ ରଵି 


୯.୬. ସୁଦଂବର୍ବୀ ପର୍‌ଚ୍େଦରେ ଆମେ ×, ୬ ଓ :ର ବର୍ତନ୍ତ୍ର ସମ୍ମୀକରଣର 
ବଡ଼ୁ ସଂଖ୍ୟକ ସମମ୍ାଧାନ ଥିବାର ଦେଖିଅନୁ । ଏଦ୍ର ପରଢ୍ମେଦରେ ଦୁଇଠାରୁ ଉ୍୍‌ଇଉର 
ଘାଡତପାଲଁ ବଭ୍ଭନ୍ତ ସମୀକରଣର ଧ୍ତଲ୍ଟ ସଂଖ୍ଯକ ସପମ୍ାଧାନ ମିଳୁଧ୍ଣବାର ବା କୌଣସି ସମ୍ଭାଧାନ 
ନଥ୍ବାର ବର୍ଣନା କରବ୍ଧ । 

() xt yp =z, (x, y)=1 
ଏସ ସର୍ଭୀକରଣର 2” = 9” = 1 ଓ ‰* = 1, ) =0 ବ୍ୟଖଭ ଅନ୍ୟ କୌଣସି 
ସମ୍ମାଧାନ ମିଳେନାତ୍ଗି । 
(9) x49 '=22, (3, )=1 
ଏନ୍‌ ସର୍ଚୀକରଣର 2” = 3" = 1 ବ୍ୟମସ୍ନୀତ୍ତ ଅନ୍ୟ କୌଣମ୍ି ସମ୍ଭାଧାନ ଜାଦ୍ଧି । 
(Mm) xt- 6x + =z, (x, y,)=1 
ଏହ ସମ୍ମୀକରଣର x =0 ବା 9 = 0 ବ୍ୟସ୍ଥୀାଉ ଅନ୍ୟ କୌଣସି ସମ୍ଭାଧାନ ନାତି । 
(3) xt +x 9 +9 +z, (x, D)=1 

ଏହ ସସ୍ୀକରଣର %”=1, ୨=0 ଓ ×=0, ୨*=1 ବ୍ୟସ୍ବୀଉ ଅନ୍ଯ 

କୌଣସି ସମ୍ମାଧାନ ନାନି । 

(0) xix py + =z, (x9 y)=1 

ଏହୁ ସମ୍ମୀକରଣର ×" =1, ୨ =0 ; × =0, ୬” = 1 ଏବ £" = )* = 1 

ବ୍ୟମ୍ରୀ୍ତ ଅନ୍ୟ କୋଣସି ସମ୍ମାଧାନ ନାହ୍ବି । 

(୬) ଖଥ-ଜିଚଗେଲ୍‌ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ (Thue-Siegel theorem) : 

ମଥନେକର > 3 ଓ 4, 41, * "4 ଗୋଵିଏ ଗୋଵିଏ ଗୁଣ୍ିସଖ୍ୟ, ଏବଂ ; 
F(x, 9) = ax" + ax" ` 1) ++ + “+ @ଉନହ" ଏକ ସମ୍ଭଘାଝ୍ ବହୁଷଧ୍ୀ ରଶି 
{Homogeneous Polynomial) ଅ6୫ | ଯଦ f(x, ୬)କୁ ଦୁଇଝି ସମମଘାଖସ୍ତ 
ବନୁଷଦୀ ରଵି (×, ୨), h(×, ୬) ର ଗୁଣଜସଲ ରୁପେ ସ୍ତକାଶିଭ କର୍‌ ନ ହୁଏ, 
ତାହ୍ବାହ୍ରେଲେ, 

m ଏକ ପୁଣ୍ରିସଂଖ୍ୟା ହ୍ରୋଇଥ୍ବଲେ 

fix, y) =m 

ର ସ୍ଥମ୍ଭାଧାଜ ଅସମ୍ଭବ ହ୍ରୋଇପାରେ, ନଭୁବା, ୟନଦ୍ଦ୍ର ସମ୍ଭାଧାନ ସମ୍ଭବ ହୁଏ, ତେବେ 


ବନ୍ତ ସମ୍ଥାଧାନମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ସସୀଞ୍ଚ ଅଃ ! 

ଏଥ୍୍‌ରୁ ଆମ୍ଭେ ସରଲ ବା ଦ୍ଧ ସାଖ୍ରସ୍୍‌ ସମ୍ମୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍କଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର ସମ୍ଭୀକରଣ 
ମ୍ାନଙ୍କର ସ୍ସମ୍ମାଧାନ ସମ୍ପୃନ୍ଦ ବଷସ୍କରେ କଥିନ୍ଧ ଆପ୍ତ୍ସ ପାଉଛୁ । ଏହ ସ୍ମୀକରଣସ୍ଥାନଙ୍କର 
ସମ୍ଭାଧାନ ଅସଞ୍ତବ ହ୍ରୋଇଆାରେ, ସଦ୍ଦ୍ରବା ସମ୍ଭବ ହୁଏ, ଭେବେ ଅଧୁକାଂଶ ଷ୍େନ୍ଧରେ 
ସମ୍ଭାଧାନମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା ସସୀମ୍ଭ ତୃ ଏ । 

ପରବନ୍ଲୀ ଏକାଦଣ ଅଧାସ୍ବରେ ଆମେ ଡାସ୍ଟଵୋଫାଣ୍ଟାଇନ୍‌ ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍ ସହ 
ସମ୍ଭଶେଷତାମ୍ଭାନଙ୍କର କା୍୍ୋଧସୋଗାୀ ସ୍ଖର୍କ ଥବାର ଦର୍ଶାଇବୁ । 
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ଦଶମ ଅଧାୟ 


ଅ-ମାନୀୟ୍ ଗ୍ଵଶିସମୂହ 


(P-adic numbers) 


୧୦.୧. ମୁଳେକର ଆମେ କୋଣସି ଏକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ^ ନମି୍ତ ମ୍ମ ସମ୍ଭଣେଷତ୍ତା 


%” = 2 (ସାନ 7”) 


ର ସ୍ଭାଧାନ ନ୍ତିସ୍ବ୍‌ କରବାଲୁ ଗୃହ । ଯଦ୍ଦର = 1 ହୁଏ, ଭେବେ ଏହ୍ସ ସମ୍ଭଶେଷତ୍ତାର 


ଦୁଇ? ସମ୍ମାଧାନ 


× = ± 3 (ମାନ 7) 
ମିଲେ । 


ବଲ୍ତ୍ାନ ॥ = 2 ନଅ । ଆମେ ଜାଣୁ ସେ 


×" = 2 (ସାନ 7”) 


ହେଲେ, ×” = 2 (ମାଳ 7) ହେବା ଆବଣ୍ୟକ ଅଃ | ଏଣ୍ଡ 
×” = 2 (ସାନ 7*)ର ସେ କୌଣସି ସମାଧାନ 2 ନହମିଛ୍‌, 


X= × (ସାଜ 7) 


ହ୍ରେବା ଆବଶ୍ଯକ । ଏଣ୍ରି 21 = ‰ + 7 ହେବ । ଏଠାରେ × = 3 ନେଇ ଆମେ 
×*= 2 (ମାନ 7*ୌ)ର ସମାଧାନ %¡ କୁ ± = 3+ 74 ଭ୍ବେ ଲେଖିରୁ ଓ ୟର 


ଆକାର ନ୍୍ତରିସ୍୍‌ କରବ୍ଧ । 

ଫଲର୍ତଃ, 
(3+ 7)" = 2 (ମାନ 7”) 

ହେଉୁ, 
9+ 6:71 + 7” 6" = 2 (ସାନ 7”) 
7(1+ 6) = 0 (ମାନ 7”) 

ଅଥକ (16) = 0 (ମାନ 7) 

ଓ ଫଝଲଭଃ, £ = 1 (ସାନ 7) 

ହେବ । 
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ବ୍ଧ ୬ ଟ୍‌ଣିଉତ୍ତ 


ଏଣ୍ି ¡ = 3+ 7-1 (ମାନ 7”) ହେବ । 
ସେହ୍ସ ଘର୍‌, ମନେକର 
×” = 2 (ମାଳ 7”) 
ର ସମ୍ଭାଧାନ 2 = 2 + 7”, ଭଵବେ ଜେଳୁ ! ଏଠାରେ 
(34+ 7-1+ 7",„)* = 2 (ସାନ 75) 
ରୁ ଆମେ 
9+ 7 1° + 7, 4 6-7 + 6-7 ¢, + 27°, = 2 (ମାନ 75), 
ଅର୍ଥାକର, 
711+ 7+ 7%," + 6 + 6-71. + 2° 7°£,} = 0 (ମାଜ 73) 
ବା, 7 ଦାରା ଭ୍ବଗକର 
{2-7 + 7°," 4+ 6 *7£5 + 2-7 £, } = 0 (ସାନ 7”) 
ପୁନଶ୍, 7 ଦୁ।ରା ଭ୍ଵଗକର 
{2+ 7", + 62+ 2-7} = 0 (ମାଜ 7) 
ଅଣାଜ୍ର, 
2+ 6%, = 0 (ସାନ 7) 
ଵା, ,= ୬2 (ମାନ 7) 
ପାଇବୁ ଓ ×„ = 3 + 7-1 + 7*:2 (ମାଜ 7) ହେବ । 
ସେହ୍ସପର ଯଦ୍ଦ 
×* = 2 (ସାଜ 7) 
ର ସମାଧାନ %3 = %› + 7°¢5; ର୍ାବେ ନଆସା4, 
ତାହାହେଲେ 
(3+ 7-1+ 72 + 7" ‰¡ = 2 (ସାନ 7) 
ରୁ (7+1-7 +6 7+ 12-7" + 47" + 657°) = 0 (ସାନ 7) 
ବା ୨7 ଦ୍ଵାର ସ୍୍ରଗକର 
(1+1-7 + 6 + 12-7 + 47" + 65“ 7 `) = 0 (ସାନ 7°) 
ବା, (2-7 + 12:7 + 47" ++ 657°) = 0 (ସାଜ 7°) 
ବା, (147 + 4:7 * + 6,7" ) = 0 (ସାନ 7°) 
ବା, 7 ଦ୍ଵାର ତ୍ତ୍ଗକର 
(2-7 + 4-7 + 6‰„;7) = 0 (ମାନ 7°) 
ବାଢ (6+ 6‰;):7 = 0 (ମାଜ 7°) 
ଅଥକ, 7 ଦୁାଘା ର୍ବଗ କର 
6 + 6%; = 0 (ମାନ 7) 
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ଵା 


P -ମାମୀୟ୍ଟ ଗ୍ଵଶିସମୂହ ବ୍ଧି୩, 


ଓ ଫଲଭଃ, £§ = 6 (ମାନ 7) 
ପାଇକ ଓ 3 = 34+ 7-1 + 7“ "2+ 7-6 (ମାନ 7) 
ହେବ । 


ଏଦ୍ସ ପ୍ରକାରେ ଡମ୍ଭଣଃ ଅଗ୍ରସର ହେଲେ ଆମେ ×, = 3 (ମାନ 7) ରୁ ଆରମ୍ଭ 
କରି 2) 2) 3) 24," ' '* * ', %,* * “ * “ଆଦୁ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟାମାନ ପାଇବ୍ଧ , ଯେପର 
% = 3 (ମାନ 7) 
Xn = ନ (ମାନ 7”) 
×%ଳ' = 2 (ମାନ 7" #3) 
ହେବ, ଯଥା :— 
X= 3+ 7“ 1 = ×, (ସାନ 7) 
Xx =3+71+ 7"-2 = ±; (ସାନ 7”) 
x3 = 3+ 7-1+ 72+ 7:6 = ×, (ସାନ 7°) 
ମ୍ପଷ୍ପ୍ୃତତଃ, 
xn = (347-1 + 72+ 7-6 +e ees 4+ 7") (ସମାନ 7”) 
ଅଛେ । 


ସଯନ୍ଦ ଆମକୁ ଗୋୈ?ିକ ପରେ ଗୋଡ୍ଧିଏ ଗ୍ଵଣି ଦ୍ଆସାଇଥାଏ, ଆମେ ସେମାନଙ୍କୁ 
0421; 05 3+ 4›* * "± ଳ* * ଭ୍ବବେ ଲେଝିପାରରୁ | ଏଠାରେ ସେ କୌଣସି ଗୁଣି ‰,ର 
ପରବଭ୍ତୀ ଗଣି + ନର୍ଦିଷ୍ସ ଅଵେ । 2 ପରେ 21, 24 ପରେ %, 4; ଘରେ 
X3)" * "୨ ଏହୁ ଡରେ 2%; 21» 22" "୨ ନ, 241, " ରାଗଆାନ ଜେଇ ଓ 
ସେମାନଙ୍କର ନ୍ଦମିକ ସ୍ଥାନ ଅବକଳ ରଖି ଆମେ ସେଉ ସମ୍ତବାସ୍କ {‰2, 21, 2›' “ ` › 
2, +1, * *} ଗଠନ କରୁ , ଭାହାଇୁ ଏକ ଅଲୁ୍ମ (Sequence) ଲୁହାସାଏ । 


ସଂକ୍କା : ମନେକର ୨ ଏକ ମୌମଲକ ସଂଖ୍ୟା ଅଛେ | ସଦ {‰, 21) ୪ * "› 
21+ ୨ ନ 41,' * *} ଅମୁଝମର ଗୁଗିମାନ ପ୍ରତ୍ତ୍ଯେକେ ଗୋଵ୍ପିଏ ଗୋଵିଏ ପୁଣ୍ତିସଂ୍ୟା 
ହ୍ରୋଇଥଆାଆନ୍ତ ଓ ପ୍ରତ୍ୟେକ > 1 ନମିନ୍ 

Xn = % 1 (ମାନ p”) 
ଡୁ ଏ, ଢେବେ 


{20› 21) 2) ' '› ± ' }„ ବା, ସଂଛୋପରେ: {2} ଅଲୁଛମହି ଏକ 
p-ମାସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ୟା (p-adic integer) ଗଠନ କରୁଧ୍ଢଦାର କୁହାଯାଏ । ଦୁଇ? 
ଅଲୁହମ {×} ଓ {ନ} ନମିଲ, ସଦ ଘକ୍ୟକ = 0, 1, 2, * “ପାଇଁ, 

Xn = xin (Mle pt) 
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ଏ) ଗ୍ଵଗିତ୍ତ 


ଭୁଏ, ତେବେ { ×} ଓ {ନ} ଅଲୁଜମଦୁସ୍‌ ସମ୍ମାନ ୨-ମ୍ଥାାସ୍ଵ୍‌ ସଂଖ୍ଯାନ୍ଧିଏ ଗଠନ 
କରୁଥବାର କୁହାଯାଏ । ସଦ୍ଦ {×} ଅନୁମତି ଏକ ମାର୍ସ ସଂଖ୍ଯା 4 ଗଠଜ 
କରୁଥାଏ, ଆମେ 


{2} —» 
ଲେଖିବ୍ଧ । ୨-ମାମୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ସମୂହର ସମଭଚସ୍ଟକୁ 0 „ କୁହାସିବ । 

ସଦ ± ଏକ ଏକ ପୁଣ୍ତିସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ, ଡେବେ {%, %› X, %› 2“ * :} 
ଏହୁ ଅନୁ ଦ୍ଵାଘ୍‌ ଗଠିଡ ମାଜସର ସଂଖ୍ୟାକୁ ± ଭ୍ତ୍ବବରେ ନାମିଉ କର୍‌ସିଳ । 
ପରସ୍ପରଠାରୁ ଉନ୍ତ୍ର ଦୁଇ? ପୁ୍୍ତିସଂଖ୍ୟା × ଓ % ଲମିଦ୍ତ ଆମେ ପରଞ୍ତରଠାରୁ ଭନ୍ତ୍ର ଦୂଇଛି 
-ମାମୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ± ଓ ପାଇବୁ । କାରଣ, ୨-ମାମୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ଗ୍ଵବେ ସେମ୍ମାନେ 
ସମ୍ମାନ ହେଉଥିଲେ ପ୍ରତ୍ୟକ  ଲମିଦ୍ବ ± = 7› (ସାନ ୬”) ହେବ ଓ ଏହା କେବଲ 
× = ) ହେଲେ ସ୍ତବ ଅଵେ । ଏଣ୍ର ପୁଶ୍ତିସଂଖ୍ଯାସ୍ଥାନଙ୍କର ସମଭୁଚସ୍ Z, ୨-ମାସୀସ୍ଟ 
ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କର ସମ୍ଭୁଳୟ୍ଟ୍‌ ୦„ ର ଅଲଗ ଦୁଏ । 

ମ୍ଥନେକର ଏକ ¿ ମାମୀସୟ ସଂଖ୍ୟା « ଏକ ଅନୁଡମ୍ଭ { %} ଦର୍‌ ଦଆସାଇଅନଛୁ । 
ରୁଣାସ୍ଥକ ହୋଇ ନ ଥବା ଓ ୪”! ମ୍ଥାନାଙ୍କ ନମ୍ମିଷ୍ତ୍ର ନନ ସହ୍ଧ ସମ୍ଶଣେଷ ହୋଇଥବା 
ଶଦୁଉମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟାକୁ ନ୍ନ ନାମ ଦୂଅ | 
ଅ୍ଥା୍ଧ, 

Xn = Xn (ମାଜ 

6 

0 < xX < pH; 
ଏଠାରେ 

2 = ଳା (ସାନ 2”) 


1) 


ଓ 
Xn = Xn-1 ( ମ୍ଥାଜ Dp”) 
ଏବ 
2-1 = ‰%॥- 13 (ମାଜ Dp”) 
ହୋଇଥ୍ବବାରୁ 
Xn = Xn 1 (ସାନ DD”) 
ହେବ ଓ ଫଳଭଉଃ, {„} ଅଲୁଛମବି କୌଣସି ଏକ 2 ¬ ମାଳୟ ସଂଖ୍ଯା କର୍ତ୍ରସ୍କ୍‌ କଣବ । 
ଏହି ମାନସ୍‌ ସଂଖ୍ଯାଵି, ନ = କ୍‌ (ସାନ ୨”) ଦ୍ରେଭୁଢ 12» ଅନୁ ଦ୍ଵାଘ୍‌ 
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P -ମାନସ୍‌ ଗୃଶିସମୂହର ୯୯୫ 


ଲ୍ଧିଭ ୨ ¬ ମାନସ୍‌ ସଂଖ୍ୟାସହ ସମ୍ଭାନ ହେବ । କୌଣସି ଅନ୍ଧନମ୍ଭ {×} ର ରାଣିମାନଙ୍କ 
ଳମିନ୍ତ୍‌ 

ଳା = ନ (ମାନ ୨୬) 

0 < x <p’! 


ହୋଇଥ୍ୟଲେ ଅନ୍ଧୁନ୍ତମଂକୁ ଏକ ସ୍ରାତ୍ାଣିକ ଅଲୁନମ (Canonical sequence) 
କୁହାଯାଏ । ସ୍ତରଢ୍ଯକ ୨ ¬ ମାସ ସଂଖ୍ଯା ଗୋଡ୍ଧିଏ ମାଧ ସ୍ତା୍ମାଣିକ ଅଲୁମ ଦ୍ବାର 
ନାର ହୁଏ ଅର୍ଥାତ, ଦୁଇଝି ସ୍ତା୍ାକ୍ଧିକ ଅନୁ୍ତମଦ୍ାଗୁ୍‌ ଗୋଝିଏ -ମାମାସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 

ଜଙ୍ଚାରଡ ହେଲେ ଅନୁନ୍ତମ୍ଭଦୁସ୍ବ୍‌ ଅ୍ତମ୍ତ ହେବେ । 

ସ୍ତମାଣ : ମଜେକର {¦ ଓ {)„! ଦୁଇଂି ପ୍ରାମାଣିକ ଅନୁନମ୍ଭ ଓ ଏମ୍ରାନଙ୍କ 
ଦ୍ଵାର୍ଵ ଗୋଝିଏ ୨ ¬ ମାନସ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ଙ୍କ ।ରଉ ତୃ ଏ ।। ସୁଉର୍‌ଂ, 

yn = ନ (ମାନ ୨”), 

0< < pi, 0< <p, 
ଅଛେ । ସଦ ‰; > /ଛ ହୋଇଥା ଏ, ଡେବେ କୌଣସି ମୁ୍ମିସଖ୍ୟା @ > 0 ଜକସି୍ତ 

= ya + ap™*! \ 

ହେବ । pie %„ > 0 ଓ 0 < ‰ < ନ" * ! ହୋଇସବାରୁ, 

0 < a p"ti< pl 
ହେବ ¦ @ ର ମୂଳା ଏକ ଗୁ୍ଣ୍ଣିସଖ୍ଯା ହ୍ରୋଇସ୍ୟଦାଭୁ 4=0 ହେବ । ଏଣ୍ରି ପ୍ରତ୍ଯେକ 
 ମ୍ମାମସ୍ ସଂଖ୍ୟା ଗୋ?଼ିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଡିଏ ପ୍ରା୍ପାଣିକ ଅନ୍ଧୁ୍ତମଦ୍ଧାର୍‌ ପ୍ତକାଶିଉ 
ହୁଏ । 

ସୁନଣ୍ଡ, X43 = %„ (ମାନ ୭" * 3 ) ହୋଇସ୍ବାରୁ › 

Xn + 1 = ‰ଳ + 4ଏନା+ 1 9 * * ହେବ | ସୂକ୍ତ 

eo 


G 

0< x, <p" 
ଏବଂ ଅନ¡ ଏକ ଗୁଶ୍ରିସଖ୍ଯା ହେବ । ସଦ ଏକକକ = ¬ 1 ହେବ, ତାଦାହେଲେ 
x + 1 < ×» ¬= ନ" ` * < 0 ହେବ, ସା ` ¥ „ 1 ଆ 0 ଅଃ; ସଲଭଃ, ae © | 
ହ୍ରେବା ଅସୱୂବ । ସୁଡର୍‌ଂ ଇହ ଆ0 ହ୍ରେବ । ସୁନି 0< x45 CD" 
ହୋଇଅିବାରୁ , “n+ = 9 ଦ୍ଵେବୟ ଅଜଏବ 

aia = Xa + nai P 

= x1 Fa p +an4 iD”) = 


ag Fa p + augp +++ + dnb" Fan aD" 
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ଏ) ଘ୍ଣିଉତ୍ତୁ 


ହେବ । ଏଣ୍ ତର ମୌଲକ ପୂର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ୬ ଜମିଦ୍ଟ୍ ସେ କୌଣସି ୨ ¬ ମାମୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟାର 
ପ୍ରାମ୍ମଥାଣିକ ପ୍ରକାଶନ 
«= (a9, a+ ap, do +a p+a,p*, a +a p +ap + 


ଅଃ | 


ଦ୍‌ ୦-୬, ମନେକର « ଓ 8 ଦୁଇ?ି ୬ = ମାସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ଓ ଏମ୍ଥାନେ ସଥାନ୍ଦମେ 
ଦୁଇଝି ଅନୁଦମଭ {×} ଓ {3} ଦାରା ସ୍ରକାଣିତ ଦୁ ଅନ୍ତ । ଉାହ୍ରାହେଲେ {a+ 9} 
SB ଏହ ଦୁଇଝି ଅନୁନ୍ଧମଦ୍ଧାଗ୍‌ ଦୁଇୈଝି ¬ ମଭାମୀସ୍୍‌ ସଂଖ୍ଯା ନଙ୍ଚାରତ୍ତ ହୃ ଏ; 
କାରଣ, ଏଠାରେ 


xX = ‰ଲ- 3 (ସାନ ୨”) 
Yn = Vn (ସାନ ୨”) 
ହୁଏ । ସୂଢର୍‌ଂ, 
Xo + Vn = Xn—1 + Fn 1 (ନ ୨”) 
Xn Yn = Xn 1 ¥ 1 (ମାନ ୭") 


ହେବ । ଏଣୁ {× + ୨} ଓ {2} ଦୁାରା ଦୁଇବି ୬ ¬ ମାଳୟ ସଂଖ୍ୟା ନଚ୍ଚାରଉ 
ହେବ । ଏମ୍ଭାନଙ୍କଦ୍ଧାରର କଶ୍ତୀଉ ୬ ¬ ମାସ୍‌ ଗୁଶିମାଜକ୍କୁ « + 8 ଓ «- କୁହାସାଉ୍‌ । 
ଆମେ («¬+¢)କୁ « ଓ 8 ର ସୋଗସଲ ଏ (4-8) କୁ « ଓ # ର ଗୁଣନସଲ କହି | 
ସୁନଶ୍ତ୨ ଯଦ କୌଣସି ¿ — ମାନୀୟ୍‌ ସଂଖୟା  ଛମିଛ୍, 


B= x7 
ହୁଏ, ଢେବେ ଆମେ “ ଦୁାର୍‌ # ବଷ୍ଵକ ବୋଲି କହୁ । ମନେକର 
I={1,1,1,1,1, 1, ; 


ସେଉ୍ଜ ୬ ମାନସ୍‌ ଗୁଶିମାନଙ୍କଦଧାଘ୍‌ 1 ବଷ୍ଜ୍ଯ ଦୁଏ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ୨—ମାସୀସୟ୍‌ ଏକ 
ସମର୍‌ଶି (୬-adic units) କୁହାଯାଏ | 


ଶଟ୍‌ଷଣ୍ତିତମ ସ୍ରମେୟ୍ଟ୍‌ : ଏକ -ମାସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ଯା <, 


A= {X9, X1, Xa) “° Kons **} 
ଏକସମଭ ହେବାଜମନ୍ତେ 5&0 (ସାନ ୨) ହେବା ଆବଶ୍ଯକ ଓ ଏଦ୍ସ ସ୍୍ି ମରଣ 
ହେଲେ « ଏକ ୪-ମାସୀସ୍ ଏକସମ୍ଭ ଗଗି ହୁଏ । 

ସ୍ତମଭାଣ : ମଜେକର «+ ଏକ -ମାସୀୟୁ ଏକସ୍ପସସ ଗୁଣି ଓ ୫ ଏପରେ ଏକ 
-ମାମୀସ୍ଟ ସଂଖ୍ଯା ସେ 

«p= 1 
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P-ମାମସ୍ ଗଵଶିସମୂଦ୍ର ଦ୍ଏ୭ 


ଅଟେ । ଯଦ୍ଦ {3„} ଅଲୁନ୍ଧମଦୁାରା # ନଳ ।ରଉ ହୋଇଆ ଏ, ଭେଳେ × = 1 ହେରୁ, 

X03» = 1 (ମାନ ୨° * ± ) 
ହେବ । ସୁଉଗ୍‌ଂ 3⁄0 = 1 (ସାଜ ୨) ହେବ । ଫଲଭଃ 

× 5£ 0 (ମାନ ») 
ଢହ୍ରେବ । 

ବିଷସ୍‌ଭନମେ, ସଦ ×, 5&0 (ମାନ 2) ହୁଏ, ତେବେ 

Xn = Xn - 1 = *** = X= X= XxX, (Hାନ p) 
ହେେଭୁ, ×„ £ 0 (ମାନ 2) ହେବ । ସଲଳଃ, ସେ କୌଣସି  ନମିଭ୍ବ ଆମେ ଏର ଏକ 
୬„ ପାଇପାରବୃ , ଯେପର 

XY. = 1 (ମାଜ p" +) 
ହେବ । ପୁନଶ୍, ‰„ = %- ¡ (ମାନ 2") ଓ 

X09» = 1 = %- 1 - 1 (ମାନ ୬”) ହୋଇଥିବାରୁ 2% - 1 0 = Xନ- 1 
୬ - 1 (ମାଳ ୨”) ହୁଏ । ସଲଢଃ, 2-1 (2 = ୬» ;) ସଂଖ୍ୟା? »" ଦାଗ 
ବର୍ଜ୍ୟ ହୁଏ | ମାନ୍ଧ 2» ¡ ନ ¡ = 1 (ମାଳ 2”) ହେଭୁ୨ ‰- 3 ଓ 2” ପରର ପରର 
ମୌନଲକ ଅଃନ୍ତ୍ର | ଏଣୁ ୨” ଦାର (2 — ୬/ନ- । ) ବଷ୍ବଜ ହେବ, ଅର୍ଥାରୁ 

n= ନ - ¡ (ମାନ ନ") . 
ଅଟେ । ଏଣ୍ଡ {3} ଅନୁଡମଦ୍ଧାଗ୍‌ ଏକ ଭାସ ସଂଖ୍ଯା ୫ ନଙ୍କାରଉ ହେବ । ସୁନଷ୍ଡ, 
× „= 1 (ମାଳ ୨” * !) ହେଭୁ, «#=1 ହେବ । ଏଣୁ « ଏକ ଏକସମ ଗୁଣି 
ହେବ । 

ସଦ୍ଦ୍ର ପ୍ରତ୍ୟେକ % = 0„ 1, 2, 3, 4,--“ ପାଇଁ ‰%„ = 0 (ମାନ °+) 
ହୁଏ, ଭେବେ {› 21) %4› * * *› , ** “} ଦୁାଗ୍‌ ଜକାରଭ ମାସ୍‌ ସଂଖ୍ୟାକୁ 
ଠି (ଶୂନ) ଆଖ୍ୟା ଦଆସିବ । 

ସପ୍ତଷନ୍ତିତମ ସ୍ରମେୟ୍ଟ୍‌ : ଶୂନଯଠାରୁ ଭିନ୍ତ୍ର ପ୍ରତ୍ଯକ ୨-ମାୀସ୍କ ସଂଖ୍ଯା ଏକ 
ନର୍ଦଦିଷ୍ ପ୍ରକାରେ, କୌଣସୈ ଏକ ୪-ମାମସ୍କ ଏକସମ ଗୁଣି = ଓ ଗୁଣ୍ପିସଖ୍ଯା m ଦରାର 

«=p"€E 
ଷ୍ଵବେ ପ୍ରକାଣିଉ ହୁଏ । 

ସ୍ତମାଣ : ଯଦ୍ଦ × ଏକ ଏକସ୍ସମ୍ତ ଗୁଣି € ହୋଇଥାଏ, ତାହାହେଲେ Mm = 0 
ନମିତ୍ତ « ="'€ ଅଟଝଵେ । ଚେଣ୍ଣ ଆମେ ଜମ୍ପରେ « ଏକସମ ନୁହେ ବୋଲି 
ମମନେକରବ୍ଧ । ମନେକର { „®. ଏଠାରେ « ଏକସମ ହୋଇନଥଧବାରୁ, ଗୁ 
ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵ୍‌ ଅନ୍ଧମାସ୍ଟୀ ‰ = 0 (ମାନ ୬) ହେବ । ସୁଳଣ୍ଡର «୨୫୦ି ହ୍ରୋଇଅବାରୁ 
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< ୯୮ ରାଶିଚତ୍ତୁ 


×, = 0 (ମାନ ଠ”* ! ) ସମସ ॥ ପାଇଁ ସତ୍ଯ ହ୍ରେବନାଦ୍ର | ଅଜେକର ସେଉ ସମ୍ଭସ୍ତ ୩ 
ମି୍ଵ ‰„ 520 (ମାନ ୨" * 1) ଦୁଏ ସେମାନ ମଧରେ  ଷ ଦରଜ ଅଃ | ଏଣ୍ମ 
× ୫0 (ମାନ " +) 
ଓ ସେ କୌଣସି 5 > 0 ନମିଦ୍ତ, 
Xm = ¬ 1 = 0 ମାନ ନ“) 
ହ୍ବେବ। 
ବଶ୍ଚମମାନ 4 . ସଂଖ୍ୟା? ୨" ଦୁାଗ୍ଵ ବଭ୍ତଜ୍ଯ ହ୍ରୋଇଅବାରୁ 
p= 
p 
ଏକ ପୁର୍୍ତିସଂଞୟା ହେବ । ଏଠାରେ ସ୍ତତ୍ୱକ 5 = 0 ଜମିଭ୍ତ 
DP YD D-1=Xm++ Xm, 1. = 0 (ମାକ ୨" * °) 
ହେଇୁ, 
¿4 = ,- 1 (ମାଜ ନ”) 


ହେବ । ସୁନଶ୍ବ, ± £0 (ମାନ ୨” * !) ହେଭୁ, Yo = #0 (ମାଜ ନ) ଅଖ | 


ଏ 1⁄0 1› 3/2 ** ', ୨ ** *} ଅଲୁଦମ ଏକ ଏକସମ ଗଣି € ନକାରଉ କରେ ¦ 
ପରିଶେଷରେ, $=0, 1, 2, 3, ++“, ନମିଦ୍, 


Pp y= xXms = Xx (ମାନ p12) 
ହୋଇଥିବାରୁ [9” „} ଓ ×} ଗୋଝିଏ »-ମାସାସୁ ସଂଖ୍ୟା ନଇଁ।ରଭ କରନ୍ତ । ଏଣର 


4 = {x, x1; Xys ** ° Xns eos} 
={p" Yo, DP V1, PmYnrit tty PD Vas ts}, 
ବା 4 =9" € 


ହେବ । 


ମଜେକର ଅଜୟ ଏକ ଏକସମ୍ଭ ର୍‌ଗି 7 ଓ ଗୁର୍ଷ୍ତସଂଖ୍ୟା > 0 କମି 
a =p" 
ଡୁ ଏ । ସବ୍ଦ {2.}-»" ହୁଏ, ଢେକେ ପ୍ରତ୍ୟେକ 5 > 0 ନିର, 
Dp” 9 = pz. (ସାନ pˆ* 3) 
ହ୍ରେବ । € ଓ ୭ ଏକତ୍ମ୍ତ ହ୍ୋଇଥବାରୁ 
„ = 39 = 0 (ମାନ p) ଓ 2, = Z,5£0 (ମାନ ») 
ହେବ । 
ଏଣ୍ପ ଜ୍୍‌ପର ସମ୍ଭଶେଷଢାରେ 5 = ଜେଇ ଆସେ 
Pp" ym = pz (Hାନ p"* 1) 
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P-ମାସସ୍ ଗଵଣିସମ୍ୂହ ବ୍ଧ 


ଆାଲିବ୍ୁ । 
ଏଠାରେ = 5£0 (ମାନ ୨" * 3) 6 × = 2" ୨, ହେରୁ, 
p zm =E0 (ସାଜ p”+3) 
ହେବ । ସଲ) ‰ < ହେବ । ସେହ୍ିଷର୍‌ ଆମେ ୩ < £ ପମାଲିଇ କରପାରବ୍ଧ । 
ସୁକର୍୍‌ଂ, 2 = m ହେବ | 
ସୁଜଶ୍ଡ, 
P Dut =D 2m =D zm. (ନ p++ 1) 
ହେତୁ, 
Pm+: = Zm4. (Hla p* 1) 
ହେବ । ମାନ୍ଧ ପ୍ରଭୟକ 5 >0 ନମି 
Ym. =, (ମାଛ p** 1) 


Zmtn = Zz, (ମାନ pt!) 


ହ୍ରୋଇସିବାରୁ › 
9, = z, (ମାଜ pF 1) 
ହେବ । ଫଲ, 
€= {y,, My ° as ooo} 


={z,, 21, ® Za, eas} 
=n 
ହେବ । ଏଣ୍ରି ର୍‌ ୬”€ ରୂପକ ସ୍ତକାଶନ ନର୍ଦଦିଷ୍ ଅଟେ | 
ସଂଳ୍କା : ସଦ « = 0 ହୋଇଥାଏ ଓ ଏହାର ପ୍ରକାଣନ କୌଣସି ଏକସମ ର୍ଵଶି 
€ ଓ ପୁଷ୍ସଂଖ୍ୟା ୩ > 0 କମିଛ୍୍‌ 
«= p"€ 
ହୋଇଥାଏ, ତାହାହେଲେ ଆମ୍ଭେ m କୁ « ର -ମଭାଜୀୟୁ ମୂଳା (p-adic value) 
କହ୍ନବ୍ସ ଓ ୭, (+) ଦୁ।ର୍‌ ସ୍ରକାଶିଉ କରବ୍ଧ › ଅଛୁ , = ୭„ (<) ହେବ | 
ଯଦ୍ଦ୍ର କୌଣସି ଅପର୍‌ବର୍ବିଭ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ୬ ଳମିଲ୍‌ ଆମେ »ମୂଲା ଜରରାରଇ 
କହୁଅଛୁ ତେବେ ଆମ୍ଭେ ୭„ (4) କୁ ସଂଛେପରେ ” (<) ଭ୍ତବେ ଲେଖିବ୍ଧ । ସମ୍ଭସ୍ତ « 
ଜମିନ୍ତ ୭ (<) ର ମୂଳା ନିସ୍‌ କରବା ଜମନ୍ତେ ୭ (0) = < (ଅସୀମ ଗ୍ଷି, ଲେଖିବୃ । 
ଦୃଷ୍ଟ : (<) ସଦ {‰} =< = € ଓ € ଏକ ଏକସମ୍ମଗ୍ବଣି ହୋଇଥାଏ, 
ଉାହ୍ଵାଢ଼େଲେ 0; 419 ¥) * * *› ±ଲ- ¡ ସଥାମେ 2, 9” 2°, ***, 2” ଦାର 
ବିଭ୍ବଜ ହ୍ରେବେ; 2" ଦର୍‌ 2+ 2m +1 › ` * "» ¥ +×," * ` ସ୍ରରଭ୍“ୟକେ ବଭ୍ବଳ୍ ହ୍ରେବେ,) 
ମାନ ୨ ? ଦାଗ ଏମାଳଙ୍ଖ ମଧ୍ୟରୁ କେନ୍ଦ୍ର ବଭ୍ତ୍ଜଯ ହ୍ରେବେ ନାଉରି । 
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poo ରାଣିଡ୍ତ 


(›) ପୁନ ସଦ «20, #2 0 ହୋଇଆଏ, ଢେବେ «= 0 ହେବ | 
କାରଣ ଯଦ୍ଦ € ଓ । ଏକସମ ଗୁଣି ଜମିଦ୍ଭ 

dt =p" € G A=p™1 
ଢୁଏ, ଢେବେ «୫ ="”*" €) ହେବ | ସଦଦ € = 1 ଓ #¡ = 1 ହୁଏ, ତେବେ 
«= ହେଲେ, 

_ 0 = <6 = ୬" ନ) =" *" ହେବ । ଏହା ଅସମ୍ଭବ ଅଵେ | ଏଣ୍ି 
«ନ = 0 ହେକ । 

(୩) ସଦ ଏକସମର୍‌ଣି €, । ଜମିନ୍ « = ଠ”"€ ଓ =°" 
ହୁଏ, ତାହାହେଲେ ୩ > ହେଲେ 

<+ P= pp +p =p (p" "° €4+n) 
ହେବ | ଝଲଚଂଃ, ୭(« 4 2) >= n ହେବ । କନୁ m > n, 

€= {6} ଓ ୭ = {%} ହୋଇଥିଲେ 

Pp” "6 ++ 9 = „ ± 0 (ମାନ »p) 
ହେରୁ 

8 = (୭ ˆ "€ + ୭) ଏକ ଏକସମ୍ଭ ର୍ଣି ହେବ ଓ 

«4+ =p" 
ହେବ । ସୂକ୍ତଗ୍ଵ, ? (+ 4-2) = ହେବ । 
ଫଲଚ୍ତଃ) ୬ («) =» ଓ ୪(B) =n ଏବ man 
ହୋଇଥିଲେ, 

(x B) =m + n =r (a) + w(B) 

r(<+B) >n, | (4) >= (8) ଳମି୍] 

(448) =n, [ (4) > ୭(ନ) କମି ] 
ହ୍ରେବ । ସଦ ୪(«) ଓ (¢) ମରୁ କ୍ଷ ଦୁଭର ରାଶିକୁ 
min[»(«), (8) 1 ନାମ ଦୂଆଯାଏ, କେବେ ଉ୍ଷରୋକୁ ସ୍ପର୍କଞ୍ଚାନ 

v(« p) = »(4) 4+ »(p) 

v(< 4B) > min ( »(<), v(B) ) 

(«+ A) = min ( »(«), r(B) ), [ (4) w(B) J] 
ଶ୍ତ୍ବବେ ଲିଖିତ ଦ୍ରେବ । | 

(୪) ସବ୍ଦ -ମାଜସ୍୍‌ ଗ୍ଵରଷି 2 ଦର୍‌ « ବଭ୍ବଜ୍ୟ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ତେବେ 

(x) > +(f) 
ହେବ । 

(*) ମନେକର € ଏକ ଏକସମ ଗୁଣି; ଯଦ୍ଦ € = 1 ହୁଏ, ତ।ହାରହ଼େଲେ ଆମେ 
କୁ ରେ ସରଲେମ (1୧୮୫୧) କଦକ । ମନେକର 6 ଓ € ରାଶିଦୁୟ୍‌ ରେ ସ୍ରଲେମ 
ଅନନ୍ତ । ଡାହ୍ଥାହେଲେ, _ 

6G I=¢€ G ଓ € (6¡ = 6) = 0 
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P-ମା ଜସ୍‌ ଗୁଣିସମୂହ ୬୨୦୧ 


ହ୍ରେବ | ଫଲତଃ,  — = 1] - (G = 6 ) = ଘ-€ (G6) = 0 =0 ଡ଼େବ। 
ଅଥକ, 6 = ହେବ | ଏଣୁ ସେ କୌଣସି ଏକସମ ଗ୍୍‌ଶିର ଗୋ ଝିଏ ମ୍ରାନ୍ଧ ସ୍ରରଲ୍ଲେ୍ 
ରି ଅଛୁ; ଏଦ୍ସ ସ୍ରରଲେ୍‌ମ ଟ୍ବଣିକୁ ସାଧାରଣତଃ €ˆ ” ଭ୍ଵବେ ଲେଖାସାଏ । 


(୬) ସଦଦ ୟ ଏକ ମ୍ମୌଲକ ପୁ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଓ 92୨ ହୋଇଆଏ, ଢେବେ 
€= {4, 9, 9,“ › 9,“ -} ଏକ ଏକସମ ଗୁଗି ହେବ, କାରଣ 4&0 (ମାନ ଯ) 
ଅଟେ । ସୁନଶ୍ବ, ପ୍ରତ୍ତ୍ଯକ ୨-ମାମସ୍ ସଂଖ୍ଯା «= ୩ ଷ୍ଵବେ ପ୍ତକାଣିଭ ହ୍ରୋଇପାରୁ 
ସିବାରୁ , ଯଦ « ଏକସମ୍ଭ ନ ହ୍ବୋଇଥାଏ, ଢାହାହରେଲେ ଏହ୍ଵା ୬ ଦଵାଗ୍ଵ ବତ୍ତଜ୍ୟ ହେବ । 
ଏଣ଼୍ି କେବଲ ଗୋଝିଏ ମାନ୍ଧ ମୌଲିକ ¿-ମାଜୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ଅନ୍ତୁ ଓ ଏହଦ୍ଵା ୬ ଅଃ । 
୧୦.୩, ଆମେ ସମ୍ମସ୍ତ ୬-ମାସୀସ୍‌ ସଂଖ୍ଯାମାଳଙ୍କର ସମ୍ଭୁଚସ୍କ୍‌କୁ ୦, ଆଖ୍ଯା 
ଦେଇଛୁ । 
ସଦ ଦୁଇ? ୨-ମାମୀସ୍ ସଂଖ୍ଯା « ଓ # ନମିନ୍ତ («—/) ଏକ ¿ ମାମୀସ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 
† ଦାରା ବର୍ଵଜ୍ଯ ହୋଇଥାଏ, ଆମେ 
ଝ=୫ (ମାନ †) 
ଲେଖିବ୍ଧ । ଯଦ୍ଦ ¥ = "€ ଓ € ଏକ ଏକସମ ଗ୍ଶି ହୋଇଥାଏ, 
ଢେବେ « = / (ମାନ †) ହେବା ନମନ୍ତେ, 
« = ଭ (ସାନ ୬”) ହେବା ଆବଣ୍ଯକ ଓ ସଥେଷ୍ଟ ଅଝେ । ଏଣୁ ଆମେ କେବଲ 
ମାନାଙ୍କ ୨” ନମିଣ୍ବ ସମଣେଷତ୍ତା ମାନ ଗଠନ କରବ୍ଧ । 
ଅଷ୍ଟ୍ରଷଣ୍ତିତଜଭ ସ୍ରମେୟ୍ଟ୍‌ : ସେ କୌଣସି -ମାଜୀୟ୍ୁ ସଂଖ୍ଯା, ୨" ମାନାଙ୍କ 
ନମ୍ଭିନ୍ତ, ଏକ ପୂର୍ପ୍ତସଖ୍ଯା ସଦ୍ଧ ସମଣ୍ମେଷ ଅଖ । 
ସ୍ତମଭାଣ : ମନେକର {„} ଅନ୍ମ ଦାରା ପ୍କାଣିକ୍ତ « ଏକ 2-ମାମୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା 
ଅଃ | କାହାହେଲେ, 
{x0 — X01 5 X11 Xn 15) X92 Kn 19° ty XT Xm 1 5° * } 
ଦ୍ଵାଗ୍‌ -ମାଜସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା (4 ×„-) ପ୍ରକାଶିତ ହୁଏ । ଏଠାରେ ସମସ୍ତ  ଜିମିଦ୍ଧ, 
Xm = ×m- ¡ (ମାନ ୨”) ହୋଇସବାରୁ , 
m>n fମିଷି, ¥ = ¥ ¡ = * * * = ×» 3 (ମାନ ୨”) ଅଖ | 
ସୁନଶ୍ଡ Xn- ¡ = ‰ଳ- 9 (ମାନ "୮ 2) 
Xo 2 = Xn_ g (ମୀନ pp” 2) 
Xn-g3 = Xn- 4 (ମାନ p” 2) 
Xx =X (ସାନ ନ”) 
X= Xx {ମାନ p) 
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$2 ରାଶିତତ୍ତ 


ଅଥାକ୍ର, m<n — 1 ନମିଦ୍, 
Xm FE Xm+ 1 =*** = Xn 5 (Aାଜ p”* 2) 
ˆ ହୁଏ । ଏଣୁ › , 
Xo Xn 9 X1 Xn 15°" Xn 9 = Xm] ସଥାହିମେ 9, PD, 


P' , * *, ୨” ଦାରା ବିଭ୍ଧଜ ଓ ନ = 2-1» Xn+3 = 2-1 * "9 Xk — ne a 9" ® 
ପ୍ରତ୍ୟେକେ 2" ଦୁର ବଭ୍ବଜ୍ଯ ଏବଂ ଶେଷୋକ୍ତ ମର୍୍ତିସଖ୍ୟାମାନଙ୍କ ମଧରୁ କୌଣସି ଗୋଵଝିଏ 
ସୂଳା ୬” * * ଦୁ।ରା ବଭାଜଯୟ ଲୁହରେ ! ସୁଭଗ୍‌ଂ, କୌଣସି ଏକ ଏକସମ ର୍‌ଣି € ନମିଷ୍ତ, 
(< ¬ ‰#- 1) =)" ହେବ | ଅର୍ଥାଢ଼ୁ, 

«< = ×, (ମାଜ 9”) 
ହେବ । 

ମ୍ଥଜେକର × ଓ › ଦୁଇଛି ପୁର୍ଷ୍ତସଖ୍ୟା 2 ମାନାଙ୍କ ଳମିଦ୍ତ୍ ପରଞ୍ତର ସହ ସମଶେଷ 
ଅଃନ୍ତ୍ର । ଆମେ କୌଣସି ଏକ  ନମିଛ୍ତ 

xX = = 9” a, a=£0 (ମାନ ») 
ତ୍ଵବେ ଲେଖିବ । (ଏଠାରେ × ± ) ମନେ କରାଯାଇଅଛୁ) | ଯଦ୍ଦ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା ଭ୍ଵବେ 

% = (ମାଜ °) 
ଢୁଏ, ଢେବେ ନ <  ହ୍ରେବ ! ଏଠାରେ ଏକ }-ମାମସୟ୍ ସଂଖ୍ୟାରୁପେ @ ଏକ ଏକସମ 
ରାଗି ଓ × — ) = ୨”'@ ଅେ | ସଲଭଃ, 

v(x—y)=m 
ଅଃ | ସୁଢଭର୍‌ଂ, < # = „(× = 9) ମିଲେ । ଏଠାରେ 

v(p”) =n< vo(x— 7) 
ହୋଇସ୍ସବାରୁ ୬-ମାଳୟ୍‌ ସଖ୍ୟାରୂପେ (× — 2) = 0 (ମାନ 2”) ହୁଏ ! 

ପୁନଶ୍ଧ ୨-ମଭାମୀସ୍ତ୍ର ସଂଖ୍ଯା ରୁପେ × ¬ 9) = 0 (ମାନ 2”) ହେଲେ, କୌଣସି 
ଏକ ଏକସମଭ ଗୁଣି € ଛମିନ୍ତ, ± — )/ = ୬”"€ ହେବ । ସଲକଭଃ, × ¬ 7 = 0 (ମାନ 2), 
(× ¬ 3) = 0 (ମାଜ ୨), -, (× 3) = 0 (ମାନ 2”) 


ହେବ । ଏଣୁ, 

ଦୁଇଵି ପୂର୍ପ୍ତିସଖ୍ଯା ୪” ମାନାଙ୍କ ନମ୍ଭିଦ୍ବ ପରଷ୍ତର ସହ ସମ୍ଭଣେଷ ହ୍ରେବା ମନ୍ତ 
-ମାନସୟ୍ଟ ସଂଖ୍ୟାରୂପେ ୬” ମାନାଙ୍କ ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍‌ ସେମାନେ ପର୍ବର ସହ ସମ୍ଭଶେଷ ହେବା 
ଆବଶ୍ୟକ ଓ ସଥେଷ୍ଟ ଅଃ । 

ଫଲବଂଃ, ” ମାନାଙ୍କ ନମ୍ରିତ୍ତ୍‌ ପରଞ୍ତର ସହର ଭନ୍ତ ଣେଷ ହୋଇଥବା ମାସ 
ସଂଖ୍ୟାମ୍ଥାନ ୬” ସଂଖ୍ୟକ ଅବଶେଷ ଗ୍ରେର୍ଣ ଗଠନ କରନ୍ତ । 

ଏ ୦.୪, ପ୍ରଥମ୍ଭ ଘରଚ୍ଛେଦରେ ଆମ୍ଭେ ସେ କୌଣସି ୨-ମାମସ୍ଟ ସଂଖ୍ୟାର ପ୍ତା୍ମାଣିକ 
ଅକାର ଜ୍ତସ୍ଵ କରହ୍ଧୁ । ସଦ୍ଦ « ଏକ ୨-ମାସୀସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ହୁଏ, ଢେବେ ଏହାର 
ପ୍ରା୍ପାଣିକ ଆକାର, 
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P-ମାନସ୍୍‌ ଗଵମିସମ୍ଭହ som 


<={ag, ao+aip, do+ap+a;p **, ata p++ 
ଅଳ", ‹} ଦେଲେ 0 < 4, < 9 ହେବ । ସନ୍ଦ କୌଏସି “କସମ ଗ୍ଥି € ଳମିଦ୍ 
« = "¢ ହୁଏ, ଢେବେ 

1 = 0 (ମାନ ») 

dg + ap = 0 (ମାନ p”) 
re (ମାଜ Pp) 


pe ‘+ ar- pd = 0 (ମାନ »”) 


ହେରୁ @ =a = a, =“ ` = 4% - ¡ = 0 ହେବ | ଏଣୁ «< = “€ ର 
ପ୍ରାମାଣିକ ଆଜାର ହ୍ରେଉ୍‌ଛୁ, « = ୬" € 
k-ସଂଖ୍ୟଲ 


= A -— 
a 0,0,-+*,0, ax py arp“ ars i PD, 
ap” + « - 4 aren pr * "eo s} 
ଅ୍ଥାଜୁ, = PE ={7 , 5 + Xa ft Rm} 
ହେଲେ, 
Xo = x) Fx, =r = xr = 0 
ହେବ ଏବଂ ୩ >  ନମିଦ୍ 
x = ayp* +--+ ap", (0<a,<p) 
ହେବ । ଏହ୍ଗ ପ୍ରକାରେ ଆମେ ସ୍ରତଯେକ )-ମାସାସ୍ଟ ସଂଖ୍ଯାର ପ୍ରାମାଣିକ ଅକାର କ୍ରସ 
କରୁ । 
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ଏକାଦଶ ଅଧାଯ 


ବୀଜ୍ଜୀସ୍ ଗ୍‌ଖିଲୁଞ୍ଜ 
(Algebraic Number Fields) 


ଦ୍‌ଦ୍‌-୧. ମ୍ରଜେକର £4 ଏକ ଗ୍ଵଶିକୁଞ୍ଜ (Number Field) ଏବଂ ଏହ୍ସ 
ରାଗିକୁଞ୍ଜରେ @› 41, 4) * * *, @+- 1, @ଳ ୨୪0 କେଚେକ ଗୁଶି । ଏହୁ ଗ୍ଵଗିମ୍ାନଙ୍କୁ 
ସହ୍ରଗରୁତଷ ଜେଇ ଏକ ଟ୍ରୀଙ୍ଗୟ୍ଟ ସମ୍ଭୀକରଣ 


an Xx" + an 1x" 1 + 4a) xX +a =0 
ଗଠନ କର । ଏହ୍ସ ସମ୍ମୀକରଣର, ସମ୍ଭୀକରଣଉତ୍ଗି ଅନ୍ଧୁସାସ୍ତ୍ୀଚ % — ସଂଖ୍ଯକ ମୂଲ 
(Root) ଅଛୁ । ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ କେଉେକ ମୂଲ ¬ ଅନ୍ତର୍ଗତ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇ- 
ପାରଲ୍ତ ଓ କେଜେକ ମୂଲ £ ¬ ଅଲୁଗଭ କୌଣସି ଗ୍ଵଗିସହ ସମ୍ମାନ ନ ହ୍ବୋଇପାରନ୍ତ । 
ମ୍ଭା୍ଧ ଏନ୍ସ ମୂଲମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ ପ୍ରତ୍ତ୍େକଙ୍ସ ୪ ¬ ଉ୍ପରସ୍ଥ ଏକ ଏକ ଟୀଙ୍ଞୀୟ୍ଟ ଗୁଗିରୂପେ 
(Algebraic over F) ନାମିକ୍ତ କର୍୍‌ସିବ । 

ମନେକର —ଉ୍ଷରସୁ 6 ଏକ ଟୀଙ୍ଗୟ ଗୁଣି, ଭାହାହ୍ରେଲେ 6, — ଅଲୁର୍ଗଉ 
ରଣିମ୍ଭା ନ୍କୁ ସ୍ରଗ ରୁପେ ବ୍ୟବହାର କର୍୍‌ସାଇଥ୍ବବା ଏକ ବା ଏକାଧ୍ବକ ଝୀଜୀସ୍ତ୍ ସମୀକରଣ 
ମ୍ଥାନଙ୍କର ମୂଲ ଅଝେ । ଆମେ କହବ ସେ, 6, —ଉ୍ପରସ୍ଥ ଏକ ବା ଏକାଧ୍ୟକ ସୀମ୍ଗସ୍ 
ସମ୍ମୀକରଣମାନନ୍ଦର ମୂଲ ଅଃ । 


ବ୍ତିମାନ ୮—ଉ୍‌ପରସ୍ଥ ସେଉି ସମ୍ଭସ୍ତ ବହୁପ୍ୀ ଘଶି, × =0 ହେଲେ, ଶୂନ୍ଯ 
ହୁଏ, ୫କୁ ସେଦ୍ର ସମ୍ଭସ୍ତ ବରଡ଼ୁଷସ୍ତୀ ଗ୍‌ଗିମ୍ମାନଙ୍କର ଏକ ଶୃନ୍ଯକ (୮୦) କୁହାସିବ । 
ଏସ ସମସ୍ତ ବହୁପଘ୍ୀ ଗୁଶିମାନଙ୍କ ମଧରୁ, ମନେକର, ୬(2)ର ସାଉ (degree) 
ସଙ୍ଗଳମ୍ନ ଅଛେ । ସଦ (×) = ax" 4“ * * + ୨ 4 ୨2 0, ହୋଇଥାଏ, ଆମେ 
a! + p(x) = ×" ++ * +2," ! * 4 = 0ର %=0 ଏକ ମୂଲଭାବେ ପାଉଛୁ 
ଓ a, “` ନ(×)ରେ ଅଛୁଗାମୀ ସହଗ (Leading Co-efficient), ଅ୍ାକ୍ର, 
"ର ସହଗ 1, ଅଖ | ଏହୁ ପ୍ରକାର ବହୁପସ୍ତୀ ଗୁଣି, ଯଥା ¦ 4. ` (2), କୁ ଆମେ 
0 ଜମିଦ୍ଧ —ଉ୍ପଲମୁ ଏକ ଅଦ୍ଧୈଉ ହ୍ଵ୍ତ ବହୁପଘ୍ତୀ ଘଶି (Minimal Monic 
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ଝ୍ୀଙ୍ଗୟ୍ଟ ଗ୍ଵଣିକୁଞ୍ଜ ୨° ୫ 


Polynomial) କହୁ । ଏହା ଷ୍ପଣ୍ଣ ସେକ ୨(2)ର କୌଣସି ବନୁପସୀସ୍କ ଉତସ୍ପାଦକ 
(Polynomial factor) ଜାଦୁ । କାରଣ, (×) =¡( ×) “ ୬,(×) ହେଲେ 
ଓ ୪. ର ସାଉ ର ଘାଢଠାରୁ ନ୍ଯନଭ୍ତର (Lower) ହେବ ଓ 6, 2¡(×) = 0 ବା 
(×) = 0ର ଏକ ମୂଲ ହେବାକୁ ଶଡ଼ବ, ଅତୁ, କୁ ୨()ର ଘାଉଠାରୁ ନୁଜ୍୍ତର 
ଘାଉ ବଶିଷ୍ଣ ଏକ ସର୍ମୀକରଣର ମୂଲ ହେବାକୁ ପଉ୍ତବ—ଯାଦହ୍ା ଅସମ୍ଭବ ଅଃେ । ସୁନଶ୍ୁ 
ଆମେ ଦେଖ୍‌ ସେ, 


ଉନସପ୍ତଳତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ସଦର 6, ୮¬ଭ୍‌ପରସଥ ଏକ ବୀଜସ୍ବ ଗଣି 
ହ୍ରୋଇଆ ଏ, ଭେବେ ଏହ୍ଵାର କେବଲ ଗୋ?ିଏ ମାନ୍ଧ ଅଦ୍ଧୈ'ଭ ବନ୍ୁପ୍ୟୀ ଗଣି ଥାଏ । 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର 6ର (×) ଏକ ଅଦ୍ବୈ ତ ହର ୍ବ ବହୁଷଦୀ ରଶି ଏବ — 
ଉ୍‌ପରସଥ ଅନ୍ୟ ଏକ ବନୁଷପସ୍କ ଗୁଣି 9()ର 6 ଏକ ଶୃଳ୍ଯକ ଅଵେ । ଏଠାରେ, (ର 
ଘାଉ, q(×)ର ଘାଉଠାରୁ ଅନଧ୍ବକ ହ୍ରୋଇସ୍ୟବାରୁ , ଆମେ (କୁ (×)ଦାରା 
ଶ୍ଵଗକଲେ ଶ୍ବ୍ରଗଙଲ [ ଖଳେକର (2) ] = 0 ହେବ । ସଦ 

q(x) = g(x) - p(x) + h(x) 


ଭୁଏ, ଭେବେ ଶଵଗଶେଷ /(×) = 0 (ଶୂଜଯଠାରୁ ଅଭନ୍ତ୍ଧୀ ବା A(‰)ର ଘାଉ ୨()ର 
ସାଉଠାରୁ ସମାନ ହ୍ରେବ | ଏଥରେ × = 8 ନେଲେ (8) =0 = 4(2) ହେଇଭୁ, (6) =0 
ଡୁଏ, ଥ(୨)ର ଘାଉ »(×)ର ଘାଡଠାରୁ ସ୍ଥାନ ହ୍ରୋଇଣଚବାରୁ A(x), ଶୂନ୍ୟଠାରୁ 
ଅଭନ୍ସ ହେବ-କାରଣ, 6, ୬(×)ର ଘାଉତଠାରୁ କ୍ଷୁ ଦୃଢର ଘାଉ ବରିଷ୍ଠ କୌଣନ୍ତି 
ବହୁ ପୀ ଗ୍‌ଗିର ଶୂନଜ୍ଯକ ହୋଇ ନ ପାରେ ! ଅର୍ଥକୁ, (×) =0 ଓ (×) ଦୁାର୍‌ (×) 
ବତ୍ତଵଜ୍ଯ ଅଵେ | 


ସଦ୍ଦ ର ଏକାଧ୍ଵକ ““ଅଦ୍ଧୈ ଉ ହୁ କ୍ତ ବତ଼ୁଷସୀ” ଥାଏ, ଏଥରୁ ଦୁଇୈିର ନାମ 
(×) ଓ q(×) ବିଅ । (6) = 0 ହେରୁ (x) ଦ୍ଵାରା q(×) ବରଜ । ସେଦ୍ସଘର୍‌ 
»(6) = 0 ହୋଇସବାରୁ ଓ q(x) ଅଳ୍ଯ ଏକ ଅଦ୍ଧେ୍ତ ବହୁଷଧ୍ୀ ହୋଇଧ୍ଚବାରୁ 

(x) ଦାରା ୬(×) ବର୍ଜ୍ୟ । ଅର q(x) = g(x) pl) = g(x) « h(x)-q(x), 

ଏଠାରେ g(x) ଓ pe ଏକ ଏକ ବହୁପସୀ ଗଵଟି ହୋଇଥରବାରୁ , ଉ୍ଉସ୍େ ଶୃ ନ୍ୟଘାତତ 
ବଶିଷ୍ଟ୍ ହେବେ, ଅଥକ, (×) ଏକ ଧ,ବର୍ଶି (Cଠnstant) £ ସହ ସମାନ ହେବ । 
ମାନ ଉତ୍ତର ଅଗ୍ରଗାମୀ ସହ୍ରଗ 1 ହେଉ 

q(x) =g(x) p(x) =kp(x) 
£ = 1 ଅଃ; ଅଆକୁ, q(×) = (×) ଢୁଏ ! 


ଏଣ୍ପ 09ର ୮—ଉ୍ପରସୁ ଏକକ (Unique) ‘‘ଅଦୈ'ଇ ହୁ ସ୍ତ ବନ୍ତୁଷ୍ୀ ଗୁଥି” 
ଥାଏ | 
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5°୬9 ର୍‌ଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


ସ୍ରଥମ ଅନୃସିଵ୍ଧାର—— ଉ୍‌ପରସୁ ସେଉଁ ସମସ୍ତ ବହୁଷଣୀ ରୁଗିମଭାନଙ୍କର 
6 ଏକ ଶ୍ୂନ୍ଯକ ଅଟେ, ସେଦ୍ର ସମସ୍ତ ବହୁପସ୍ୀ ଘୁରି ର ଦ୍ର ସ୍ଵ ବଙତୁପସୀ ଗୁଣିଦ୍ଧାଗ୍ଵ 
ବଭ୍ତ୍ରଜ୍ୟ | 


ଦଧି ଡୀସ୍ଟ୍‌ ଅନୁସିଦ୍ଧାରୁ—ସଦ ୮—ଉ୍‌ପରସଥ £() ଓ ୫(×) ପରଷ୍ତର ସ୍ତର 
ମୌଲକ ଦୁଅନ୍ତ୨ ତେବେ ସେମ୍ଭାନଙ୍କର କୌଣସି ସ୍ଥାଧାରଣ ଶ୍ବନ୍ଯକ ନ ଥାଏ । (ଅଜ୍ୟଥା, 
ଏମାନଙ୍କର କୌଣସି ସାଧାରଣ ଶୂନ୍ଯକ 0 ଥୁଲେ, ଡର ହ୍ୁଷ୍ତ ବଡୁପସୀ ଦଵାଗ୍‌ ଉଭସ୍େ 
ବର୍ଜ୍ୟ ହେବେ) । 

ତୃତୀସ୍୍‌ ଅନ୍‌ସିତାରୁ—/ଉପରସ ଉସ୍ାଦକ ବସ୍ତୁନ ¬ ଘାଉ ବିଷ୍ଣୁ 
ବହୁପସୀ ଗ୍ଵଣିର ସଂଖ୍ୟକ ପରଷ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଶୂନ୍ଯକ ଆଏ । 

କାରଣ, ସଦ £()ର ଏକାଧ୍ରକ ମୂଲ ପରଷ୍ତର ସଦ୍ର ସମାନ ହୁଏ, ଭେବେ ଏହ୍ସ 
ସମ୍ାନମୂଲଲୁ × ମନେକର । ଏଠାରେ #()କୁ (× ¬)” ଥ(୪ ଲେଖି £'()କୁ 
[2(%x—«) glx)+ (× —«)* g(×)]=(×—«) h(x) ଶ୍ରବେ ପ୍ରକାଶ କର । 
ଏଠାରେ (×) ଓ #'()ର ଏକ × ପଦ ବଦ୍ଯୟମଭାଳ ଥବା ସାଧ୍ୟାରଣ ଭ୍‌ସ୍ପାଦକ ମିଳୁଛୁ । 
£ ()ର ସେକ ସହଗ F—ଅଲୁଗଡ ହ୍ରୋଇଥବାରୁ , £'(2)ର ସଭେ୍ୟକ ସହୁଗ ମଧ 
F— ଅନୁଗଁଉ । ଆମେ £(×) ଓ £'(‰)ର ଗରଞ୍ ସାଧାରଣ ଗୁଓଙସ୍ତୃକକୁ ଇତ୍ଉକ୍ଟଡ଼ୀୟ୍ 
କନଳଜ ପଛଭ (Euclid’s Algorithm) ଦୃ।ର୍ଵ ପାଉଁ । ଏହା ଓକ ବର୍ଜନ ପକର 
ଓ ଏଚ ଦାର ମିଳୁଥ୍ବା। ପ୍ରତଯକ ସହଗ ସଙ୍କଦା F—ଅଲୁ୍ଗଭ । ଣ୍ଣ ଏହ ଗରଣ୍ଟ 
ସାଧାରଣ ଗୁଣ ସଜୀସ୍ପକ —ଉ୍‌ପରମୁ ଅ୫େ ଓ ଏଥରେ × ପଦ କଦଦ୍ଯସ୍ତାନ ଆଏ, ଅଣା, 
ଏଭୁ ଗରସ୍ଷ ସାଧାରଣ ଗୁଣୀ କ /—ଜ୍‌ପରସ୍ଣ ଏକ × ପଦ ବଶିଷ୍ଧ ବହୁପସୀ ଗରି ଓ 
ଏହାଦ୍ାର୍‌ £(×) ବ୍ତଜ୍ଯ ଅଝେ । ଏଣୁ £(×)ର ୮ ଉୂପରିସ ଏକ ବନୁପସୀ ଉ୍‌ସ୍ଧାଦ୍ଦକ 
ଅଛୁ ମାନ ଏହା ଅସଞୱବ । ସୁଭର୍‌ଂ, /(‰)ର ଦୁଇଝି ଶ୍ୂନ୍ଯକ ପରଞ୍ତର ସହ୍ର ସମ୍ମାନ 
ହେବା ଅସମ୍ଭବ । 

ମ୍ମନେକର ୮ ଉ୍ପରମ 6 ଏକ ସୀଙଗୟ୍ଟ ଗ୍ଵଣି ଓ ଏହ୍ରାର ଉପରଞ୍ଥ ଅଦ୍ଧୈ ଉ ହରଷ 
ବହୁଷସୀ ଗିର ସାଉ ୩ ଅଃ | ଉାହାହେଲେ ୫କୁ ୮—ଉ୍୍‌ପରସ୍ଥ ଏକ —ଘାଖ୍ରସ୍ଟ 
ର୍‌ଗି ଲୁହା ଯିବ । ମଳେକର 6ର ଏହ ଅଦ୍ରେଉତ ହସ୍ତ ବଙୁପସ୍ୀ ଗଣି ୬ (×), ବଶ୍ଜିମାନ 
p()ର ଘାଢ଼ n ଅଛ । ଏହାର ସଦ୍ଦ ନ—ଉଷରସ୍ଥ କୋଣସି କନୁପସ୍ୀ ଉସ୍ାଦକ 
q(×) ଆଏ„ ତେବେ (×) =q(×)-#(×) ହେବ ଓ ୨(6)= (0): (0) ହେରୁ, 
q(0) =0 ବା, &(06)=0 ହେବ, ମାନ୍ଧ (×) ଓ k() ସ୍ରଭ୍ଯେକର ସାଉ 
n ଠାରୁ ୟୁ ଭର, ଏଣୁ (×) ବା (%)ର 6 ଶବନ୍ଯକ ହୋଇ ଜାରେ, ଏ 
p(%)ର ୮¬ଉ୍‌ପରସଥ୍ଥ କୋୌଣସ ବହୁପସୀ ଉସ୍ପାଦକ ରଦ ନଜ ପାରେ । ହ() 
ଭସ୍ଧାହଦକ ବହଳ ହ୍ରୋହଧିଦାରୁ ଏହାର କୋଣ ଶୂନ୍ଯକ ଅନ୍ଯ କେଃଣରସ ସହ 
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ଝୀଙ୍ଜୀସ୍କ୍‌ ଗୁଶିକୁଞ୍ 2°୭9 


ସମାନ ନୁହେ, ଅଥାଜୁ, ୨(×) = 0ର 6¡ =, 05; 05, 0, -* , 6—ଯଦ ସଂଖ୍ୟକ 
ମୂଲ ଡ଼ୁଏ, ଏସାଳେ ପରସ୍ତରଠାରୁ ପୃଥକ୍‌ ହେବେ । ଆମେ ଏଠାରେ ଦେଖିବା ଆବଶ୍ଯକ 
ସେ ୧ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ୮—ଉ୍‌ପରସ୍ଥ ୬(×) ନଦ ଓ ୬(× ଦୁର 01, 03, 03, - - - 0, ଛଇ 
ହେଉଛୁ, ଅର୍ଥାଲୁ ଏମାନେ ୫ ଓ 7 ଦାରୁ ଜଶ୍ରୀଉ ହ୍ରେଲେ । ସୂଡଗ୍ୁଂ, ଆମ୍ଭ ଏମଭାନକ୍କୁ 
“୮ — ଭୂପରମୁ 0 ସଂ୍ଥଗ୍ଧୀ ରାଶି” (Conjugates of 6 Over F) ନାମ ଦେବ୍ଧ | 


ଝ୧-୨ ଏ ଦଗରେ ଅଧ୍ବକ ଅଗ୍ରସର ହେବା ପୁଙ୍କଗରୁ ଆମ୍ଭେ କସ୍ବରେ କେଢେଳ 
ଆବଣ୍ୟଙକ୍କୀସ୍କ୍‌ ଉଥ୍ଯ ପ୍ରଭପାଦନ କରଦ୍ଧ୍‌ । ମନେକର, ଆମ୍ଭକୁ କେକ ନର୍ଦ୍ଦଞ୍ଧ ଗୁଣି 1, 
X92) % 3)" ' "> × ଘଆସାଇଛୁ ଓ 


n 
Ci =x +x + Xxg5+ +x, =F Xi 
i=1 
Gy =X] XaF+ Kg X34 xX XgF et + Xn X =D XG Xs 
i<; 
GC 3=X%X, X9 X3+F X29 X3g Xa + "FX 9 Xney Co =I XG XI Kk 
i<ji<k 


Cn =X X93 X3°* "XK 


ଏହୁ । — ସଂଖ୍ୟକ ଶଶି ©") ¡ 9" ¿„ ୨୮ 3 * ", ଠକ ଲୁ { 1) 2; ୪3, * ନ} ରି 
ମୌମଲକ ସମମମ୍ମିକ ସଳଜ ( Elementary Symmetric Functions ) 
କୁହାଯାଏ । ଏମ୍ଭାଜଙ୍କଗୁର ପ୍ରଧାଳ ଗୁଣି ଏଦ୍ସ ସେ, ଏମ୍ଭାଜଙ୍କର ସ୍ରକାଣନରରେ %¿ ସ୍ଥଲେ 
× ଓ × ସୁଳେ % ଲେଖିଲେ ଏମାନ ୟର ପ୍ରକାଣନ ଅଧ୍ତରବର୍ବିର ର୍ରେ । ଅବଶ୍ୟ ଏ 
ଗୁଣ ଅଜୟ ଦହୁଲ ଫଲଜମ୍ମାନଙ୍କର ମଧ୍ଯ ଥାଏ । ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ଆମେ ସମମମ୍ଚିଭ ଫଲନ 
(Symmetric Functions) ନାମ ଦେବ୍ଧ' | 


ଉଦାହରଣ ସ୍ତବୂପ 4, 8, ୯} ର ତନଗୋଝ ମୌଳକ ସମପମ୍ଚିଭ ଫଲନଳ ଅନ୍ତ, 
ସଥା : ଫ+ b +6; ab + bc + a ଓ abc ଅମେ ସନ୍ଦ୍ର ୟ ସଥଲେ 8 ଓ 2 ଛଲେ 
ଣ ଲେଝିଦ୍ସ ଭେବେ ଏମଭାଜଙ୍କର ମୂଲା ଅପରବନ୍ତିଉ ରନ୍ଦ୍ରବ । ଅଥାତ୍ତ, ଦୁଇଵି ଚଲ ଗି 
4 ଓ b ମଧରେ ଅନ୍ତର୍ମମସ୍୍‌ ଫଳରେ ଏମ୍ଭାନଙ୍କର ମୂଳାର କୌଣସି ପରବଣ୍ଜିନ ହୁଏ 
ଜାହି । ଯେ କୌଣସି ଦୁଇଝି ଚଲ ଗୁଣ ମଧରେ ଅନ୍ତବିନମ୍ଭସ୍୍‌୍‌ ହେଲେ ମଧ୍ଯ ଏହି ଗୁଣ 
ଅଭୁଃ ରହ୍ନେ | ମାଧ ଏହ୍ଦି ଗୁଝଧ୍ଠବା @, ଓ ରରେ ଆଡୁର ଅନେକ ବନ୍ଧୁପଦ୍ ଗଗ ଅଛନ୍ତି, 
ସେଉମାନଙ୍କର ମୂଳ, {4, 8, ୯} ମଧରେ ଅନ୍ତବିନ୍ଧୟ୍ୁ ଫଳରେ, କୌସି ଷରିବନ୍ଷିନ 
ହୁଏ ନାଢି । ସଥା :— 


Digitized by srujanika@gmail.com 


3°୮ ର୍ଵଣିଉତ୍ତ 


a+b’ +c’, a’b+ba+ b’c+ bc" +c"a+ atc, aP+ bc? 
ଇତ୍ଚ୍ୟାଦ୍ଦ । ଏଠାରେ ଉ୍‌ଷକ୍ଚେଖସୋଗ୍ଯ ସେ, + b+c= co, ab + bc+ 
Ca = 0" „, 4b = ପି § ହେଲେ aଂ + b' + c* = (a+ b+ Cc)" —2 (ab+ bc 
+ ca) =(o,)"—20,, a°b+ ab’ + bic +bc" +c a+ca’ 
=(ab+ bc + calla+b+c) — 3abc= Co, oj — 3 og, 

a’ + b +c! = (a+b+c)[(a+b+c)* — 3 (ab+bc + ca) ]+ 3 abc 
= co; (95° — 30°) 4- 3 0° 

ଏହି ଉ୍‌ଦାହୂରଣମ୍ଭାଳଙ୍କରେ ଆମ୍ଭେ ଦେଖୁଚୁ ସେ, {4, 8, ୧] ର କେଡେକ 
ସମମମ୍ଚିଭ ସଲଜନ ଏସ୍କାଳଙ୍କର ମୌଲକ ସମ୍ଭମ୍ପିଭ ଫଲନ ( ୦“¡, ଓ", ଓ ଆଂ; } ସାନଙଂର 
ରତୃ ପୀ ର୍ରଣି ରୂପେ ପ୍ରକାଗିଭ ହ୍ରୋଇପାରୁରୁ । 

ସମ୍ଭମ୍ଚିଭ୍ତ ଫଲନ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍୍‌ (Theorem on Symmetric Functions) 
ଚଳ ରାଳି 21) %2› 35" * '› ମାନଙ୍କର ସ୍ରଭ୍ୟେକ ସମ୍ମମ୍ିଭ ଫଲନ ଏହ୍ରି ଚଲରୁଶି 
ମାନଙ୍କର ମୌଲକ ସସମ୍ମ୍ପିକ ଫଲଜ ୮, ୦୮୦, ଓଂ, * 5, ୦" =ମାନଙର ଏକ 
ଏକ ଵ୍ବତ୍ମୁମପଘ୍କ ର୍‌ଗି ରୂପେ ପ୍ରକାଶିଭ ହ୍ରୋଇପାରେ । ଏହି ବନ୍ଧୂପସ୍ତୀର ସହଗମ୍ମାନ ଦନ୍ତ 
ସମ୍ଭମିଭ ଫଲଜର ସହଗମ୍ମାନଙ୍କର ଯୋଗ ଓ ବସ୍ଟୋଗ ସଲ ରୂପେ ମିଲେ । 

ସ୍ତମାଣ : ( <) ମନେକର ଆମେ ଦୁରବି ଉଲ ଗୁଣି ¡ ଓ ×, ର ସମମିକ୍ତ 
ସଂଲନମ୍ଭା ନଙ୍କ ବିଷସ୍ତୁରେ ଆଲଚନା କରୁଚୁ । ମଚଳେକର 

$1 =x + xg GS = x1 Xa 
ଅଖ | ଯଦଦ ୬ (1, ×) ଏକ ସମମିଭ ସଲନ ହୋଇଥାଏ, ଏହାକୁ । ର ଏକ 
ବହୁପସୀ ଗ୍ଵଵେ ଲେଖ, ଯଥା :— 

Pp (x1, xX) = Ao XP +A; x1 i+ Ayam pers +Am, 
ଏଠାରେ A, 21, ଥଃ, * '› A ¬ ଏମାନେ ‰ଛର ଗୋଝିଏ ଗୋ?ିଏ ବନୁପସୀ ସଳଜ 
ହେବେ | ଏଗୁଉ଼କରେ 2» ପରବରେ (5¡ ¬ 2¡) ଲେଖି ଓ ¡ର ବଭନ୍ଧ ଘାଉମାନଙ୍କ 
ସହ୍ର ଏମ୍ପାନନ୍ର ଆବଣ୍ୟତ୍ନୀସ୍କ୍‌ ଗୁଣନ ପ୍ରଡିସ୍ଵା ସମ୍ଚି।ଁଯନ କର ଆମେ 


ଗୋଵଝିଏ ବହୁ ପୀ ର୍‌ଣି ହ୍ରେବେ । ବଲ୍ତି୍ମାନ 
$ (£) =B, +B t 1+ Bt? pre ees +B; 


Ft) = (tx) x5) =tt — st +s, 
ନଆସାଉ୍୍‌ । ବଭ୍ତ୍ରକନ ପ୍ରଡିୟ୍ା ଦ୍ଧାଟ୍ଵ୍‌ ଆମେ 
$ (£¢)=7 (1) Q ()+Ct+D 
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ଝୀକଗସ୍ଟ୍‌ ଗ୍‌ଗିକୁଞ୍ଞ ୨°୦୪ 


ପାଇବୁ ଓ ଏଠାରେ € ଓ ୬, ¢ (¢) ଓ ¢ (¢) ର ସହଗମାନଙ୍ର ସୋଗ 
ଫଳ, ଗୁଣନସଂଳ ଓ ବସ୍ଟୋଗ ସଲ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଗଠିଡ ହ୍ରେବ। ଏଥରେ £=) ଜେଲେ, 
$ (21) = ଯ (1, ×) ଏବଂ (×) = 0 ହେରୁ ! 

P (x1, xX) =C x1 +D 

ହ୍ରେଵ୍ । ମାନ 2 (× , ×„) ଏକ ସମରିଭ ସଲନ ଅଛେ | ଏଣୁ 1 ଓ × 
ମଧରେ ଅନ୍ତର୍ବନମ୍ଭ୍୍‌ ଝଲରେ ଏହାର ମୂଳା ବଦଲେ ନାହି । ସଲଉଃ, (1, x3) = 
=) (×, 21) = ×, + D ହେବ । ଏଥୁରୁ ଆମେ 

Cxi+ D=Cx,+D, ଵା, C (xi — x5) =0 

ପାଇବ । ଏହା ସମସ୍ତ ପ୍ରକାର ‰¡ ଓ ×; ପାଇଁ ସତ୍ଯ ହେଉଥିବାରୁ = 
ହେବ | ଫଳଉଃ, ଆମେ 

p (x1, x) =D 


ପାଇବୁ ଓ ୫ (¢) ଓ £ (¢) ର ସହଗମାନଙ୍କଘର ସଯୋଗସଳ, ଗୁଣନଫଳଲ ଓ 
ବ୍ରସ୍ଲୋଗସଂଲ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ଗଠିଉ ହୋଇଥିବାରୁ , 2, 20, 21, B,,*ଂ, ଚ ଓ 5¡ ର 
ଏକ ବହୁପସୀ ଗ୍ଵଟି ହ୍ରେବ । ଏଣ୍ି D, 5¡ ଓ 5 ର ଏକ ବହୁପସୀ ଗ୍ଣଗି ହେବ | 

( › ) : ମନେକର ସ୍ରମ୍ଚେୟୁଝି (7 ¬ 1) — ସଂଖ୍ଯକ ଚଳଗ୍ଵଶିର ସମ୍ଭମ୍ଭିତ ଫଲଳ 
ମାନା୍ଝ ପାଇଁ ସଭ୍ଯ ଅଝେ । ଆମେ ଏହ୍ସ କଲ୍ଟନାଭୁ ସ୍ତମେସ୍ବୁଝର ସତ୍ତ୍ଡା ^ — ସଂଖ୍ଯକ 
ଚଲରୁଣି ନ୍ତ ପ୍ତଭପାଦନ କରବ୍ । ଆମେ {×, 3› 4" * '› ±! ¬ ଏହି ( = 1) 
¬ ସଂଖ୍ଯକ ଚନଗୁଗିମାନଙ୍କର ମ୍ୌଲକ ସମ୍ଭମ୍ଚିଭ ଫଳନ ମ୍ଭାନକ୍କୁ 1) #୨) ଵ3,ˆ * “, 
$, । ଦେବ , ସଥା:— 

$1 = x3 + xX3F x4 + "°" Fx 

Pa = XxX X34 Kg XG Ng Kg H+ Xn Xn 

Png = Xo XX CO 2 
ଏହା ଷ୍ପ୍କ ସେ, 

oq =X + (x9 t+ xg ++ x) = xa +¢ 

Gg =xX1 XgFXg Yg+ Fxg Xo + X9X3F t+ Kniag 

Xn =X1¢1] +¢, 

TG g=%X1 X92 X3+F XK X9 Xe Ft FXG Knog Xn F X90 Kg Ke 

+ +++ Xne9 Xn-1 Xo 
= x1 ¢, +¢; 

ଓ ଏହି ୫ମ୍ମଭରେ 

Ty=x1 5+, C5 =X ®4 +5, Cra =¥ 1 

4+ ୫, ¬, ଦେବ | ଫଳତଃ, ବପରୀଭ ମେ, ଅ୍ପାନଙ୍କର ବ୍ଯଦନ୍ଧାର ଫଳରେ 
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ହହ୍‌ ଶ୍ଵଣିଭ୍ତତ୍ତୁ 


$= C1—Xx;j, 

$= 0 ,— x10 TT +x 

$3= 0 g— Cox] +O 121 — 6° 

$= Cy— 0 gx + GC ox° — 0 x a R 

$1 = Ona — Ou Ona + +(-)"¬ 2 | 

xr jj 

ମଚିଳବ । ମମଳଜେକର ୮= ୮ (%¡, 2%, 3» “***) ‰„) ଏକ ” ଚଲଗୁଶି 
{21, %› * * *› 2ନୀଜର ଏକ ସମମିଭ ଫଳନ ଅଃ | ଏହ୍ରାକୁ ¡ ର ଘାଉହମ୍ତରେ 
ସଜାଇ ଆସ୍ତେ ମ୍ପ ପ୍ରକାରେ ଲେଗିପାରବା, ଯଥା: 


F= A, x1" +A; x" +A, x1" P+ ++ An 
ଏଠାରେ × ଓ %ଛ ମଧରେ ଅନ୍ତର୍ବିଜମ୍ଭମପ୍ପ୍‌ ଫଳରେ ର କୌଣସି ପରବଶ୍ିନ ତୁ ଏ 
ଜାନ୍ସି । ଏଣ୍ଣ ଏହା ଫଲରେ A) 21› 24, ** », ଥିଲ ର କୌଣସି ପର୍ବନ୍ତନ ହେବ 
ନାଦ୍ଗି । ଅଣୁ, ସ୍ତତ୍ଯେକ 2, %2 ଓ ×¡ ର ଅନ୍ତବିନ୍ତମମସ୍ବ୍‌ ସଲରେ ଅପରଦବଞ୍ତିଉ 
ରହେ । ସେହଦ୍ଵପର ଆମେ ବେଖିବ୍ଧୀ ସେ, ସ୍ତଭ୍ୟେକ 4, {25, ‰3, 4, ***› 2%} 
ମଧରେ ଅନ୍ତବିନମ୍ମସ୍ବ୍‌ ସଲରେ ଅପରବର୍ବିଭ ରହେ, ଅର୍ଥାକ, ସ୍ତର A, {2, 5, 
%4› ** „ %„} ର ଏକ ଏକ ସମଭମିଭ ଫଲନ ଅଖ । ଏଣୁ, (୩ — 1) ଚଳରଶି ନମି୍ତ 
ପ୍ରତ୍ଭେସ୍ଵର ସତ୍ତା ହିକଗ୍୍ବବେ ଗ୍ରହଣ କର୍‌ଯାଇଥବାରୁ, 20, 21, **“›, Ax, ** ', Am 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ସହୁଗ ୫, ଵ› ୫8, * ' '» ଵ„- ) ର ଏକ ଏକ ବହୁପସୀ ଗଵଗି ଅଖ | ଏଥିରେ 
R ର ବ୍ଯବହ୍ଧାର ଝଲରେ, ଆମେ ସଢେଯକ ଥିଲୁ 21,1), ୨) ଫା 3, “୧ 
ଓ „¡ର ଏକ ଏକ ବହୁପସୀ ରାଣିରୁପେ ସ୍ଥକାଶ କରପାରବୁ | 40, 21, 21, * “ଥଲ 
ର ମୂଳା ଏହ଼ ସ୍ତକାରେ 21) ଓଂ 1), ଓହ ଓ $, ** *, ଓ ନ ¡ ର ବହୁଷୟୀ ରୂପେ 
ପ୍ରକାଶ କର୍‌ ଆମେ /"କୁ ନମ୍ପ ଆକାରରେ ପାଉ, ଯଥା :— 

F = BoX3’ + BaXa— 3 + Baxi’ ? +++ FB 
ଏଠରେ Bp, Bi, Bs, -* "> B. ସହଗମ୍ତାଜ ଆ ¡, ଓ „› * " *, ୪ ._ ¡ରି ଏକ ଏକ 
ବହୁଷଘ୍ୀ ଫଲନ ହେବେ । ଆମେ) ପୁଙ୍କପର, 

¢(t) = Pot’ + Bit’ ! ++ - +B; , G, 

Ft) =(t— x3) x)(t— x3) er (t — x5) 

=t" -— ot i+ ot" i— ot i4pee + (—) oo, 
ଲେଖିକ୍ସ । ଏଠାରେ, ଭ୍ଗଡ଼ିୟଵା ଫଳରେ 

(£) = Fic) Q(t) +Cot "+ Cyt"? +1 Cnn 
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କଳସ ଗୁଶିଲୁଞ୍ଜ ୨୧ 


ମିଲବ ! Co, C1, + *› ଅ„- ¡ ¬ ଏମାଜେ Bg, Bi, “5 8 6 GL, Ga — 
ସ୍ଥାନଙ୍କର ସୋଗସଂଲ, ଗୁଣନଫଲ ଓ ବ୍ସ୍ଟୋଗଫଳରୁ ଗଠିକ୍ତ ଅନ୍ତ । ଏଥରେ = 


କଅ । ସଲଭଉଃ, /(7;)=0 ଓ (x)= Fl, Xs **, Xx) =F ହେରୁ ; 
ଆସେ 


F(X1, X25 ** "9 Xn) =C, x i+C, x5 2 + -. ‘+ Cr—1 
ପାଇବ୍ଧ । ଏଣ୍ଡ କା ସହ 29› ବା, 2 ସହୁ 23, *' ', ¥ ସହ 2 ର ଅଲୁରବିନସସ୍‌ 
ସଂଲରେ ଦକ୍ଷିଣ ପାଶ୍୍‌ର କୌଣସି ପରବଣ୍ିନ ହେବ ନାହି । ଏଣ୍ପି ନମ ସ୍ତଦନ୍ତ 21, 22, 
*“ , "ସମ୍ପର୍କୀୟ ଅଭେଦ (1dentity) ମାନ ସତ୍ୟ ହୁଏ, ଯଥା := 

Co x i +C, 7 2+ + FC 9 = F=0 

Co X20 3+ Ci x9 2? ++ -+Cn- 5 —F =0 


Co Xn i + Cixi per + Crag — F = 0 
ଏହୁ, 

Cot” 3+ Cy tt i+ e+ Cyc 3 ~F=0 
ଏଦ୍ ସ୍ତମ୍ମୀକରଣର୍‌ ସଂଖ୍ଯକ ମୂଲ £= 219 229 3୨ +. କୁ ମିଲେ । ସାନ୍ଦ 
ସ୍ଜୀକରଣର ସାତ (୩ ¬ 1) ଅଖ । ଏଣୁ 

Co =C;j = Cp =*¢* =C, ug = Cn — F=0 

ହ୍ନେବ । ସଂଲତତଃ, ଆମେ 

F=C,-1 


ପାଇବ । ସ୍ଥାନ୍ଧ ୯. - ¡ › ମୁଝ ଆଲୋଚନା ଅନୁସାସ୍ୀ, { ୦୮8, ୦' 2)“ * "3 ଠା ନର ଏକ 
କହୁୁପସ୍ଠ ଅଃ | ଫଳତଃ, £, { 9 ¡, ଓଂ „› ' * *, ଓଂ, }ର ଏକ ବନୁପସୀ ହେବ । 


ଉଦାଦ଼ରଣ : ମନେକର F = (x + x2) (x2 + x3) (x5 + x) ଅଃ | 
ଏଠାରେ, 9 ¡ = X1 + Xs + X35, CaF x1%+ XaXg Fxg G 
Og =X1X3 Xj ଅଣ | Fa ଆମେ 


F=(x, + x3)0° + (x2 4 x3)" x) 4 xxl x9 4 x3) 
ଷ୍ତ୍ଵବେ ଲେଟି, xX + %§ ସୁଲେ ୨୮" ¬ 2) ଓ 8 ସୁିଳେ 1 ¬ ୨୮) + ୩5, 
ନେଇ ପାରୁ । ଫଳଭଃ, ନ 4+ 93 * — ୦4 ×¡ + ୦୮¡ ୦5 ହେବ | 
ବରିମାଜ (9) = ¬ + ot! cut+ oi) 0. Gf) =t — o it 4+ 
ଆ“ £ — ଆଂ; ଛଅ | $(£) କୁ £() ଦୁ।ରା ଭୂଗଳଲେ ଠ୮¡ ୨ „ ¬ ଇଂ 5 ମିଲବ । 
ଏଥିରେ, [୫(¢) = £(£) ((£) + ଭୀ ଓ „ ¬ ଠ୮;ରେ , £= 4 ଜେଲେ ୫()) = 
F= Go, ୨” = _ ;¡ ସେବ | 
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A ବ୍‌ HH ଗ୍ଵଶିତ୍ତତ୍ତୁ 


ଆମେ ନମ୍ପରେ ଏହ୍ସ ପ୍ରମ୍ତେସ୍ବର ଗ୍ଵଗିଉତ୍ତୁ ସଂନଦାଲ୍ତାସ୍କ୍‌ ଉଥ୍ଯମାନଙ୍କର ବଶ୍ମେଷଣରେ 
ପ୍ରସ୍ୋଗ କରୁଚୁ । 

ମଜେକର « ଓ 8 F-ଭୂପରସ୍ଥ ଦୁଇନି ସୀର୍ଗସ୍କ ଗୁଣି । ଆମେ ପ୍ରାଣ କରିବାକୁ 
ଗୃହ ସେ, «+, « — 8, 8, ଓ 82 0 ହେଲେ 5 ଏହାକେ ପ୍ରଭ୍ୟେକେ ୮— 


ଭ୍‌ପର୍ସ ଗୋ?ିଏ ଗୋଝିଏ ଝାଙ୍କସ୍କ ଗଣି । ସଦ = %, ଏ, 4, +", ଏକୁ ୩ 
ସଂଖ୍ୟକ ଗ୍ଵଶି “« ପ୍ରଭ ସଂସ୍ଥଗୀ ହୋଇଥାଏ ଓ ସେଦ୍ସପର ସଦ #¡ =; Ass, * *› Bx— 
ଏହ ଏ ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଣି 8 ପ୍ରଭ ସମ୍ଥଗ୍ନୀ ହୋଇଥାଏ, କେବେ ଆମେ { =1, 2, 3, 4, 
+, n ଓ j= 1, 2, 3, 4, -* ", £ ପାଣି ସେଉ (ଅ) ସଂଖ୍ୟକ ଗଣି (× = < 
¦) ପାରି, ସେମାନଙ୍କର ଗୁଣଜସଂଲ /;() ହେଉ୍‌ |! ଆମେ ଲେଖୁ , 


k n 
me) =]] Il (x — «< —P,) 
j=1 i=1 
ଆମେ ପ୍ରମାଣ କଲବଲ ସେ, /, (2) କଲୁ ସଦ 
kn 
h(x) = NOx = Co+ Cix+ r+ Ci 
I=0 
ତ୍ବବେ ଲେଖାସାଏ, ଢେଵେ 6, 6,  “ "> „¬ ପ୍ଚେୟକ ସହ୍ରଗ #-ଉ୍‌ପର୍ଷ 
ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ ଗଣି ହେବ । 
ସପ୍ରମାଣ : ପ୍ରଥମ୍ଭତଃ, «ର ଅଦ୍ବୈ 'ଉ ହର ୟର ବହୁପଘ୍ୀ ଗଣି £() ହେଲେ, 
Fl) = (x — 4 )(% = <) (% = <5)* * (× ¬ %„) ହେଇୁ , 
k 
pW) =[] (× 8) ଦୁଏ | ମାଧ £(×)„ ୮—ଭ୍ଷରସୁ ଏକ ବହଡୁପଷସୀ, 
j=1 
ଅକୁ, /(%) = ୟ + ଶ × + #୫, 2" + - "+ ±" ହେଲେ ପ୍ରଭ୍ୟେକ ସଦ୍ରଗ $, 
ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏକ ଏକ ଗ୍ଵଣି ଡ଼ୁଏ । ଏଣ୍ଡ ;()କୁ ଏକ ସମ୍ପି ସାରର ସଯୋଗସଲ 
(expanded sum) ¥c,×* ଷ୍ଵବେ ଲେଖିଲେ ସ୍ରଭ୍ଯେକ 1, {/1, ^, * * '› ୟର 
ଗୋଝିଏ ଗୋ ଝଏ ଦମ୍ଭିର ସନ୍ନନ ହ୍ରେବ, ଯଥା: 


k 
— =F — ke] ah 2 Co 
Co =I $; P= ¢, gs + #0 hi XB;B, 
j= 
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ଟୀକୀୟ ର୍‌ଶିଲୁଞ୍ତ ବ୍ଲ 


ଇଢ୍ୟାନ୍ଦ । ସଲତଃ, /; (x), /୮— ଉୂଷରସୁ ଏକ ସଲନ ହେବ | ମାନ x = %¡ + ¡ 
= 4 ++ ଦେଲେ ନ) = (4 +) = 0 ହୁଏ | ଏଣୁ (± 4+ ¢) „ —ଭୁଷରସୁ 
ଏକ ବହୁପସ୍ତର ଶୂନ୍ଯକ ହୁଏ । ଅଭଏବ («¬++7), ୮—ଭ୍‌ପରସ୍ଥ ଏକ ସଇାସୁଟ ଗଣି 
ହେବ । 


ସେଦ୍ସପର «ର ୮—ଜ୍ଷରସୁ ଏକ ସୀଇାସ ଗ୍‌ଗିନୁ ପ୍ରମାଣ ନମମ୍ରେ 


k n 
ho(x) =I] ll (x — «¿B5) 
j=1 i=1 
ନଅ । ପୁଙ୍କପର୍‌ (×) = (× ¬ + )(% ¬ 4,)* * (× = <,) ୮ —ଭ୍‌ପରସୁ ଏକ ବହୁଯସୀ 
ରାଗି ହୋଇଥିବାରୁ ଏବଂ 8/50 ନମନ୍ତେ 


WG G-s) 


«x5B)* » (x — <. Bs) | 


] 
= (P;B;B;3 
AiBsBg* + 6)" ୟା 2) P 


ହେବ । ମନେକର #¡ #5 /¡ ++ * 8, = ¥; ଉାହାହେଲେ ¥, ଅନୁଭ ଏକ ରୁଣି 
ଓ 6 ¥ 20 ଅରେ । ଏଠାରେ 
1 _ Aiba e*Pi—1B) 41° ° Bp 


By Y 
ଢେଭୁ, h(x) =" fi 4 )\ 
= 1 J 


ହେବ । ଏଥରୁ ଏହ୍ରା ସୁଷ୍ପଷ୍ଣ ଯେ, /()ର ବହୁଷସୀ ସମଁ,ସାରଣରେ ଆସୁଧ୍ଯବା ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ସହଗ ଏକ ଏକ —ଅନ୍ତର୍ଗଭ ଗୁଣି; /୨(×8) = h,(<¡#1) = 0 ହେଭୁ, «8 F— 
ଉ୍୍‌ପରସ୍ଥ ଏକ ଝାସ ଗୁଣି ଦୁଏ । 

ଏଠାରେ ଦ୍ରଣ୍ଧବ୍ଯ ସେ ସଦ ର ଦ୍ର ଷ୍ଠ ବହୁପସୀ (×) 

=e) +eix + esx" + egxi Hr + era” "+ ex” + Ent® 
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୪ ଗ୍ଵଶିତତ୍ତୁ 


ଡୁ, ତେବେ ( ¬—#)ର ହସ ବହୁଧା g(x) 
=) — ax +esx — esx +-- + eu-o( — 0) ° + ep (— 20)*"" 


+ ex( — x)* 
ହ୍ରେବ ଏବଂ 3) ହୁ ସ୍ବ ବହୃପସୀ [es ା 


1 ox + ext! + eax ee Fer gx’ + Cex ix + Er 


ହେବ । ଝଳଜ୍ତ, ଏହା ସ୍ତଣ୍ମ ସେ, ¬ 2 ଓ ସ୍ତତ୍ୟେକେ ଏକ ଏକ ଟ୍ୀଙ୍କସ୍ଵ୍‌ ଗୁଣି । 


ସୁତର୍୍‌ଂ, ପୂୁଝଂ ଆଲେଚନାନ୍ସା୍ରୀୟ «+ (¬) =+ ଏବଂ « (3) =; 
ସ୍ତଭ୍ୟେକେ ବ୍ବୀଙ୍ଗୟ୍କ୍‌ ଗ୍ଵପି ଦୁଅନ୍ତ । 


ଦ୍୧-୩. ଗ୍ଵଗିକୁଞ୍ଜମାନଙ୍କର ସମ୍ପ ସାରଣ (Extension of Fields) 
ମଭଜେକର £ ଏକ ରାଗିଲୁଞଞୟ ଯନ୍ଦ ଏର ଏକ ର୍‌ଣିକୁଞ୍ ସେ, F—ଅନୁର୍ଗଡ ପ୍ରଭ୍ୟେକ 
ରଵି × ଅନ୍ତର୍ଗଭ ହୁଏ ଓ F- ଅନ୍ତର୍ଗଡ ର୍‌ଣିମ୍ଭାନଙ୍କର ଗାଣିଭକ ସୋଗ, ବସ୍ତୋଗ, 
ଗୁଣନ ଓ ହ୍ୂରଣର ସଂଲମ୍ଭାନ ରେ ଅପରବନି୍‌ ଭ ରହେ, ତାହାହେଲେ କୁ ର ଏକ 
ସମି ,ସାରଣ (Extension) କୁହାସାଏ | ଏଠାରେ ଜ୍‌ନ୍ଷେଖସୋଗ୍ୟ ସେ, ସ୍ତଭ୍୍ୟେକ 
ରାଶିକୁଞ, ପରମେସ୍ ରାଶିକୁଞ୍ଜର ସମ୍ପି ସାରଣ ଅଃ | 


ମମଜେକର £ ଏଳ ନାଶିକୁଞ ଓ 0, —ଉ୍ପରସୁ ଏକ ଝୀଇଁସ୍‌ ରାଗି ଅଃ । 


ଆମେ ସମସ୍ତ ସ୍ତକାର ବହୁପଘ୍ୀ ରାଶି £(6) ଓ (0) %୦0 ନେଇ ସେଉଁ ସମ୍ଭପ୍ତ ରାଗି 
0 ww 

ର ପାଇପାରୁ , ସେମାନଙ୍କ ସମ୍ମାହାର (Set) ଏକ ରାଗିକୁଞ୍ଚ ଅଝେ । ଏହ୍ରା 
ରାଶିକୁସ୍ତକୂ (0) ଭ୍ବବେ ଚର କରାଯାଏ । ଏହା ସ୍ପଣ୍ମ ସେ /"—ଅଲୂର୍ଗଭ ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ରାଶି ଓ 0, (2, ରେ ଥାଏ, ଏବ ସଦ —ଅଲ୍ତର୍ଗତ ପ୍ରତ୍ୟକ ରାଶି ଓ 6 କୌ୍ଧୈ 
ରାଶିକୁସ୍ତ ରେ ଆଏ, ଢାହ୍ାହ୍ରେଲେ (0), ର ଅଂଣବଶେଷ ହେବ । F()ର ଏକ 
ସରଲ ପ୍ରକ:ଶନ ନମମଲ୍ତେ ଆମ୍ଭେ ସ୍ରମ୍ଭାଣ କରଚ୍ଧ ସେ, 

ସପ୍ତତଡମ ପ୍ରମେୟ : ମନେକର ୧, ୮—ଅଲୁଗତ ଏକ ବାଙଗସ୍୍‌ ରାଶି ଓ 
F ଉପରେ 0ର ସାତ ॥ ଅଃେ | ଡାହାହେଲେ ସଦ + ୮(0) ଅଲୁର୍ଗଭ ଏକ ରାଶି 
ଢୋଇଥାଏ, ଢେବେ ୮ ଅଲ୍ତର୍ଗର କେତେକ ଜଙ୍ଦି ଣ୍ଲ ରାଣି 40, 1, Qs, ***, 
ନମ୍ଜି୍ତ 

« = dg “+ a0 + a6” + + + +4 ap 30°"! 
ହେବ । ଅଥକ, ମ (2) କେବଳ ଏହୁ ପ୍ରକାର ରାଶିମ୍ଭାନଙ୍କର ସମ୍ମାଦ୍ମାର 
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ଝୀଇୀସ୍କ୍‌ ଗୁ୍ିକୁଞ୍ଜ ୍ ଛୁ 


F(0) = {a,+ aj0 +a;0" +++ +a, 10°" |, are F} 


ଅଃ | 

(4 ଅର ଅଥ ଏହୁ ସେ, 4, F-ଅଲୁଗଭ ରାଶି ଅଃ) । 

ମ୍ମନେକର କୌଣସି ଦୁଇଝି ବନହୁପସୀ ଗ୍ଵଶି £()-ଓ ୫ (×) [ 2(0) ± 0} କମିଭ୍‌ 
« =? (®) ଅଃ । ମନେକର # ଉଷରେ 0 ର ହୃଷ୍ପ ବହୁପଘ୍ ୬ (%) ଅଝେ । ଡାହ୍ରା 


g (0) 
ହେଲେ ¢ (6 ± 0 ଓ » (0) =0 ହେରୁ, ୬ (×) ଦାରା ¢ (×) ସମ୍ପ ରୂଷେ 
ବଷ୍ବଜ୍ୟ ନୁହେଁ । ସୁନଶ୍ବ, ୬ (×) ଉସାଦକ ବସାନ ହ୍ରୋଇଥବାରୁ ଏହା 2 (×) ସହ 
ମ୍ୌଲକ ହ୍ରେବ । ଏଣୁ ଆମେ ଏପର୍‌ ଦୁଇଝି ବହୁପଷସୀ $ (×) ଓ ± (×) ପାଇପାରବ୍ଧ 
ସେଷର୍‌ $ (×) - ୬ (×) +± (×) - ¢ (×) = 1 ହେବ । ଏଥରେ × =0 ଜେଇ 
ଆମେ ¢ (6) - ¢ (6) = 1, ବା, Fo (0) ପାଉଁ ।ଫଲଉଂ, <= = f(0) 
£ (6) =) (6), ଏକ ବନୁଷସୀ ଗ୍‌ଶି ପାଇବୁ । ସଦ & (×) ର ଘାଢଭ ନ (ଆ) ର 
ଘାଉଠାରୁ ବୃଦହ୍ବ୍ର, ବା, ୬ ( ¬ ±)ର ଘାଉ ସହ ସମାନ ହୁଏ, ଉାହାହେଲେ / (×) କୁ 
(×) ଦାର ରାଗ କଲେ ଭଵଗଶେଷ + (×) ମିଳୁ, ଅାକୁ (¥) =q (x) » (x) 
+ + (×) ହେଉ୍‌ | ଏଠାରେ 7 (×) ସୟଦ ଶୂନଠାରୁ ନ୍ତ ହୁଏ, ତେବେ r ର 
ସାତ ୬ (×) ର ସାଉ ଠାରୁ ଛୁ ଦ୍ରଭର ହ୍ରେବ । ମନେକର # ଅନ୍ତର୍ଗଉ do, 15° 
ଅନ ଛିମିଷି ₹ (×) =a +a X+a XP + +a x" 1 ଅଟ | ତାତା 
ହେଲେ «= / (0) = q (0) * ନ (6) ++ (6) = (0) ହେବ । ସଂଲଳଭଃ, « 
ହ୍ବେଜ୍ଉନ୍ୁ ଓ ର ଏକ ବହୁପସ୍ତୀ ଓ ଏନ୍ଦ୍ସ ବହୂପତ୍ତୀର ଘାଉ (1) ଠାରୁ ଅଧକ ନୁହେଁ | 
ସଦର (୩ ¬ 1) ଠାରୁ ଅନଧୂବକ ଘାଢ ବରଶିଷ୍ଟ ଅନ୍ୟ କୌଣସି ବହୁଷସ୍କ ₹» (×) ନମି 
”। (6) =« ହୁଏ, ଢେବେ {+ (×) ¬ ¡ (×)} ବହୁଷଘୀର ଘାଢ # ଠାରୁ କମ୍‌ ହ୍ରେବ 
ଓ 0, ଏହାର ଏକ ଶୂନ୍ୟକ ହ୍ବେବ । ମ୍ରାନ୍ଧ 0 ଦୁାଗ୍ଵ । ଠାରୁ କମ ସାଉ ବଣିଷ୍କ କୌଣସି 
ବୁ ପସୀ ସିଙ୍କ ନୁହେ | ଏଣ୍ଡ (×) ଓ ₹) (×) ଘରଞ୍ତରଠାରୁ ଅଭ୍ଲ୍ଧ ହେବେ । 


ମନେକର 7 ଏକ ଦଦ୍ଚ ଗ୍ଶିକୁ୍ଜ ଓ ‰1+ <, * ", < F ସ୍ରର ଝୀହ୍ଞୀସ୍‌ 
ଅଃ । ସଦ୍ଦ " > 1 ହୋଇଥାଏ, ଢାହାହେଲେ % › <, ^,“ * *› *„ ଓ ର୍‌ ଘତ୍ୟକ 
ଗ୍ଵଥିଥବା ଷ୍ଷଦ୍ରଭମ୍ଭ ଗ୍‌ଗକୁଞ୍ଞକୁ ର ॥ ହମ ବଶିଷ୍କ ସୀଙ୍ଗୟ୍ତ ଏ କୃହାସିବ | ଅବଣ୍ୟ 
£ ସହୁ ଲେବଲ ଗୋଡି ବସ ଗ୍ଵଣି ସମ୍ଥକ୍ତ (ର jଠାର) କର ସେଉଁ ର୍‌ଖଭୁଖ୍ଳ ମିଳେ, 
ଡାହା ର ଏକ ସରଲ ସ୍ୟ ସାରଣ ଅଃ । ଆମେ ପମ୍ମାଣ କରି ସେ) 


ଏକସପ୍ତଞତତମ ପ୍ରମେସ୍ପ୍‌ : ଲେ ସେ କୌଣସି ବହୁତମ ବଷ୍କ ସ୍ଥ ସାରଣ 
ର୍‌ ଏକ ସରଲ ସମ ସାରଣ ଦ୍ନେବ । 
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a ) ରଣିତନ୍ଗ୍ 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର * ଓ #, £ ଉପରିଘ ଦୁଇ ବୀଙ୍ଗୟୁ ରାଗି ଓ #୮ ସହୁ « ଓ 
 ରାଶିଦୃସୟ୍ମକୂ ଗୋଝିକ ପରେ ଗୋ?ଏ ସମ୍ଥ୍ତ କର £ ର ସେଉ ସମ୍ପି ସାରଣ କରାସ୍ଥାଏ, 
ଡାହା ଫଳରେ ଆମେ # («, 8) ରାଶିଚନ ପାଉ । ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, F 
ଉପର ସ୍ଥ କୌଣସି ଏକ ବୀଙ୍କାସ୍ ରାଣି 6 ଜମଚିଦ୍ତ୍ ୮ («, ନ) = £ (0) ହେବ । ଏଠାରେ 
ଯଦ୍ଦ 8, £ («) — ଅନୁଗତ ଏକ ରାଣି ହୋଇଥାଏ, ତାହାହେଲେ F («, 8) = ¥ («) 
ଅଟେ । ଏଣ୍ଡ ଆମ୍ଭେ କେବଲ # («)ର ବଦ୍ଦୁସ୍ଥୁ ଏକ ରଗ୍ଵଶି  ନମ୍ିଦ୍ତ୍୍‌ ଏହାର ପ୍ରମାଣ 
ଆବଶ୍ୟକ କରୁଛୁ । ମନେକର 7“ ଅଲଧଗତ ର୍‌ଶିମାନନ୍କର ସଂଖ୍ୟା ଅସୀତ୍ଭ ଓ # ଉଷରସ୍ଥ 
ସୀକସ୍ଟ ଥି #, ୮ (<) —ଅଲୁର୍ଗତ ଲୁଢ଼ୈ | ମନେକର «¡ =, 4) <¡,** *, ଏ 
ଏହ ଘ୍‌ଣିମାନ ୮ ଦବପରସ୍ଥ ବୀଙଗସ୍କ ରାଣି « ପ୍ରଭ ସସ୍ଥଗ୍ୀ ଓ 8) = #, Bs, Pg,“ Bm— 
ଏଦ୍ର ଘ୍ଵଶିମ୍ମାନ £ ଉ୍‌ପରସ୍ଥ ବୀଙ୍କୟ୍‌ ଗଣି # ସ୍ତର ସଂଥୁଗ୍ଧୀ ଅଝେ । ସୁଡଶ୍ଵଂ 2୨41, ବା, 
= 1 ଦେଲେ #2, ବା, ¿> « ହେବ (କାରଣ ସମ୍ଥଗ୍ଧୀ ରାଶିମଭାନ ଷରଞ୍ତରଠାରୁ 
ସ୍ୃଥକ୍‌ ଡ଼ୁଏ ।) 

ଯେ କୌଣସି ନରିଷ୍କ ¢ ଓ 1 ଠାରୁ ସୂଥକ୍‌ ନରିଷ୍କ  ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍‌ ଆମେ #—ଅଲୁର୍ଗଭ 
ଗୋ?ଝିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଝିଏ ଗଣି × ପାଇ ପାରକ୍ୁ । ସନ୍ଦିମିଷ୍ଠ «¿+ × = < ++ 
×#^ ହେବ । ଏପର ¦, —ମାନାଙ୍କମାନକର ସଂଖ୍ୟା (୩ 1) ରୁ ଅଧକ ନୁହେ ଓ 
ଫଳତ, ଏହ ପ୍ରକାର ସମ୍ାଧାନମ୍ଥାନ ଏକ ସସୀମ୍ଭ ସମ୍ଭୁଜସ୍ଟ (Finite set) 

$= { 0, 1, ×, ×, ** › ×2} ଅନୁଗତ ହେବ | ଏଣୁ ଆମେ £ ଅଲ୍ତର୍ଗଡ 
ଏପଘର ଏକ ରାଶି ¢ == 0 ପାଇ ପାରଢୁ = ସେପରି 2 = 1 ହେଲେ 

A+ cb x 4+ cB 

ହରେଦ । ବଲ୍ଭି୍ମାନ ୫ =+ +8 ଳଅ । ଅମେ ଦର୍ଶାଇବୁ ସେ, «, / ଓ ର 
ପ୍ରତ୍ୟକ ଘଵଣିଦ୍ଧ ନେଇ ଗଠିତ ହୋଇ ପାରୁଥିବା ଷଦ୍ରଡମ ରାଶିକୁଞ 7 (<, ), 
(6) ସହ ସମାନ । 

ପ୍ରଥମତଃ, £ (0), ଅଲୁର୍ଗତ ସେ କୌଣସି ଗ୍ଶି 0 £ (<, ) ଅଲୁଗଭ ଅଃ | 

କାରଣ, $ ର ପ୍ରକାଶଜ, ¢ = 4, + 0 +a;0" +*+*+ a, .¡ 0" ! 
ହେଲେ 

$ =a +a; («+ cB) +a; («+ cB)Y* + ++ + arg O77} 
ହେବ, ଅଥାଲୁ ¢, £ («, 8) — ଅନୁଗତ ଏକ ଗୁଣି ହେବ । 

ବଷସ୍ଵତ ମେ ଆମେ ପ୍ରାଣ କରବ୍ଧ ସେ, * ଓ # ପ୍ରଭ୍ୟେକେ # (6) ଅଲୁର୍ଗତ; 
ଫଲଭଂ, ¥ (4; , 8) — ଅଲୁର୍ଗତ ପଭେଯକ ରାଶି ୮ (2) ¬ ଅଲୁର୍ଗତ ହ୍ରେଦ । ମନେକର 
# ଜ୍ପରସ “ର ଦୟ ବହୁଷଘୀ £ (%) ଓ ର ହସ ବଡୁପଘୀ ¢ (×) ଅଝଵେ | <ଠାରେ 
f (0— cB) =f («)= 0 ଓ g (#) = 0 ହେଭୁ,  (0—c)= 0 ଓ g(x) = 0 
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ଝ୍ବୀଙ୍ଗସ୍କ ଗ୍‌ଶିକୁଞ୍ଞ ୨୧୭ 


¬ ଏହୁ ସର୍ଜାକରଣ ଦ୍ଵସ୍ଵର × = ଏକ ସାଧାରଣ ସମାଧାନ ଅଝଵେ । ପୁଜଣ୍ଡ 2 1 
ଜମିନ୍ତ £(0 — ଅନ) = ଠ ହେବା ଅସମୂବ, କାରଣ £(@ — ନୟ = 0 ହେଲେ, 0 ¬ ନ 
କୌଣସି ଏକ «, ସହ ସମ୍ମାନ ହ୍ରେଦ । ବା, 

t+ci=0 «x, 4+cB, 


ହେବ ¬ ଏଦ୍ସ ସମ୍ଭାବନା ପୁଙ୍କରୁ ବାଦ୍‌ ଦଆସାଇଅନ୍ତୁ । ଏ ¢ (×) ଓ 
£(@ - ¢×) ର କେବଲ ଗୋଵିଏ ସାଧାରଣ ଶୂନୱକ (Common Zero) x=f 
ଅନୁ ଓ ଅନ୍ୟ କୌଣସି ସାଧାରଣ ଶୂନ୍ୟକ ଜାଞ୍ି । ଏଣ୍ଡ ¢ (×) ଓ £ (୫ - ×) ର ଯଦ 
କୌଣସି ବହୁପସୀ ଗ୍ଵଣି ଏକ ଉସ୍ପାଦକ ହୁଏ, ତେନେ ସେହୁ ବହୁପଷସୀ ଗଵଣିରେ ର ଘାଉ 
1 ଠାରୁ ଅଧକ ହେବ ନାହ୍ଜି । 


ବର୍ତିହାନ £ (6 — ×) ଓ ¢ (×) — ଏମାନେ ର ଏକ ଏକ ବହୁପସୀ ଓ 
ଏହୁ ବହୁଷସୀଦୁସ୍ବରେ ବଭ୍‌ନ୍ଧ ‰* ¬ ମାନଙ୍କର ସହଗମ୍ମାନ £' (6) ¬ ଅଲୁର୍ଗର ଏକ ଏକ 
ଗ୍ଵଶି ଅଝେ । ମ୍ମଜେକର #¥ (2) ¬ ଭପରସଥ ର ହସ୍ତ ସମ୍ମୀକରଣ / (×) ଅଖେ । 
ଏଠାରେ /) (ନ) = 0 3 ¢ (#) =0 ଏବ † (6୫) =0 ହେରୁ, / (×) ଦାରା 
(×) ଓ ¢ (6+ ×) ବହୁଷସୀ ଦୃସୟ୍‌ ବରଜ ହେବ ଓ ଭ୍ବଗସଳମ୍ଭାନ ` (6) ¬ ଜପରସ 
ଏକ ଏକ ବହୁଷଘୀ ହେବେ | ସଦ ‰(×)ର ଘାର 1 ଠାରୁ ଅଧକ ହୁଏ, ଢେବେ (×) 
ଓ £ (94+ ×) ବନୁଷଘାଦୁସୂର ଏକରୁ ଅଧ୍ୟକ ସାଧାରଣ ଶୃନ୍ଯକ ମିଳେ, ଓ ଏହ୍ରା 
ପୁଙ୍କ ବର୍ପ୍ତନାଲ୍ତୁଯାସ୍ବୀ ସମ୍ଭବ ନୁହେ । ସୁଚ୍ତଗୁଂ (0) — ଅନ୍ତର୍ଘର କୌଣସି ଦୁଇ ଗୁଣି 
¥ ଓ 8 ଜମିଷ,  %) =× +6 ହେବ । ମା (8) = 0 ଅଝେ ଏଣୁ # +8 =0. 


ବା, = — ହ୍ରେବ । ଝଳତଭ, ¥ ଓ 8, (0) ¬ ଅଲୁର୍ଗଭ ହୋଇଥବାରୁ, / ନଧ 


F(0) — କନ୍ଧ ହ୍ରେବ । ସୁନଶ୍ଧ, 0 4+ ମଧ (6) ଅଲୁର୍ଗଭ ହେବ । ଅର୍ଥ ଭୁ × ମଧ 
F(o) ଅନ୍ତର୍ଗତ ଏକ ର୍ଵଶି ଅଝେ । ସୁଢର୍‌ଂ. (4,8) = ଅଲ୍ୁଗଭ ସ୍ରଚ୍ତ୍ଯେକ ଗୁଣି 
F(0) — ଅନ୍ତର୍ଗଉ ହେବ । ସୁଢର୍ଵଂ, £(±, 8) = £(0) ଅଃ | 


ଚୀଁକ। : ଏହା ୍ତଣ୍ଣ ସେ, ଘଦ 6, ୮ ¬ ଭ୍‌ପରଛୁ ଏକ ବୀଙ୍କସ୍କ୍‌ ଗୁଣି ହୁଏ, 
ତେବେ #(6) ¬ ଅଲୁର୍ଗକ ସ୍ରତ୍ତଏେକ ଗୁଣି ¥ ପ୍ରଭ ସଜ୍ଜସ୍କ୍‌ ହ୍ବେବ । କାରଣ, ମନେକର 
«=¥(0¡) = (0), ଓ 0 ସ୍ର ୮ — ଜୁପରଯୁ ସମୂଗ୍ୀ ଗ୍‌ଣିଜାନ 0¡ = 0, 0, 05: * *, 0, 
ଅଃନ୍ତ | 
ମ୍ମନେକର 
F(x) =[x — (0) ] [x — (05) } [x = (03) fe: [x —¥(0,)1 
= x" 4c, x 7+ C3 xT pre vee + C5 
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£୧୮ ଘ୍ଵର୍ିତତ୍ତୁ 


ଢାହାହେଲେ ଜମ୍ପ ଦନ୍ତ ଗ୍ଵ୍ି୍ାନ, ଅଣାଲ୍ତ 
— ci = ¥(0;) + ¥(6,) + +--+ ¥ (6,) 
C5 =¥(0;)-¥(6,) + ¥(0,)-¥(65) + + + + + ¥ (6,1) (6,) 


(- Do == (0)? (65) * -¥(6,) 


ସ୍ରଚ୍୍େକେ {0; , 05,  “, 0, } ର ଏକ ଏକ ସମମିକ ଫଲନ ଓ ସେହ୍ଦ୍ର ହେ 
ପ୍ରତ୍ୟେକେ 7 -¬- ଅଲୁରଗଭ ଏକ ଏକ ରାଣି । ଏଣୁ £(×) ବନୁପସୀ £ — ଭ୍ପରସୁ ଅଖେ | 
ମାନ୍ଷ /(«) = 0; ଏଣୁ «› £ — ଜୂପରଗୁ ଏକ ସୀଇୀସୟ୍‌ ରାଗି ହେବ | 

ଚୀକା : ଗୁଙଂରୁ ଆମେ ଦର୍ଣାଇଛୁଁ ସେ, ୮/+, #)=F(¢) ଭ୍ବବେ ସ୍ତକାଶ 
କରାଯାଇପାରେ | ସେନ୍ଦଵପର ସବ୍ଦ ୩, # ଓ £ — ପରର ସୀଙ୍କୟୁ ଦୁଏ, ଆମେ F(4, 2, ₹) 
= (0, ୮) = (୪)  ଶ୍ଵବେ ଗ୍ରକାଣ କରପାରବ୍ଧୀ । ଏଦ୍ଗଷର ଅଗ୍ରସର ଦେଲେ 
ସେ କୌଣସି ବହୁ ମମ ସଂସ୍ତସାରଣ 7" (+, 8, 7, + -› 2) ଲୁ ର ଏକ ସରଲ ସଂସ୍ତସାରଣ 
F (×) ଭ୍ବବେ ସ୍ରକାଣ କର୍ଵଯାଇପାରେ । 

ଦ୍‌ଦ-୪, ଅଧ୍ବଯଦଗ୍ରେଣୀ ଓ ସସୀମ୍ଭ ସପ୍ତସାରଣ (Bases and finite 
extensions) ମନେକର 7 ଏକ ରୁଶିଲୁଞ୍ଜ ଓ × ଏହାର ଏକ ସଂସ୍ତସ୍ାରଣ ଅଃ । 
ନ -ଅନ୍ତର୍ଗଭ ସଂଖ୍ୟକ ଗୁଣି ୯, 4, *, “ୁ ଜମ୍ମିତ୍ତ୍‌ ଦ୍ର Z-ଅନ୍ତଗିତ୍ତ ଏପର 
?-ସଂଖ୍ୟକ ରଶି 1, „ˆ * ', ମିଲପାରେ ସେ, 


Nn C1 4 + Co yt Cg 3 +f rc, x =0 
ହୁଏ, ମାଛ କୌଣସି ଏକ „ ଶୂଜ୍ଯଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଢେବେ ଆମେ 1, “2, 
++, «„ ଲୁ ୮-ଉ୍‌ପରସୁ (ପରର ପ୍ର) ସରଳ ଭ୍ତ୍ରବେ ଛଳଉଁରଶୀଲ (Lineraly 
independent over F) କହୁ | 
ବପସ୍ଵଢ ମେ, ଯଦଦ ପ୍ରତ୍ୟକ ସମୁଚସ୍ଟ { 1, 6୨» ଃ,' * '› ଅମ} ଜମିଦ୍ତ 
ସ୍ପଙ୍କଦା 
C1 4 + Cp Kat Cg Kg + °+ ° FC, EO 
ହେଉଥାଏ, ତାହାହେଲେ ଅମେ ସଂଖ୍ଯକ ରଶି 4¡, <„,* * *, ‰» କୁ -ଉ୍ପରସ 
ସରଲ ଭ୍ଵଢେ ନଭରସ୍ସ୍ରଳ ( linearly independent over F ) କହ୍ରଦ୍ଧ | 
ଏଠ୦।ରେ ଆମେ କେବଳ ସେଦ୍୍ର ସମ୍ତମ୍ତ ସମଭୁଚସ୍ {ଘ, 6, * "› ଅମ} ନେଉ, ସେଉଁ- 
ମାନଙ୍କର, କୌଣସି ଗୋ?ିଏ × ଛଳମିଦ୍, ×? 0 ହୋଇଥାଏ | ପୂନଶ୍ୃ, ଏହ୍ମା ଷ୍ପଣ୍ ଯେ, 
ଏହ ଛେକ୍ଷରେ 7-ଅନ୍ତଗତ କୌଣସି ୮-ସଂଖକ ର୍‌ଷି £, £› £, * *› + ନମି 
fit) + FAG + fart Fee e+ fr =0 
ହେଲେ 1 = 7, = 7; = +++ = 7, = 0 ହେବ | 
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ଝ୍ରାଙ୍ଗସ୍କ ଗଣି ବ୍ଧ 


ମଳେଳଲର #କୁ ସପ୍ରସାରଭ କଣ ଆମ୍ଭେ ଏକ ଗ୍ରଶିକଲ୍୍‌ନ୍ତ £ ପାଇଛୁ VF ଅଲ୍ନଗତ 
ପ୍ରତ୍ୟେକ ଗଣି ଥରେ ବଦ୍ଯସଥାନ୍ୟ ମାନ ନ ଅଲ୍ଗିକ୍ତ କେଳଳେନ ରଶି F-ଅନ୍ତର୍ଗଠ ଜ 
ହୋଇପାରନ୍ତ୍ର । ଏଣ୍ଡ &-ଅଲ୍ତର୍ଗତ କେଳେଳକ ଗୁଥିକ୍ସ ବାଛୁନେବ୍ତୁ ଓ ମେମ୍ମାନଙ୍ 
ମାଧମ୍ଭରେ K -ଅନ୍ଧର୍ଗତ ପ୍ରଚ୍୍ୟେଳ ଗୁଥିଲୁ ସ୍ତକାଶ କରନାକ୍ସ ଚେଷ୍ତ୍ା କରକ୍ସ । କେଳେକ 
ଷେନ୍ବରେ ଏହା ସମ୍ଭବ ହୁଏ ଓ ସେଦ୍ରସ ସତ୍ଭାଦନାମ୍ମାନ ଆମେ ଏଠାରେ ପସ୍ବମ୍ଷା କର 
ଦେଝିକ୍ରୀ । 


ମନେକର #) › 2) 255“ * *» 2, ¬ ଏହୁ ରାଗିମାନ £-ଅଲୁଗର ଏପର କେରେଳ 
ଗଣି ସେ ଏଦ୍ରମାଜଙ୍କ ମାଧମରେ £-ଅଲ୍ତର୍ଗଭ ସେ କୌଣସ୍ତ ଗଣି 8 କୁ, -ଉପରସ୍ଥ 
ଘାଣିମମାନଙ୍କୁ ସହଗଭ୍ବବେ ବ୍ଯବହାର କର, ଆମେ ଏକ ଏବଂ କେବ୍ରଲ ଏକ ପରେ, 
ସଥା ;-- 


B= fi By + fobs + forbs + + +f.B. 
ଭ୍ତବେ ପ୍ତକାଶିତତ କରପାରୁ l ଅ୍ଥା୍ପ. ନର ଏହ୍ସ ପ୍ରଳାର ପ୍ରକାଶନ po ଗୋଃ4 
ପ୍ରକାରେ ହୁଏ ଓ ଏଠାରେ 1, £.› £,“ * ", £. ସହଗସାନ /-ଅଲୁଖଉ ଗୋଝିଏ 
ଗୋଝିଏ ଗୁଣି ଅଃନ୍ତ୍ର । ଏଠାରେ ଏହ୍ରା ଦ୍ରଷ୍ଧଦ ସେ, 1, 2, “ “, 8, ର୍ଗିମାଜ ସରଲ 
ତ୍ବ୍ଦେ କଉ୍ଭର୍‌ସ୍ବନ ଅଃନ୍ତ୍ର । ଅନଯଥା, ଯଦ #¡ › 22.“ “ ', 2, — ସରଲ ଭ୍ଵଢେ ପରଷ୍ତନ ସହ 
ଜଉଁରଣୀଲ ହୋଇଥାନ୍ତେ, ତେବେ 0ର ପ୍ରକାଶନ 


O= €; A+ E, f+ Es f+ +E, PB, (€ .#40) 

: ତୁଅଲ୍ଧା । ଏଠାରେ କୌଣସି ଏକ € ଶୃନ୍ୟଠାରୁ ସୃଅକ୍‌ ଡ଼ୁଅନ୍ଧା ଓ ସଂନତ୍ତଃ, 
ନମ୍ଭ ପ୍ରକାଣନ । 

0 = 0-2, +0, +075 +--- + 0-2, 
ସଂସୋଗରେ ଆମେ ““0””ର ଦୁଇବି ପରଞପରଠାରୁ ସ୍ୃଥକ୍‌ ସ୍ତକାଣନ ପାଆନ୍ତୁ । ଫଳକ୍ତଃ 
0-ର ସ୍ରକାଶନ ଏକ ଓ ଅର୍ଦ୍ଧ ତସ୍କ୍‌ ହୃଅଲ୍ତା ନାହି । ଏଣ୍ି 21, 2, * *, /„ ପରଞର ପ୍ରି 
ସରଲ ଭ୍ଵଵବେ ଜଉ ରସ୍ସନ ହ୍ରେବେ । ଏଠ ରେ ଆମ୍ଭେ < #1, #‰,  ', 8, > - ଏମାନଙ୍କର 
ସମୁଚୟ୍କୁ ର ଏକ ଅଧ୍ଵପଦଶ୍ରେର୍ଣ (Basi) ନାମ ଦେଉ । ଆମେ କ୍ରବ୍ଧ ସେ. £-ର 
ରଣିମ୍ଭାନଙ୍କ ସହ୍ରଗତ୍ଵଦେ ବ୍ଯବହ୍ଧାଚ କର <1, Ag 20> ଅଧୁଯଦଟେଣୀଯ 
ରାଣିମ୍ଭାନଙ୍କର ସରଲ ସଂସୋଗ ସମ୍ଭୂଚସ୍ଟ୍‌ (Set of linear Sums) 6୫ ଓ 
ଲେଖିବ୍ଧ , 

Ka Feb + FD,+ Fb + +++ + FD, 
ଏପର୍୍‌ ଲେଖିବାର ଢାସୂର୍ା ଦ୍ଦ ସେ -ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି ଦଦ୍ଢର୍‌ି £ -ଅଲୁର୍ଗଭ 
କେଜେକ ନ୍ଧରୂପି୍ ଗଣି £।, £, ' '› /“ର ସହସୋଗରେ fi B+ fodaF faba + 
+ £.-#, ସ୍ବୃବେ ଲୀଂୈିଭ ହ୍ରୋଇପାରବ । ଏଠାରେ ଏଦ୍ରା ଦ୍ରଷ୍ଟବ୍ଯ ଘେ) 
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$0 ଟ୍ଵଣଣିତତ୍ତୁ 


ଦ୍ଦ ସପ୍ତ୍ତମ ପ୍ରମେୟ £ -ଅଲଧର୍ଗଭ ସେ କୌଣସି ¢ (£ > 5) ସଂଖ୍ୟକ 
ଣ୍ଣ £ -ଲପରେ ପରସତ୍ଭର୍‌ ପଡ ସରଲ ଭ୍ତ୍ବବେ ନଭଭରଶୀଲ ହେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର %¡ , <, * +, *¿ ¬ ସଂଖ୍ୟକ ପରଷ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକୁ ଗ୍ଵଟିମ୍ଥାନ 
ଦଭଆସାଇଛୁ | ଏଠାରେ < 1, 8, #3, * “› 2, `> ଏକ ଅଧୁପଦଶ୍ତେଣୀ ହୋଇଥବାର 
ଆଗେ -ଅଲୁର୍ଗକ ଏପର୍‌ କେଭେକ ସଦ୍ରଗ £, ପାଇପାରୁ › ସନ୍ପମିଷ୍ଠ । 
<] =a1181 + a15By + a1 383 + © * * + a1uB,, 
x5 = as1By + A920 2 + uP + * + a2,B,, 
« es “++ asyB,, 
= anBi+BiyBo pr PO 
ହେବ । 
ମ୍ଥାନ୍ଧ £ < 5 ହ୍ରୋଇଥ୍‌ବାରୁ ଆମେ #ଂ-ଅନ୍ତର୍ଗଭ ଏପର୍‌ ¢ ସଂଖ୍ଯକ ଗୁଣି 
$1, P25 P3,, Bi ପାଇପାରବୁ , ସନ୍ତ୍ଲମିନ୍ତ୍‌ 
anf + an, +03 ¢; + “4 an $, =0 
A179} + aya P5 + A392 P 3 +++ Faify = 0 
d13%; +a: 395 Mo es 
anP1 aaa fs a = 
ଏବଂ କୌଣସି $, 50 ହେବ | ଫଲରଃ, 
G14) + Portg HG grxg Free + Peas 
= ¢ (2a; ifs) + Pu (Zas;B;) + $ 3°(Zaa3sb,) 4+ +o + Pp (Za4sbs) 


J F) ] j 
t 
=p; . ( 5 pc 
) Rk 1 3 
ହେବ । ଅର୍ଥରୁ, ୩ , <2, “3, * *, <¿ ସରଲଭ୍‌ବେ କଭଁରଣୀଳ ହେବ | 


ପ୍ରଥମ ଅନୃସିଭ୍ଧାନ୍ୁ : ସଦ 71› 2 “*› ଳ ରଣିଜାନ ସରଲଭ୍ତ୍ରବେ 
ନଭ୍‌ରସ୍ସୀନ ହୋଇଥାଏ, ଢାହାହେଲେ < $ ହେବ ! 

ସତ୍ଧାନ୍ତ : ଯଦଧ ୯-ଅନ୍ୁର୍ଗତ ଗ୍‌ଥିମାନୟର < %¡, <9," % > 6 <, 

*, , > ଦୁଇ? ଅଧ୍ୟଯଦ ଶ୍ରେର୍ଖୀ ହୋଇଥାଏ, କାହାହେଲେ $ =± ହେବ | 
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ଜଜସ୍ଟ୍‌ ର୍‌ଣିଲୁଞ୍ଜ I 5 


ସ୍ଥମାଣ : ଅଜଯଥା ଯଦ ¢ > $ ହୁଏ, %¡ , < * +, “ ପରଞର ସହ ସରଲଭ୍ତ୍ବବେ 
ଜଭଭରଣୀଲ ହ୍ରେବେ ଓ < %¡ , «+ +, % `> ଏକ ଅଧ୍ୁପଦଶ୍ରେଣୀ ହ୍ରୋଇପାରବ ନାହ୍ସି । 
ଏଣୁ ¢ < $ ଅଖ | ସେଦୁପର $ < £ ଅଛେ | ସୁକର୍ଂ, $ =£ ହେବ । 


ଆମେ ଦେଖିଲ ସେ, ଯଦ ଗ୍ଵଥିଲୁଞ × ର ଗ୍ଟିଲୁଞ୍ଞ ନ ଭ୍ପରମ ଏକ ଅଧୁପଦ 
ଶ୍ରେର୍ଣୀ ଥାଏ, ଢାହ୍ଵାହ୍ରେଲେ × ର £ ଉ୍ପରସୁ ପ୍ରଡେଯକ ଅଧ୍ବପଦ ଗ୍ରେର୍ଣରେ ସମ୍ମାନ 
ସଂଖ୍ୟକ ପଦ ରନ୍ଦ୍ରବ । ଏନଦ୍ଦର ପଦମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ୨ ଦ୍ଵେଭ୍‌ । ଆମେ ମକୁ £ ଭ୍‌ପରପ୍ଥ 
ର ଘାଢ degree) କଦୁକୁ ! ଲୁ £ ଜ୍ପରମୁ ଏକ -ସାସସ୍କ୍‌ ସସୀମ ସମ୍ଭବ ସାରଣ 
(a finite extension of degree n) କୃହାସିବ | ଅମେ n=[ K : F ] 
ଲେଖିବ । 

ଵ ସପ୍ତମ ପ୍ତମେମ୍ଟ୍‌ : ମନେକର ×, £ ଉପରସୁ କେ ୩-ଘାତାସ୍ 
ସ୍ମ ସମ୍ପ ସାରଣ ଅଖ । ଉାହ୍ାହ୍ରେଲେ ପରଞ୍ତର ସହ ସରଲଭ୍ବ୍ବବେ ନ୍ଉଭରଙ୍କନ £ 
ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି ନ-ସଂଖକ ପଦ #-ଭ୍‌ଷରସ୍ଥ ଯର ଏକ ଅଧ୍ୟପଦଶ୍ରେର୍ଣ ଗଠନ 
କର୍‌ବ । 

ମନେକର £ -ଅଲୁର୍ଗଉ ରାଶି #1, 22) #3 ;* * '› 2» (୮ ଉପରେ) ଏକ ଅଧୁଦେ 
ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ କରେ । ମ୍ମଜେକର 4, 4, “3 * '›* ¬ £ - ଅନୁଗତ ପରଖର ସହ 
ସରଳଭ୍ତ୍ବେ ନ୍ର୍ଭରସ୍ତ୍ରନ -ସଂଖଯକ ପଦ । ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରବ୍ଧୀ ସେ, ର ସେ କୌଣସି 
ରାଗି « 4 0 ନମ ଆକାରରେ, ଯଥା : 

«= «5 + dota + dag + ++ ese +d.% ତ୍ଵବେ ଲଖିକଭ ହ୍ରୋଇପାରବ । 
ଏନବ୍ଗ ସ୍ରକାଣଜରେ 1, ଃ, ଃ,* * ", „ ର୍‌ଗିମାନ ର ଅଲ୍ତର୍ଗଭ ହେବେ । 


ସ୍ତମାଣ : < $1, 8, As, * *, ନନ > ଏକ ଅଧୁପଦ ଶ୍ରେଣୀ ରଠନ କରୁଧ୍ଯବାରୁ 
K ଅନ୍ତଗଉ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଗରି -ଅଲୁର୍ଗଭ ର୍‌ଗିମାନଙ୍କୁ ସହ୍ରଗଷ୍ଵବେ ବ୍ଯବହ୍ଧାର କର ଏକ 
ସରଲ ସଂସୋଗ (1 ear sum)ଭୂବେ ପ୍ରକାଗିଭ ହୋଇପାରବ । ଏ F-ଅଲୁଗଭ 
କେତେକ ର୍‌ £ ¬ ମ ନ୍କୁ ସଦ୍ଗତ୍ଵ୍ବେ ଜେଇ ଆମ୍ଭେ «› “1 › *›' * *› “କ୍‌ ଅଦକ୍ୁ 
ନମ୍ପମଭେ ପ୍ରକାଶ କରପାରଦୁ , ଯଥା :— 
«= fo1B + foo Ba + Fost Bs + + * *+F fon‘ 
«5 = f11 By + figBa+ Fr9°Ps + ++ ott +f1nBn 
Re Fn ae Ee pi 
« ne pr pote 4 Fh ୨ 
ଆମେ ନରେ ଏପର (7 + 1)-ସଂଖକ ଗୁଣି 0› 21» 222 ` › 2» ପାଇପାର୍ରୁ , ସନ୍ତମିଣ୍ 
ଜମ୍ପପ୍ରଦତ୍ତ୍ ଆସ ଖ୍ୟକ ସପମ୍ମୀଲରଣଚସ୍୍‌ 
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ford +f 24 + for Ag + 6c +f, =0, 
fos"Ao +f 1 2°25 + food + Sa +f. A, =0, 
oT oa hel ୭ ee oe 


Feta hee Mi eer tb fate - 

ସତ୍ୟ ହ୍ରେବ; < «< 3 , 2,“ * * , ‰„ > ସରଲଳଭନାବେ ନିଭଁରସନ ହେଭୁ ନମ ସାରଣିକ 

fn for" “fo 
12 /29 Ing 

fin fon Fon 

ର ମୂଳା ଶ୍ବଜଠାରୁ ସୃଥକୁ ଅଝେ ଓ ଫଲଢଃ, 2, 2 0 ହୁଏ | 

ସୂଢର୍‌ଂ, 49x + 4% + Asx + °° Fae 

= Ao (Bf 9) 4 A (Sh sb)+ Ag (SfarBs) 4+ + An(Efar Bs) 


= ¥(Aofo = Arh + As fa + ** ua + An f2))8, 
= X0-P;=0 
; 


ହେବ । ଏଣୁ, 40 ୪ 0 ହେଭୁ . 


(- a) (ee 2s 


ହେବ । ଅଥାଜୁ, × -ଅଲୁଗତ ଶ୍ଭନୟଠାରୁ ସୂଥକୁ ଅନ୍ୟଥା ବୈଖମ୍ବସୀନ (arbitrary) 
ରାଣି ± ସ୍ରଦ୍ଠ -ସଂଖ୍ଯକ ସରଲଭ୍ତ୍ରବେ ନଉରସ୍ତ୍ରନ ଗ୍‌ଣି 4, <୬ ›“କ ¬ ର ଏକ 
ସରଲ ସ ସୋଗଷ୍ଵବେ ପ୍ରକାଣିଭ ହ୍ରୋଇପାରେ । ଅତଏବ, <], 4, -"%„ > ଏକ 
ଅଧ୍ଵପଦ ଗଶ୍ରେର୍ଣା ଗଠନ କରେ | 

ବଶ୍ତି୍ାନ ଅମ୍ଭେ ଗୋ?ଏ ଅଧୁତଦ ଗ୍ରେଣ ଣାଁରୁ ବଭ୍ନ୍ତ୍ର ଅଧ୍ପଦ ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ କମିନ୍ 
ଏକ ସାଧାରଣ ଜସ୍ଟମ୍ଭ ଉପସ୍ଥାପିତ କରବ୍ଧ । ଏହା ମ୍ପ ପ୍ରମତେୟ୍ଵର ବ୍ରସ୍‌ ବସ୍ତୁ ଅଖ । 

ଚତୃଃସପ୍ତଡଡମ ସ୍ରଚମେସ୍ଟ : ମନେକର ର୍‌ଶିକୁଞ୍ଜ ର ର୍ଵଶିଲୁଞ × ଏକ 
ସସୀମ୍ଭ ସମ୍ପି ସାରଣ ଅଟେ । ସଦର £ ଉ୍‌ପରସଥ × ନମିଲ୍ < 4 „ %, “" ,%„ > ଏକ 
ଅଧୂପଦ ଖ୍ରେର୍ଣ ହୋଇଥାଏ । ଏବଂ, = 1, 2, 3,* * *, ୩ ଦେଲେ 

PB, = ay + ay Xo + 3 KG + 4+ an n 
ହୁଏ, ଡାହ୍ାହ୍ରେଲେ <), 3, #3, + +2, > ଏକ ଅଧ୍ୁପଦ ଗଶ୍ରେର୍ଣୀ ଦ୍ରେବା ନମଚନ୍ତେ 
| ଥ¿¡ | ର ମୂଳ ଶନ୍ଯଠାଭୁ ପୃଥକ୍‌ ହ୍ଵେବା ଅବଦଣ୍ୟକ ଓ ସଥେସ୍ତ ଅଃ | 
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ଝାସ ଗୁଣିଲୁଵ୍ 35m 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର | 4¿ | 40, ମା୍ଷ £-ଅଲୁଗଭ କେତେକ ରଖି ¡, 
C359 ° ®, Cn ନ୍ମମଚିନ୍ତ 


C1 Pi +c, a+ C3 Ba+cs Ba + +c, B,.=0 


ଅଃ । ଡାହାହେଲେ 
n 
0= > Cs Bi 
j=1 
n 
= 5 Cs (ay, <; + ags <a Fay x3 + Fan XG) 
j=1 
n n 
=< ( Save +< (Davo | he 
j=1 j=1 n 
+< ( Sa ର) 
i=1 


ହେବ । ସୁଭରୁଂ, < *¡› <, ' ', <, > ଏକ ଅଧ୍ୟଦଶ୍ରେଣୀ ହ୍ରୋଇଥିବାରୁ, 


n n n 
= > ais “= > Ag == > a €) ହେବ | 
pa 


j=1 j=1 j=1 
ଏସ -ସଂଖ୍ଯକ ସମତ୍ଥୀକରଣରୁ ସାରଣିକ । 4 । ୪ 0ର ବ୍ୟବନହ୍ଥାର ସଲରେ 0 = 
n 
=.= ¡= * “ * = ଜଲବ | ଫଲତଃ, ଆମେ ଦେଖିଲୁ ସେ, 5S Cc; Ps =0 
j=1 


ହେଲେ ପଭେଏକ ରେ ମୂଳା ଶୂନ୍ଯ ସହ ସମ୍ଭାନ ହୁଏ ଏଣୁ < 1, Ag A > 
ସରଲ ଶ୍ବାବେ ନଭ ରଘ୍ତ୍ରନ ଦୁଅନ୍ତ ଓ ଫଲଭଃ, < /1 । 2, * * › 2„ > ଏକ ଅଧ୍ବପଦଗ୍େର୍ଣ 
ଡୁଏ । 

ଅପରନତୁ ସଦ | 4,¿¡ | =0 ହୁଏ, ଆମେ ଜାଣୁ ସେ, ଆମେ £ -ଅନୂର୍ଗକ, ସମସ 
Cs ଶିଳ୍ଯ ଜ ଥାଇ, ଏପର୍‌ 61, 625 C3) * *, ନ ପାଇପାରୁ ସନ୍ତ୍ର୍ମିଲ 
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୪ ଗ୍ରରିଭତ୍ତୁ 


a11 Ci + G59 Cog Cs F* tt Far, C= 0 

Gs1 Ci F Gg9 Co+ G93 C3 F*** + Aan Cp = 0 

Gu C1 FAn9 Co Ans Cs Fann Cn =0 
n 


n n 
ଢ଼େବ । ଫଲଢଃ, Sec, =D €; ( ; au <) 
po 


j=1 j=1 i=1 


n n 
=) 4 ; 4) ଅ, => 0 =0 ହେବ | ଅ୍ଥାଜୁ, 
pa ` 


i=1 j=1 

< #; , ,,* * *, ନ„ >> ଘରହ୍ରଠାରୁ ସର ଭ୍ଵାବେ ନଭଁଲସ୍ଥାନ ହୋଇ ପାରେ 
ଜାହ୍ରି | ଏଣ୍ଣ < 2, ଥୁ + +, 8 > ଏକ ଅଧୂଫଦଶ୍ରେଣୀ ହେବା ନମଲ୍ରେ । 4;¡ | = 0 
ହେବା ଆବଶ୍ଯକ ଅଃ । 

ବ୍ଦ, ସସୀମ ସମ୍ପ ସାରଣମାନଙ୍କର ଗଣ : ଏହାପରେ ଆମେ ପ୍ରମ୍ଥାଣ 
କରବ୍ଧ୍‌ ସେ କୌଣସି ରାଥିଲୁଞ୍ତରି ସସୀମ୍ଭ ସଂସ୍ତସାରଣ କଲେ ସେଉଁ ର୍ଵ୍ିକୁଞ୍ଜ ମିଲେ, 
ଚାହା ସେଦ୍ର ର୍‌ଗିକୁ୍ଚର କୈୌଁଣସି ଏକ ସରଲ ସ୍ସ ସଂସ୍ତସାରଣଠାରୁ ଅଭ୍ତନ୍ତ୍ର ଅଃ । 
ଏଣୁ ସେ କୌଣସି ସମସ୍ତ ସଂପସାରଣକୁ ଏକ ସରଲ ଟୀଜୀସ୍ବ ସଂପ୍ରସାରଣ ରୁପେ ପ୍ରକାଶ 
କର୍ବସାଇପ୍ାରେ । ମନେକର ର × ଏକ ସସୀମ୍ଭ ସସ୍ତସାରଣ ଅଟେ । ସଦ୍ଦ୍ର ୩, ର 
କୌଣସି ଗୁଣି ହୋଇଥାଏ, ଆମେ ଦର୍ଣାଇବ୍ୁ ସେ «, -ଉ୍‌ପର୍‌ଯ ଏକ ଟ୍ରାକ 
ରାଶି ଅଛେ । 

ପ୍ତମାଣ : ମନେକର ଉର Kର ଘାଉଭ ଅଃ, ଅଥାର, [K : F] 
= n ତାହାହେଲେ 1, ±, ଏ+ +, ଝ" — ଏହୁ (୨ + 1) — ସଂଖ୍ଯକ ପଦ F-ଜ୍ଷରେ 
ସରଲ ଭ୍ଵଵବେ ନଭ ରଣୀଳ ହ୍ରେବ । ଏଣ୍ମ ସମ୍ଭସ୍ତ ଶୂନ୍ୟ ନ ହ୍ରୋଇସ୍ତ୍ବା ଆମ୍ଭେ #-ଅଲୁର୍ଗଉ 
ଏପର୍‌ (^ + 1) ¬ ସଂଖଏକ ରଶି £0, 741, /,* * *› £. ପାଇ ପାରବୃ ସନ୍ଦ୍ଵମମତ୍ତ 

f+ fi x + fox +f; x foie reehpfx' = 
ହେବ । ଏଣୁ *, /-ଜପରସ ଏକ ବୀଜୀୟ୍‌ ରାଗି ହ୍ରେବ । ଏଠାରେ ଅମେ ଦ୍ଧ ସପ୍ତ ଭଢମ 
ସ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵର ବ୍ଯବଦ୍ଧାର କରଅନତୁ । 

ନଶଚିମାନ ଅମ୍ଭେ ପ୍ରମାଣ କରବ୍ଧ ସେ, 

ପଞ୍ଚସପ୍ତ କଡମ ପ୍ରମେୟ : ନର ସେ କୌଣସି ସମ୍ପ ସାରଣ × ସସୀମ ହେବା 
ନମଲ୍ତେ ଏହା /ନିର ଏକ ସୀରଙ୍କସ୍ୁ ସମ୍ପ ସାରଣ ହ୍ବେବା ଆବଣ୍ଯକ ଓ ସଥେଷ୍ଟ ଅଖ | 
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ଝୀଜୀସ୍କ୍‌ ଗ୍ଵଣିକୁଞ୍ଜ 35% 


ସ୍ଥମାଣ : ପ୍ରଥମ୍୍ତଃଧ ମନେକର ର × ଏକ ସସୀମ ସମ୍ପି ସାରଣ ଅଟେ ଓ ଏସ 
ସମ୍ପ ସାରଣ ଜମିବ < 4¡ , <,* * ' . < `> ଏକ ଅଧ୍ୁପଦ ଗ୍ରେର୍ଣା ଅଛେ ଫଳଉ?, 
K=F +t F +t F +e +P 


ଉପରକୁ ଆଲେଚନାନ୍ୁୟାସ୍ତୀ ସ୍ରଭ୍ଯକ «¿› 7-ଜ୍ପରସୁ ଏକ ସୀକାୟ୍‌ ଗ୍ଵଣି ଅଵେ । ଏଣ୍ଡ 
K , ର ଏକ n-୫ମବଣିଷ୍କ ସୀଜଞୀୟୁ ସ୍ଥ ସାରଣ, £ = F (4), ** * *5 ଏ„) ଅଖଝେ | 
ସପ୍ତଷ୍ୀଉମ ପ୍ରମେସ୍୍‌ ଅନୁଯାସ୍ଟୀ ଆମେ -ଉ୍ଷରଯୁ ଏପର ଏକ ଟସ ଗଣି 9 ପାଇପାରବ୍ଧ 
ସନ୍ତ୍ବିମିଦ୍ତ୍‌ £, £ ର ଏକ ସରଲ ଟୀଙ୍ଗୟ୍ଟ ସରଧ ସାରଣ, × = (0) ହେବ । 

ବପସ୍ଵଭ ଜମେ, ସଦ £ = £(0) ହୋଇଥାଏ ଓ # ସ୍ତର ଓର ଘାଉ 
ହୋଇଥାଏ, ଉାହାହେଲେ -ଅଲ୍ୁର୍ଗଉ ଗ୍ଵଣିମାନକ୍ସୁ ସହଗଷ୍ଵବେ ବ୍ଯବହାର କର ଆମେ 
6ର ଦୁସ୍ଟ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ 

$, + 610+ Bs 0° + $3°6° + +++ + Gp1°0"? + Gor O° =0 
ରୁଷେ ପାଇବ୍ଧୀ ଓ ଏହାର ବ୍ଯବଦ୍ରାର ସଳରେ ×-ଅଲ୍ପର୍ଗଜ ସେ କୌଣସି ଗ୍ଵିଥି «କୁ 
F-ଅନଲୁର୍ଗଉ କେତେକ ରଖି › '1› “` ¦, 1 ମାନଙ୍କର ସାହାସ ନେଇ 

«< = CF 61°04 Co 0 + + + Cp 3°07 
ସ୍ତ୍ରବେ ପ୍ରକାଶ କରପାରବ୍ଧ । ଏଣ୍ଡ 1, 0, 6*,--- ,0" ˆ" ଏକୁ n-ସଂସ୍ୟକ ରାଗି 7 
ଜ୍‌ପରେ ର ଏକ ଅଧ୍ୁଦ ଖେର୍ଣ ଗଠନ କରବା ଫଳରେ × = (0) ହେବ | ଏଠାରେ 
£ ଉପରେ 0 ର ଘାଉ = =[ × : £ | ହେବ | 


ଶଟ୍‌ ସପ୍ତଵ୍ତଡମ ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ମନେକର ର × ଏକ ସସୀମଥ ସ୍ପ ସାରଣ ଓ 
K ର £ ଏକ ସସୀମ ସ୍ପ ସାରଣ ଅଃ । ଡାହ୍ଵାଦେଲେ £ ଲ £ ଏକ ସସୀମ ସମ ସାରଣ 
ହେବ ଏବଂ [€ : £] ={¢ : £] + [× : ୮ ] ହେବ । 

ସ୍ତମାଣ : ମନେକର # ଜ୍୍‌ଷରସୁ × ନଜମିଶ୍‌ 4¡¡ ୩, * +, *‰ ଏକ ଅଧୁପଷଦ 
ଶ୍ରେର୍ଣ ଓ × ଉପରସୁ £ ଜମିଶ୍ଚ /) › ନ2,‹‹+›?ିଲ ଏକ ଅଧୂପଦ: ଶ୍ରେଣୀ ଅଵେ । ଢାହ୍ା- 
ହେଲେ ଆମେ (7) — ସଂଖ୍ୟକ ଗୁଣ୍ଡଳ 'ସଂଲ < /2¡ ପାଇକୁ . ଓ ଏମାଜେ # ଜ୍‌ପରେ 
ସର୍‌ଲଭ୍‌ବେ ନ୍ଭରସ୍କନ ହେବେ । ମନେକର «, £ ରସେ କୌଣସ ଏକ ଗଗ ଅଝେ । 
ଆମେ £ ଅନ୍ୁର୍ଗଭ ବେଭେକ ରାଗ £) › £; 5, * *› ଥିଲ ନେଇ “ କୁ 

«= kif + kya Rar Ba + ++ Rm‘ Bm 


ସ୍ତବେ ପ୍ରକାଶ କରପାରବୁ' ! ସୁନ; ସ୍ର £4 ଭୁ:ଆସେ 1" ଅଲ୍ଧର୍ଶ୍ ତ୍ରକତଭକ ଗଧ 
fo, fiz fe39 ନ ମାନଙ୍କ ସାହ୍ାୟୱରେ 
ke =f0%9 + fiat +f tg +r +f 
ତ୍୍ୃଦେ ପ୍ରକାଶ କର୍‌ପାରକୁ । ସଂଳଡଂ, 
ବଂ 
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3୨୭୬ ରା୍ିଉତ୍ତ 


mm 
=D (far tfies + orf ) B 


i=1 


= fe Bi, 


i, J 
ସ୍୍ରବେ ପ୍ତକାଗିଭ ହ୍ରେବ । ଏଣୁ £ ୪ ର ଏକ ସସୀମ୍ଭ ସମ୍ପ ସାରଣ ତୁଏ ଓ ଏଥ୍ବରେ 
«Bj. A Bg,e ¢ oe oe , ଏ ଳିଲ ¬ ଏହୁ (୩୩)—ସଂଖ୍ୟକ ଗୁଣି ଏକ ଅଧ୍ପଦ ଶ୍ରେର୍ଣ ଗଠନ 
କରନ୍ତ । ଏଥି, 


(€: F ]=(mn)=m-n=( €: RK} KIF] 
ହୁଏ । 

ଅନୃସିଦ୍ଧାଲୁ : ସଦ £ ଉ୍ଷରେ ର ଘାତ ହୁଏ ଓ «, × ଅନୁର୍ଗତ ସେ 
କୌଣସି ଏକ ଗଣି ହୋଇଥାଏ, ତେବେ «,› £ ଭ୍ପର୍ସୁ ଏକ ଝୀଜୀସୁ୍‌ ଗଣି ହେବ ଓ 
ଏହାର # ସ୍ରତ ଝୀଜସ୍ତ୍ୁ ଘାତ୍ତ ୩କୁ ୍ବ୍ରଗ କରବ । 

ସ୍ତମାଣ : ମଳେକର £ = £ («) ଓ «ର ସମୀକରଣ, #-ଅଲୁର୍ଗଭ £ ମାନଙ୍କୁ 
ସହୁଗତ୍ବବେ ନେଇ ୨୩ ଅଖ | ଏଣୁ, 


fo+ fit + fo + eee F fmt" =0 
«ର ହ୍ୁସ୍ଟ୍‌ ସମ୍ମୀକରଣ ହେଲେ, [ £ : £ ] = ହେବ । ଏଠାରେ K„ £ («)ର ଏକ 
ଅସୀମ୍ଭ ସମ୍ପ ସାରଣ ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ , 

n=(K:F)=(Ké}H €r )=(K:é}m 
ହେବ, ଅଥାଜ , ୩ ଦୁର୍‌ା ॥ ବଭ୍ବଜଯ ହେବ । 

ପର୍‌ଣେଷରେ ଆମ୍ଭେ ଦର୍ଣାଇବ୍ଧ ସେ, ସୀଜୀସ୍ଟ୍ର ସମ୍ମୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍କ ସାହାସ୍ଯରେ 
ଆମେ ସେତେ ପ୍ରକାର ଗଵଶିମ୍ଭାନ ପାଉ, ସେ ସମ୍ଭସ୍ତ ସଜ୍ଞା ହ୍ରେବେ । 

ସପ୍ତସପ୍ତଳ୍ତମ ସ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ : ମନେକର /" ଉ୍ପର୍ସୁ ଏ), <, ` ** > 
କେତେକ ଟାଇଟ୍‌ ଘଵଗି ଓ 6, ନମ୍ପ ସମ୍ଭୀକରଣ 

49 + 4g O+ «50° F hg 0° 4+ + + 0" = 0 
ର୍‌ ଏକ ମୂଲ ଅଃ । ଡାହାଡ୍ରେଲେ୍‌ 6, ୮ ଜ୍ପରେ ଏକ ଗାୀଜୀସ୍କ ଗୁଣି ହ୍ରେବ । 
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“ଇସ୍‌ ଗୁଣକୁ £59 


ସ୍ତମାଣ : ମଜେକର £= F(‰, ୩, +“ 4); ଏହାକୁ ଆମେ ମୁ 
ଆଲୋଚନା ଅନୁସାସ୍ଟୀ ର୍‌ ଏକ ସରଲ ସଙ୍ଗସର ସମ୍ଚ୍‌ ସାରଣ £ = (¥) ଭ୍ବରେ ଲେଖି 
ପାରବୁ' । ଫଲଭଃ› £, ର ଏକ ସସୀମଭ ସ୍ଧସାରଣ ହ୍ରେବ । ମାନ £(0), ର ଏକ 
ସସୀମ୍ଭ ସମ୍ପ ସାରଣ ଅଛେ । ତେଣୁ £(), /"ର ଏକ ସସୀମ୍ଭ ସ୍ପ ସାରଣ ହ୍ବେବ । ଫଳକ) 
£(6)-ଅଲୁର୍ଗଭ ଗଣି 6, ଭୂପରୋକୁ ଅନସିଙ୍କାନ୍ତ ଅନୁସାର, 7 ଉପରେ ଏକ ସ୍କ ର୍‌ଥି 
ହ୍ରେବ । 


ଏଦ୍ସ ସ୍ତରମେସ୍ଟରୁ ଏଦ୍ରା ଖ୍ରଷ୍ଣ ସେୟ ଆସ୍ତେ ସେ କୌଣସି ସୀଙ୍ସ୍କ ର୍‌ଣିକୁଞ୍ଜଲୁ 
ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁରିମ୍ଭାନଙ୍କ ଦୁାଗ୍‌ ଗଠିତ ଗୁିକୁଞ୍ଜର ଏକ ସସୀମ୍ଭ ସମ୍ପି ସାରଣ ରୂପେ ନର୍ଦିଷ୍ତ 
କରପାରବ୍ୁ । ସମ୍ଭମ୍ତ ସୀଙ୍ଗସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣିମମାନ୍ଧର ସମ୍ମାହ୍ନାର ଏକ ଗ୍ରରିକୁଞ୍ଜ ଥ ଗଠଜ 
କରୁଥଲେ ହୈ ଏକ ଝୀଙ୍କସ୍କ ଗୁରିଲୁଞ୍ଜ ଗଠନ କରପାରନ୍ତ ଜାଦ୍ରି । ପରମେସ୍୍‌ ଗ୍‌୍ିମାଳଙ୍କର 
ରାଗିଲୁଞଲକୁ ଭୂ ନାଚ ଦଅ । ସନ୍ଦ୍ର ଥି ଏକ ସ୍ସ ଗ୍‌ଟିକୁ୍ଜ ହ୍ରୋଇଥ।ଆନଲ୍ତା, ଭାଦ୍ବାଦ୍ରେଲେ 
2, ଘର ଏକ ସସୀମ ସଖ ସାରଣ ହୁଅନ୍ତା ଓ [4:୦]=" ହେଲେ, ସେ କୌଣସି 


PN 
ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା 9 > ॥ ଛମି୍୍‌, 0 = 2? , ଥ ରେ ଅଲୁର୍ଗଢ ହ୍ରୋଇପାରଲ୍ତା ନାଦବ । 
କାରଣ, ଏହ୍ରା ପଣ୍ଡ ଯେ ଠୁ ଅନ୍ତର୍ଗତ ସେ କୌଣସି ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣିମାନକ୍କ ସହ୍ରଗତ୍ଠଦେ 


ବ୍ୟବହାର କର (୬-2) ¬ ଏବ ବହୁପଘ୍ଠୀ ଗ୍‌ଶିନତର କୌଣସି ନନ୍ଦୀ କ୍‌ଦ୍ତ୍ାଦ୍ଦକ 
ଷ୍କବେ ମିଲପାରବ ନାହି । 
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ଦ୍ଧାଦଶ ଅଧାୟ 
ଲଣ୍ରେମାନ୍‌କ୍କର ଗ୍ରମେସ୍ଟ 


(Lindemann’s Theorem) 


୧୬-୧. କେତେକ ଆବଶକୀସ୍ଟ ଆଲୋଚନା : ମନେକର ଏକ ଗୁଣିଲୁ୍ଜ 
Fର %1› ୫, 3, * * "> ଆଳ କେରେକ ପ୍ରଦଦ୍ତ ଗ୍ଶି ଓ 


Ci =x + Xg+ x3+ *- 4 Xn =35x; 
i 
C= Xi Xa Xi Xg FF XoXg FF Xn 1X = 324%, 
i<j 
Og = X1XX3 TF XaX3X4 +H * fF Xn ga Xa = Saux 
ic i<k 


O° = XX * Xn 
ପୁଝ୍ବବଣ୍ଠୀ ଏକାଦଣ ଅଧାସ୍ରେ ଆମ୍ଭେ { ୦୮], ଓଂ, “୬ ୦୮. } — ଏହ 
ରାଶିଜାଜଙ୍କ {2 ,22, 3, ' *› ନୀର ମୌଲକ ସମମିକ ଫଲନ ନାମ୍ଭ ଦେଇଛୁ । ଯଦ୍ଦ 
{ 1, 2, 3, ++ -, ନକୁ କୌଣସି ଏକ ପ୍ରକାରେ ସଜାଇଲେ ଆମେ {71,?2,?3,* * “,?} 
ଯାଉଁ, ଢାହାହ୍େଲେ ସେ କୌଣସି ୦୮ରେ 2¡ ସ୍ଥଲେ ± › ୪ ଖିଲେ ×, , × 


ସ୍ଥଳେ 2, › * ' '› 2% ସିଲେ ± ଲେଖିଲେ ସେହ୍ସ୍ ୦୮ର ମୂଲ ଅପରବର୍ଲିଭ ରହନେ । 


ମ୍ଥଳେକର (1) 499 3» * * "› ±), {19 ×, * * *› ‰„]ର ଏପର୍‌ ଏକ 
ବହୁପସୀ ର୍ଣି ସେ { 1, 2, 3,› ++“ › #}ର ସେ କୌଣସି ବନ୍ୟାସ {, 2, ?5› ' * ', 
?'ନ} ନମିଣ୍ବ ସଙଂଦା 


P(x x x 
( nn’ ¥” 7s 


ହୁପ, ଅଥାଜୁ (21, × * * ', 2) ଏକ ସମମିଭ ଫଲନ ଅଖେ | ଆମେ ଏକାଦଶ 


, * * "› x )=P(x1, Ky, Xa, *°*, Xu) 
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ଅଧାସ୍ଟରେ ସ୍ରମ୍ଭାଣ କରୁଅଛୁ ସେ, (1) ୨, ** *, × ) ଏକ ସମମିକ ସଲଜ ଅଃ | 
ଆମ୍ମେ ଏକାଦଶ ଅଧ୍ାସ୍ତରେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରଅଚୁ ସେ, 2 (21, 2› ** *› ‰)କୁ { ୮, 
ଓ”, ***) ଓ୮ନ}ର ଏକ ବନୁଷସୀ ଫଳ ନଷ୍ତ୍ବବେ ପ୍ରକାଶ କର୍୍‌ଯାଇପାରେ; ସଥା: 

x10 + xa he Fant = (24 Fx teeta) 

— (x1 x9 Xx Fe Fxg 1%) 
= oF — 6, 

ଇଉ୍ୟାଦ୍ଦ | ଏଦ୍ରାର ପ୍ତସ୍ଚୋଗ ଝଲରେ ଆମ୍ପେ ପ୍ରମ୍ମାଣ କରବ୍ଧ ସେ, ସହାସୟ୍ଟକାଟଵୀ ଉତପଗ୍ରମେୟ୍ 
(ଏ) ସବ୍ଦ 

f(x) = cox’ +01 xT I + cox + eer FCs x + Gn 
ର ସହଗମାଜନ, ଅଥ, 0+ 1, ଠି, “ଂ*› ନୋ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ପୃଣ୍ଡିସଖ୍ଯା 
ହୋଇଥାଏ, (×) = 0ର ମୂଲମାନ୍କୁ 21, 2ଛ› ଥ2, * * > ଥୟ ନାମ ଦ୍ରଆଯାଏ, ଏବଂ 
P(x1, %› *** 5 ×) ଏହୁ ସମ୍ଭମଭିତୁ ଝଲନ୍ମରେ ବ୍ଯବଦୃକ୍ତ ସହ୍ରଗମ୍ମାନ ଗୋଵିଏ 
ଗୋନଵ୍ଧିଏ ପ୍ଵରମ୍ତେସ୍ଵ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ, ତେବେ Z(/, ନ„, “+ *, 2) ଏକ ପରମେସୟ୍‌ 
ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । ପୁଜଶ୍ଚ, ଯଦ୍ଦ୍ର (1, 25 “ * “› ¥» /ର ସହଗମାନ ଗୋଡିଏ ପୁଣ୍ଡିସଖ୍ୟା 
ହୋଇଥାଏ ଓ ର୍‌ ସସୋଜ ସାଉ ± (ପୁଣୁିସଖ୍ୟା) ହୁଏ, ଢେବେ ଂ ଅ(#;› 22, ** 
£,) ଏକ ପୃର୍ଷ୍ଣିସଖ୍ୟା ହେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ଏଠାରେ ଅ(/, #,› #3, +୧୧» ନକୁ {୦୮, ୩୨, ଓ 3› ** '› 
୮, }ର ଏକ ବହୁପସ୍କ ୦ (୨୮, ୧୯୮,, ଓ”, “+ *, ଓ୪୮,) ରୁପେ ସ୍ରକାଶ କଲେ ଠୂର 


ସହ୍ରଗମ୍ମାନ ଏକ ଏକ ପର୍‌ମ୍େେସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । ମ୍ଥାକ୍ଷପ ୨୮) = = c=, 
0 
Cg = — oe, oc, =(— I ଅଖ | ଏଣ୍ର Qs; I Ge | ର ଏକ 
Co Co Co 


ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ସଦ୍ରରବମିଷ୍ ବଡୁ ଷସୀ ରାଗି ଦ୍ରେବ । ସଲକ୍ତଃ, ଯର ମୂଳା ଏକ ପର୍‌ମେସୟ୍ ସଂଖ୍ୟା 
ହ୍ରେବ । 
ପୁନଣ୍ତଚ ସଦ୍ଦ ପ୍ରତ୍ୟେକ ଏକ ଏକ ପୁ୍୍ପିସଖ୍ୟା ଦୁଏ, ଆମେ $() =" ” 


(2) =¥ +00" +00" +o 4+ ଜେଇ 

0 

ଦେଖ୍‌ ସେ, $ (×) = 0 ହେଲେ † (" "ହେବ, ଅଥାନ୍ତ, (2 ମୂଲା 1, 5 23, 
Co 


› 2„ ମଧରୁ 'ଗୋଝିଏ ହେବ । ଏଣୁ $(×)ର ଣ୍ୃୂନ୍ଯକ ମ୍ଥାଜେ ଦ୍ରେଲେ, ଅଃ) 
ଠoଥୟ୨ ଠି * * "୨ ଥିଲ ଏବଂ ଏମାନୟର ମୌଲିକ ସମମିଭ ଫଲନମ୍ଭାନ ୨, 
0 ୨୮ 5› - * *, ଆ) ୦୮, ହେଉ୍‌ଞବାରୁ “ମାନେ ଏକ ଏକ ଗୁଣ୍ଡିସଂ୍ପୟା ହ୍ଵେବେ । ମନେକର 
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sone ର୍ଵଣିଉ୍ତନ୍ତୁ 


P(x1, %› ** ", 2%) ଏକ ସମମିଭ ବହୁପଘ୍ୀ ଗ୍ଵଣି ଓ ଏହାର ପ୍ରଭ୍ୟେକ ଷଦମ୍ଥ 21 , 
2 **“ × ଚଲରାଣିସାଜଙ୍କର ଘାଳମ୍ଥାନଙ୍କର ସମ୍ଭଙ୍ଗି £ ଅଃ । ଅଥା୍ର, 


Y Y. 7, 
Px(x1, X29 tt xX) =X f0 x1 | Ke Px” 


ଓ ₹) + 2+ ++ + ୮, = ଅଵେ । ଅମେ 2 କୁ ଏକ ସମ୍ଭଘାତ୍ତୀ ସମମମ୍ିତ୍ତ ଶି 
(homogeneous symmetric polynomial, ଓ ଏହାର ସମ୍ଭଣ୍ଡିଗତ ଘାତ 
(Total degree) k କଦୁବୁ । ସଦ 2 <± ହୁଏ, ତେବେ 

Co* pa(Bi 5 Bo ++ *> Ba) = Co "Cok pr(B;, Bas ***5 Bp) 


= Co “co 3G. - m1 * Bo’? ¢ Bg? 3 .. By (72+ ଶା +r. =k) 


= Co Eb (cB)! (CoB)? (cof 3 YY 3... (CoB) 

= pr (CoB1s CoBs, ++ «> CoPn) 
ବହୁପସୀଝି < ୪1 ଅ0ଳି୨, ** *, ଠନ, > ର ମୌଲକ ସମମିଭ ଫଳନମ୍ମାନଙ୍କର ଏକ 
ବହୁପଣ୍ୀ ହେବ ଓ ଏହାର ସହଗମ୍ଭାନ ଏକ ଏକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବେ । ଏଣ୍ରି 60“ ଏକ 


ମୃ୍୍ମିସଞଖ୍ଯା ହେବ । ଏଠାରେ p= D> ୬. ହେଉ ofp = Do ୬. ଏକ 
k<t k<t 

ମୁର୍ପରସ ତ ହେବ । 

ସହ୍ରାସ୍ଟକାରୀ ଉପସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ (୬) ମଳେକର ସ୍ତର k ନମିତ୍ତ a;() ଏକ 
ବହୁଷସ୍ତୀ ରଶି ଓ ଏହାର ସହ୍ରଗମମାନ ଏକ ଛଦ୍ତିଞ୍କ ଗୁଶିକୁଞ୍ଜର ଅନ୍ତର୍ଗତ ଅଝଵେ । ସଦ୍ଦ 
1< ¡<q ଛମିଲ 

P,= ay (x4) 91 + a(x )-y9 + + a(x)" Vs 
ହୁଏ, ଏବ, 21; ଆ ‹ 23› ** *› 2. ର ଗୁଣନସଲଲୁ ସଜାଇ ଲେଖିଲେ 
Be DE p= Te 

ir GS ir4 1 

ହୁଏ, ଭାହାହେଲେ ପ୍ରତ୍ୟକ ସହଗ €, {21, 22, **  › ¥} ର ଗୋଳିଏ ଗୋଝିଏ 
ସୂମ୍ମମ୍ପିଭ ରାଣି ହ୍ରେବ । 

ସ୍ତମାଣ : ଯଦ {×1, 2, “ * , ୪୧} ର {× × x} ଏକ ବିନ୍ଯାସ 


71, Y25 
7 ହୁଏ, ଢେବେ (2; “ 25 - ++ * 2) ପ୍ରଭ <ଦ଼ ବିନ୍ଯାସ 7 ପସ୍ଟୋଗ କଲେ 
7 soe PD , . oe 
ନ £" ” % ) ମିଲେ । ମାନ୍ଧ ଏହା ସଳରେ 2 5 ` ' ” ର କୌଣସି 


ପରବଣ୍ଡିନ ହୁ ଏ ନାତି । ଏଣ୍ଡ {1, 21 3, ..., ¶} ର ବିନ୍ୟାସ 7 ସଲରେ {1, ?› 
4) ମୟ} ମିଙ୍ଗସବାରୁ 
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nr,’ 73 


=P; . P, on Ps 
= 3c (=, Xy9 X35 ***, x) ” VY on $ Vg 
ir ir 9 


ହେବ ¦ ଫଲଭଃ, C (¥, 3%, n**5 x, )=C (27, X39) +) 2) ହେବ । 
ଅଢ ଏବ, €, {×%1, ×, ... › ×#} ର ଏକ ସମମିଭ ଖଲନ ହେବ ! 


ଅନୁମୂଲଦାସ୍ତକ ରଵଶିକଲୁଞ୍ଚ ( Normal Fields) : ଆସେ ଏଠାରେ ପରମେସ୍‌୍‌ 
ରାଶିକୁଞ୍ଜର ଜାମ ଠ ନାମ୍ଥ ଦେବ୍ଧୀ' । ମନେକର (×), ଠି ଭ୍ପରସ୍ଥ ଏକ ଭଉସ୍ପାଦକ 
ବସ୍ସୀନ ବହୁଷସୀ ର୍‌ଣି; ଅଣା, 

P(x) = ko + hix + kat +4 + kin? 
ଅଟେ ଓ ଏଠାରେ ପ୍ରତ୍ତକ ‰‹„ ଏକ ଏକ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣି ଅଝେ । ଆମ୍ଭେ ଲେଖିବ୍ଧୀ ସେ 
ପ୍ରତ୍ୟେକ +, ଠର ଅଲୁର୍ଗଭ, ସଷ୍ଷେପରେ; ‰ € ଲେଖିବୁ' । ସଦ୍ଧ 6, ଠ-କପରସ 
ଏକ ଟୀଇ୍ୀୟ୍ୁ ଗ୍ଵଟି ହ୍ରୋଇଥାଏ, ତାହ୍ରାହ୍ରେଲେ ଠ ସହ 6 ର ସସୋଗ ଫସଲରେ ସେଉି 
ଝୀଜୀସ୍‌ ରାଗିଲୁଞ୍ଜ ମିଲେ › ତାହାର ଜାମ @ (6) ଦୂଅ । ଏବ ଗ୍ଣିକୁଞ୍ଞ (0), ଠୂର ଏକ 
ସମ୍ପ ସାରଣ ଅଖ | ଠ-ଉ୍ପରସୁ ଉ୍‌ସଵାଦକ ବସ୍ତନ ସେ କୌଣସି ବନୁଷଘୀ ରଵି 2()ର 
ଗୋ?ଝିଏ ମୂଲ Q(6) ଅଲ୍ୁର୍ଗଁର ହେଲେ ସଦ୍ଦ 2()ର ସମସ୍ଥ ମୂଲ (2) ଅଲୁର୍ଗଭ 
ଢୁଏ, ତାହ୍ାହ୍ରେଲେ ଆମେ Q(6)କୁ ଘ ଉ୍୍‌ପରସ୍ଥ ଏକ ଅନଧୁମୂଲ ଦାସ୍ଟକ ରଵଶିକୁଞ୍ତ 
(Normal Field) କହ୍ରବ୍ଧୀ । ସଂଲକଃ, ଅ(×) ର ଏକ ମୂଳ (୫) ଅଲ୍ତରଗଉ 
ହେଲେ, 

P(x) =«(x — Bi) (x —B5)- +(x —Bn), 

[ «EQ fi, Ba fg, 01, B, € Q(2)] 
ହେବ । 
ସହ୍ମାସ୍ଟ୍‌କାରୀ ଉତପସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ (୩) ଯଦ 4; , 4, : ', %, ସରୟକେ ଠ-ଉପର 

ଏକ ଏକ ଟ୍ୀଙ୍ଗସ୍ଟ ଗୁଣି ଦୃ ଏ, ଡାଦ୍ରାହେଲେ ଠ-ଜ୍ପରସ୍ଥ ଏପର୍‌ ଏକ ସଜ୍ଜା ଗୁଗି 6 ମିଲ 
ପାରବ, ସନ୍ଧିମି୍ଧ ଠର ୫ ଦୁ।ର୍‌ ସର୍ଚ ସାରଣ ସଂ? ୦(6) ରାଗିକୁ୍ପ ମିଲଲେ, ୦(୫)ର 
( («¡ , *, + *, % ) ଏକ ଅଂଶ ହେବ ଓ (2) ଅନଲୁମୂଳଦାସ୍କ ହ୍ରେବ । 
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୩ ୨ ଗ୍ଵଣିତତ୍ଧ 


ସ୍ତମାଣ : ଆମେ ଏକାଦଶ ଅଧ୍ଧାସ୍ଵରେ ପ୍ରମ୍ମାଣ କରବୁ ସେ, ୦ ଲପରସୁ ଏପର 
ଏକ ବଝାଙ୍ସ୍କ ରଗି ¥ ଆମେ ଷାଇପାରବୃ , ସନ୍ତମିଦ୍ 


Q(Y) =Q (4], kg, ++, «%) 
ହେବ । ମନେକର ଠ ଜ୍ପରସ୍ଥ ର ହୁ ୟୁ ସମୀକରଣ (Minimal Equation) 
(×) = 0 ଅଖଝେ ଓ ଏହାର ମୂଲମ୍ଭାନ 1, ?2› * * *, ₹., ଅଃ | ସୁନଶ୍, ଠ-ଉପରସୁ 
ଏପର୍‌ ଏକ ସୀକକୀସ୍ଟ ଗ୍ଵଶି 0 a ଯନ୍ତ୍ର୍୍ତି®ଚ 

QO) =Q(%, Ya, +5 Yi) 
ହେବ । 


ମଜେକର ପର୍ରମେସ୍ବ ସହଗବଣିଷ୍ ଉ୍‌ସ୍ପାଦକ ବସ୍ସନ କୌଣସି ଏକ ବହୁପସୀ 
୫(×)ର ଏକ ଣୂଜ୍ଯକ ^, (6) ଅନ୍ଧର୍ଗର ଅଃ : । ଏଠାଢର /ର ହ୍ରଷ୍ବ ସମ୍ମୀକରଣ 
g(x) =0 ହେବ | ବଣ୍ଚି୍ଥାନ (୬) = ୦ ମୟ, <, "+ *, <) ଅଖ । ଏଣୁ £, 
Q(«, +, %,) ଅଲୁଗଢ ହେବ । ଅର୍ଥାତ, କେତେକ ପରମେସ୍ତ୍‌ ଗୁଣି ୬ * “¡ କ୍କ 


ସହଗଗଷ୍ଵବେ ବ୍ଯବହ୍ମାର କରି (7, ₹,› ` * *› ₹„)ର ଏକ ନନୁଷସୀ ର୍ଗିରୁଷେ ^ ସକାଗିକ 
ହୁଏ, ଯଥା :— 


= Dp hi vi. yim 
=. A: କକ“ 0 coe. 
fm Y2 Yo m 


ଅଃ । ଦକ୍ଷିଣ ପାଶ ସ୍ଥ ବହୁପ୍ତୀର ନାମ £ (1› ₹5› ** '› ”) ହେଉ | ବଶ୍ତିମାଳ, 
(1, 2, 3, ++». m) ର ସେ କୌଣସି ଏକ୍‌ ବନ୍ୟାସ (1› 12› 18› ' ' '› ନ) ନିମିଦ୍ଧ, 
£(71,- › ଅରେ 1" ଛିଳେ ? ଲେଖିଲେ ସେଉଁ ବହୁଷସ୍ଠ ମିଲେ, ତାହାର ନାମ 
f (> 7 › ar ହେ i ଅର୍ଥକୁ, 


nn jy42 


iv Te vm J = ନ 19° * ” ee oY 


ହେଉ ¦ (1, 2, 3, *“ , ) ର ନର ସଂଖ୍ୟା  ' ହେରୁ, ଏହୁ ସ୍ତଳୀର 
£ (7, + ”¡ଳ) ମାନଙ୍କର . ସଂଖ୍ୟା #- !: ଆଝେ । ଏମାନଙ୍କର ବ୍ୟବ୍ହାର ଫଳରେ 
ଆମ୍େ ସେତ ସସ୍ସସ୍ତ - ସ୍ତକାଶଲ୍ନ {¬ £( ¡4 , ¥ ¡2› * * *> ?¡ଲ)} ପାଉ, ସେମାନଙ୍କର 
ଗୁଣନସଂଳ (+) ଅଣା, 


so Yas Yas ହକ " ) 
#5 J) 
ଦହରେଉ୍‌ ।  ଗୁଣଳତଳ ସୂକଲଜ କର, ଓ (×;କୁ ଦର ଏକ କହ ଷୀ ରୂପେ 
ଲେଝିଲେ, ର ଗରଣୟ୍ ସାଉ (Maximum degree) m ! ଦେବ । (1, 2, 3, 
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* , ଆର ସେ କୌଣସି ବରନ୍ୟାସ ସଳରେ ଓ (×)ର ଶୂନ୍ୟକମ୍ଥାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରେ ଅନ୍ତ- 
ଵିଁନ୍ଧମୟ୍ ସମ୍ପଯନ୍ରଭ ତୁଏ, ଏଣ୍ଡ (ର ବହୁ ପସୀସ୍ତ ପ୍ରକାଶନ ( Polynomial 
୧X pression) ରେ ବିଭନ୍ଲପଦ * ମାନୟାର ସହଗମାନ (7, - * ', *)ର ଏକ ଏକ 
ସମପମିତତ ବଡୃ ପୀ ରଶି ହେବ । ସ୍ଥାନ୍ଧ 1, ** 9 ଏହି ରିଗାନଙ ମୂଲରୁପେ ନେଇ 
ଗଠିଉ ସମ୍ମୀକରଣ / ×) = 0 ରେ ବ୍ଯରଦୃ୍ ସହଗମ୍ଭାନ ଗୋଵିଏ  ଗୋଵିଏ ପର୍‌ମେସୟ୍ଟ 
ର୍‌ଗି ଅଃ | ଏଣୁ (71 , + , ₹„) ର୍‌ଗିମାନକର ମୌଲିକ ସମମିଭ ଗୁଥି୍ଥାନ ପର୍‌ମେୟ୍ଟ୍‌ 
ଅଟେ | ସୁଡର୍‌ଂ, 6 ()ର ସହଗମ୍ଭାନ ଗୋଡ?ିଏ ଗୋ?ିଏ ପରମ୍େୟ୍ଟ୍‌ ରଶି ଅଖ । 


<ଠାରେ (1, + *› ?„) = ^ ` ¢(×) ଓ G(×) ର ଏକ ସାଧାରଣ ଶୂଜ“କ 
ଅଝେ ଓ ର ହୃ ସ୍ପ ସମୀକରଣ ¢(×) = 0 ଅଖ | ଏ§ୁ g(×)„ 6(×)ର ଏକ ଉତ୍ପାଦକ 
(Factor) ହେବ । ପୁନଷ୍ଟଢ (×) = 0 ର ସମସ୍ତ ମୂଲ 6)-ଅଲୁର୍ଗଭ ଅଖ । 
ସୁଢର୍‌ଂ, ¢(×) = 0 ର ସମସ୍ତ ମୂଳ Q(6)-ଅଲୁର୍ଗଭ ଅଃ । 

ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କଲୁ ସେ, ପରମେୟ୍‌ ସହ୍ରଗ ବରଣିଷ୍ଟ ଉସ୍ପାଦକ ବସ୍ତ୍ର ସେ କୌଣସି 
ଏକ ବହୁଷଘୀ (2) ର ଗୋଳିଏ ଶୂନ୍ୟକ 7, Q(6)-ଅଲୁର୍ଗର ହ୍ରେଲେ ଢାହ୍ରାର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ଶିନ୍ୟକ - “Q(6)-ଅଲୁଗଁଡ ହୁଏ । ଏ§ (%) ଏକ ଅନୁମୂଳଦାସ୍‌କ: ର୍ଶିକୁଞ -ଡ଼େବ | 

ମନେକର (2) ସ୍ଷିଲୁରେ: ଠି ପ୍ରଭ ଝୀଙ୍ୟ୍ୁ ସାଉ  ଅଝଵେ ଓ #() = × 
+b; 2 1+ b, x" 2 + ++ = + »„, (× = Q) ନମି, 6ର ହୁ ୟୁ ସହୀକରଣ 
£(×) = 0 ଅଛେ | ଏଠାରେ ଠ-ଭୂଷରସୁ କୌଣସି ବହୁପସାସ୍ ଚଲର୍‌ଧ £(×) ଉଦାଦକ 
ହୋଇପାରବ ନାହି । ' 

Q(6)-ଅନୁରଗତ ଯେ କୌଣସି ର୍‌ଣି $, ଗୁଝ୍‌ ଆଲୋଚନା ଅନୁସଥା୍ଵାୟ କେତେକ 
ପରମେୟ୍ଟ୍‌ ରଵଗ 7) ୨୨ * * *› , ନିମିତ୍ତ, 

$= 7,0 i +7,0* 24+ +4 7, 
ରୂପେ ପ୍ରକାଣିର କର୍ଵସାଇପାରେ । ରତ୍ତିମ୍ମାନ, (×) ର ଶୂନ୍ଯକଗଣ ସଥା :—¬ 
15 03» 05, ** “, 0, ଏହୁ ୦(6)-ଅଲୁର୍ଗଭ ଗୋଡ଼ିଏ ଗୋହିଏ ଗଣି ଓ ମନେକର 
ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ଧରୁ 6; ଦି 8 ଅଛେ । ((6) ଏକ ଅନୁମୂଲଦାସ୍କ ଗୁଣିଲୁଞ୍ଜ ହୋଇସ୍ସବାରୁ 
ଏବଂ ୫ Q(6)- Oo ଏକ ର୍‌ିହ୍ରୋଇଥିଦାର 0-ର ହସୁ ବହୁଷସୀ £ (2)ର ପ୍ରତ୍ୟେକ 
ଶୂଳ୍ୟକ 6, › 6¿› “ * *› 0 Q(6)- ଅଲ୍ଗଭ ଥୁଝଵେ । ଏଣ୍ଡ ୍ରତ୍ତ୍ୟେକ 0¡„ Q(6)- -ଅଲୁଗତ 
ଓ ¢- ରୁଳା ଏମାନେ, କେତେକ ପରସମେୟ୍ଟ୍‌ ଗୁଣି ଆ ନିମିଦ୍ଧ 

0,=7;j 0° 3 +r j0° 2 + r5j0° ° P Heer + 75 

n 


- Dn 0° #=h,(0) 


k=1 
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core ଗୁଣିଚନ୍ତୁ 


ଵ୍ତାଳେ ପକା ହେନେ । ବ୍ଚିସ୍ଥାଳ hr, ha, hay ***5 hp {hx = hx(0)} ମାନଙ୍କର 


ଖେ'ଲକ ସମ୍ମମ୍ଚିକ ଫଲମ୍ଭାନ ସଥାନହମେ 33 hy, Sh hy hry -- 


i<j i<j<k 


hi-hs* * *h, G ଏମ୍ପାନେ ପ୍ରତ୍ଚେଖକେ 6ର୍‌ ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ବହୁପସୀ ଅଵ ନ୍ତ । ଏମ୍ଭାଳକ୍କୁ 
ଯଆନହମେ /#;¡(6), - ++, #ନ(6) ନାମ ବିଅ | ଅର୍ଥାନ୍ତ, 


Hs(6 = Sp,(6) 
j 
H5(6) = She) -h(6), 


i<j 
Hst6)= Dhi(6) “ hy(6) * hx(0) 
hoi 


He) = hi(6) - RO) - Ades © hal) 


ଅଟେ | ଏଠାରେ ପ୍ରତ୍ୟେକ 77&(8) ,୫ର ଏକ ଏକ ବହୁଷସୀ ରଶି ଓ ଏହାର ପ୍ରକାଶନରେ 
ବ୍ୟବଦୃଢ ସନହଗମ୍ମାନ ପରମେସ୍ ଅଝେ | ସୁନଶ୍ବ 

Hi(0) = ren 0 +4 --- + Yin 0 Fring 5 0° bere + rn 
ହେଲେ 6", 0୭୮! , +, 6" — ଏହୁ ଗଗିଞ୍ମାନଙ୍କୁ 

6° = — (bo! + ber? 4+ + b,) 
ର ବ୍ୟବହାର ସଳରେ ଅଷନସ୍ନ (Eliminate) କରପାରବୃ । ଫଲତଃ, ସ୍ରତଭ୍ୟେକ 
୮ (6), କେତେକ ଷରମେସୟ୍‌ ଗ୍ଶି C, ଛମିଦ୍ତ, 

H (0) = Cio +Cn0+ Cus +er mer +C py 1) og 


ଷ୍ତ୍ବେ ପ୍ତକାଣିକ ହ୍ରେବ । 


ଏଠାରେ ନ ସେ, 6 ହଲରେ 6, 65, 05,* * *;0„ୁ ଲେଖିଲେ ଆମେ 
Zhs(0), Eh,(0)hs(0),+e*, hy(6)h,(0)- - *h,(0) ରୁ ସଆାଜମେ 01,6505 * .0ନର 
ବଙତୃଷଘ୍ଧୀ ଫଲଜମ୍ମାନ ଧାର ! ଉଦାହରଣ କୁରୁପ, #¡(0) = ଧ/,(0)ର ବଗଚୃର କର | 
ଯଦ୍ଦ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ଗଣି ¡, ନମି୍, 
ul 


Hi) =n 0 +n, 0 4 ++ 4 71,0 + *** + r10 
! 
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ତୃ ଏ, ତେବେ 0”, 0”* ! ,-- -, 0“ ର ଅପଳସ୍ଟଜ କମିଲ୍‌ ଆମେ, 
0"= — (by0"" 3 4+ bo" 2 ++e r+ b,) 
ଏହ୍ର ସମ୍ପର୍କର ବାରମ୍ବାର ବ୍ଯବହାର କରବ୍ଧୀ । ଫଳରେ, 
Hi(6) = C9 + C116 + C150" ++ +++ C1 (1 )0°" ¥ = XCj,6* 


ଷ୍ବଵନ୍େ ପ୍ତକାଶିଭ ହ୍ରେବ । ବଞ୍ଚମାନ ସ୍ତଣ୍ନ ହେଉଛୁ, ସଭ ¡। ର ମୂଳା କେତେ ? 
ଏଠାରେ ଆମେ ଦେଖ୍‌ ଛୁ' ସେ, 2Cue', (6) —ଅଲୁର୍ଗଢ ଏକ ଗୁଣି, 
ଏବଂ, ¥C¡ ,0* = 25 (6) = hy (0) + ho(6) ++ + ha(6) 
= 0; + 05 + 05 + - * + 0, = — 8¡ ଅଃ, କାରଣ, 0¡ , * "0, 
ଏମାଳଜେ £ (×) = 0 ର୍‌ ସମାଧାଜ ଅଃନ୍ତ | ଫଲତଃ, 

(bi+c10) Fen6+ C150" +++ + C1(n- 190" =0 


ହେଦ । ମାନତ ଶେଷୋକ୍ତ ସହଗମାନ ଠୁ —ଅନଲ୍ୂର୍ଗର ଗୋଝିଏ ଗୋଵିଏ ଗୁଣି ଓ 
[Q(8) : @] = ନ ଅଟେ । ସୁଳଶୁ, < 1, 6, 6+ + -, 0“ 1 > ଗୁଶିମାଜ ଠୂ-ଜଷଲଛୁ 
ରାଣିଲୁଞ (2) ଜମିବ ଏକ ଅଧ୍ୟପଦ ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ କରନ୍ତ । ଏଣୁ, 
bi +c =; € Cig=°***"=C1, =0 

ହେବ । ଅ୍ଥାଜ୍ଧୟ ଅ/,(6) ¬ ରେ 6" = ¬ (5¡6"" ? +--+ ‰„)ର ବ୍ୟବହାର 
ସଲରେ £; (6) = ¬ )¡ ମିଲବ | ଫଳଲକଃ, ଆମେ ସର 2 < 1 <  ନମିନ୍, ୪/,(6) ର 
ମୂଳା ଗୃଦ୍ରବ୍ଧ , ଭାହାହ୍ରେଲେ ଆମେ ଦେଖିବୁ ସେ, ପ୍ରଭ ‰,(6) ରେ 6 ହୁଲେ ¡ ଲେସି 
ଆମେ, 


Mo) =n 0 +r, qa + eet rd + eo eons + 0 
ଷାଉ୍‌ଚୁ | ଏଥ୍ରରୁ 6,/", 0," ¦ ! ,- + -, ¡“ର ଅପଳଜସ୍ନ ଳମିଣ୍‌ ଆମେ 6,-ର ସମୀଳରଥ, 
(4) = 0 ର ବ୍ୟବହାର କି ମାନ୍ଧ ଏହା ସଲଳରେ ପୁ୍କରୁ ବ୍ଯଦଦୃଢ ସମ୍ପର୍କର 
ଅନ୍ଲୁରୁଷ ସମ୍ପର୍କ 6," = ¬ (00, ± + ++ + 4+ ¿,„) ହି ବ୍ୟବହୃତ ହେବ । ଏଣୁ ଏଥିରୁ 
Hi(@)=C,, +Fc101+ C1502 +++ Fon 3) 07} 
ପ୍ରକାଶନ ହି ମିଲବ । ମାନ୍ଧ ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରସାରଛୁ ସେ, 
Cio +b S01 = C19 =° = Cine =0 
ଅହେ । ସଲଭଃ, 2¡ (0) = — 5; ଅଛେ, ଅଥାଉ, ¥/,(0:) = — ¡ ଅଖ | 
ମେଙସପର, 5 hi(0) )hy(6,) > Eh(0))-ha(01)*hx(01),* +¢, ha(01)-hs(0/) 
i<j 
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Ss Lo) ଗଵଶିତ୍ତ୍ତ 


** „(0 ) ରେ £(0,) = 0 ର ବ୍ୟବହାର ସଂଲରେ ଏମ୍ପାନଙ୍କର ମୂଳା ଯଥାହମେ 
bs, = 85 + “;( ¬ ) "„ ଭ୍ବବେ ମିଲପାରବ | ଫସଲକୁ 
[x= hi(01)) * [x ha(01)] % [x — hs( 6:) } ¥ Lx — ha(61)] 
= x" —([xhi(o) x" i +F[ XE hi(o)hs(0)) etl — ee wes sees 
3 i<j 
+(— "A, (61)-ha(6:1)-h (01) + ho (01) 
=x +bx° i+ bx" 24+ eee 4b, =f(x) 
ହୁଏ | ଏଣୁ AL (61), hy(61), hg(61),) h(6:)—ଏନୁ ଗୁଣିମାନ (2) =0 
ସମ୍ମୀକରଣର ମୂଳ ସମୂହ ଅଃନ୍ତ୍ । ମାନ୍ଧ £ (×) = 0 ର କେବଲ -ସଂଖ୍ୟକ ଛର୍ରିଷ୍ ମୂଳ 
0¡. 0. 05 +“, 0, ଅଛୁ । ଅର୍ଖାଭୁ, < (#1), ha(6), hs(0)5-**> ho(01) >- 
ରାଗିସମ୍କସଵଵତି କ୍ରୌଣସି ଏକ ନମରେ <, 6 * *› 6, > -ରାଶିସମୁଇସ୍‌ ସହ 
ଅଭ୍ଭନ୍ତ୍ର ଅଛେ । 


ଏହା ଞ୍ପଷ୍ମ ସେକ ଏଠାରେ ଅସେ 6¡› ¢, “ * * ,2„ ପରବରେ ( ଏକ ପରମେସୟ୍‌ 
ସହଗବଣିଷ୍ ବଡୁଷଧ୍ଯୀ (×) କମିଲ) (6;), ୨(6,), --- ନ(୫,) ନେଇପାରୁ ; 
କାରଣ, ଏମ୍ଭାନ୍ର ହସ୍ତ ସମ୍ୀକରଣ୍ଡ £[ (×) ), 
F( p(x) ) =[plx)]" + b[p(2)]°"* +< 2+ hp 
={ p(x) —p(6;)] [p(x) — ple) }- + Lp (x) —p(6.)] 
ଷ୍ବ୍ଵବେ ପ୍ରକାଣିଭ ହ୍ରୋଇପାର୍‌ବ ଓ 0 ପର୍‌ବର୍ଲେ 6¡ ଲେଖିଲେ ବଭୁନ୍ତ୍ର ସମର୍ଚଭ ଫଲନଙ- 
ସ୍ଥାନର ମୂଲା ଅପରବର୍ଲିତ୍ତ ରହବ । 


ସହ୍ରାସ୍ତ୍ରକାରୀ ଉ୍ଵପସ୍ତକ୍ତମୟ୍ତ (୪) : ମଚୁନକର ୦ ଉପରେ (2) ଏକ 
ଅଲୁମୂଳଦାସ୍ଟୃକ ରଶିଲୁକ୍ତ ଅଃ ଓ 6 ର ସଂ୍ଥଗ୍ନୀ ଗୁଣି ସକଲ 6 = 61 › 05» 03)"  *› 6 
ହୁଏ । ମନେକର P(x) = ko + ki x + kyx’ +++ + kux®, 
(K€ Q) ଓ 0,= /,(0) ; ଢାହୁ ହେଲେ ସେ କୌଣସି 7 ଜମି, 


<P hm(0:), Plhs(o.)], Plhs(61)],-++) P[h,(6:)] > ସମ୍ଭଚସ୍ତଃ 
< (0), (0,)› (65) › * * > 2{¢.),> ସମୂକସ୍ର ଏକ ବିନ୍ୟାସ .ମାନ୍ଧ ହେବ | 
ଅଣାଲୁ, ଏହା କୌଣସି ଏକ ଛମ୍ମଲେ (6), ୨(8)› (5), * *, ୬ 6„) ରାଣିମାନଙ୍କ- 
ଠାରୁ ଅଭ୍ଭନ୍ତ ହେବ । 

ସ୍ଥସ୍ଟୋଗ : ମନେକର ଏକ ଅନୁମୂଲଦାସ୍ଵକ ଗୁଣିକୁଞ୍ଚ (2)ର  ଏଳ ରଶି 
ଅଃ ! ଅଥାନ୍ତ, 

Y =y(6) = ko +k;6 + kg0P +--+ + ko 30°32 = F(0), (RQ) 
ଅଃ | କାଦ୍ରାହ୍େରେ ୮୮(0;), (05), (05), + +, 7 6,) ଲୁ ର ସସୁଗୀ ର୍ରଗିଜାନ 
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ଜାମରେ ନାମ୍ଭିଭ କର୍ଵସିବ । ସୁନଣ୍ତ, 0୨ ସୁଲେ /,(8) ପଭସ୍ଥାପନ (Substitution) 
କଲେ #(0,) = ୮[ ,(,] ହେବ ଓ ଏହାଇୁ ପରମେସ୍‌ ସହଗ ବଣିଞ୍କ ଓର୍‌ ଏକ ବହୁ ଷସୀ 
(6) ଭଵବେ ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ କରହେବ । ସଦ୍ଦ ଆମେ ନମ୍ଭ ବହୁଷସୀ ଗୁଣି, ଯଥା : 

g(x) ={ x — Fa(0) Hx — Fo(0) Hx — Fs(6)]- - {x — F,(8)] 

=[x— F(6) ) {x — F(8) {x — Fo) | + [x — F(8,)] 

ରେ 6» ଓ 2, ମଧରେ ଅନ୍ତରବିନମସ୍ତ କରୁଁ , କେବେ 2() ର କୌଣସି ପରବଶ୍ିନ 
ହୁଏନାହି । ସୁନଶ୍ତ, 2()ର ସଂସ୍ରସାରଡ ସ୍ତକାଶନରେ ମିଳୁଥିବା ±* ¬ ଆଦ୍‌ ଗୁଣିମାନଙ୍କର 
ସହଗମ୍ଭାନ 


< (6), (85), (85), + *, £(0,) > ର ଏକ ଏକ ମୌଲକ ସମମ୍ଭିଭ 
ସଂଲନ ଅଛେ । ଏଣ୍ପି ଏଦ୍ର ସହଗମ୍ଥାନ 6; ,- “ “, ଥିକ ର ଏକ ଏକ ସମମତ ଗୁ, ଅଥାରୁ, 
ଏହ୍ର ସହଗମ୍ଥାନ ଏକ ଏକ ପରମେସ୍ଟ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରେବେ । ସଦ 3 ଓ ଡାହ୍ାର ସ୍ଥଗ୍ରୀ 
ଗଵଟିସ୍ଥାନକ୍କୁ ଆମେ 4 = /)› 32› 3/3) " + ୨॥ ନାମ ଦେଉ, ଢେବେ ଆମେ ପ୍ରମାଣ 
କଳୁ ସେ, 

ଅନ୍‌ ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ : ୬ ଓ ଢାହାର ସମୁଚ୍ଧୀ ର୍‌ଣିମଥାନ ଗୁଷ୍ରିସଖ୍ୟା ସହ୍ରଗବଣିଷ୍ଟ ଏକ 
ବନ୍ଧୁ ସର୍ମୀକରଣ (×) = 0 ର ମୂଲସମୂହୁ ଗଠନ କରନ୍ତି । 

୧.୬.୬. ଏକ ଉପଯୋଗୀ ଅଳ ସ୍ଥଚମେସ୍ଟ : ନମ୍ବ ବଦୁପଙ୍ଦୀ ପ୍ରକାଶନ 


ର. ର୍‌ 4 
fa) =x +c,x 2+ Cax 3+ ees Fes a 


g(x) = dix i+ dx? + dx 80 eve + dix 
ମ୍ଥାନଙ୍କରେ 6; › ଏ; ସହୁଗମମାନ ଏକ ଏକ ଜଝ୍ିଲ ର୍୍‌ଗଁ ଓ %, , 2¡ ଘାଉମସାନ ଏକ 
ବୀଙ୍ଗାସକ ଗଣି ଦ୍ରେଜ୍‌ । ମନେକର 3 ୪5 ହେଲେ «୫, ଓ 8, 2 8, ହୁଏ । ସଦ /()ର 
ସହ (ର ଗୁଣନ କରାଯାଏ ଓ ର ସମଘାଭବଣିକ୍କ ପଦର୍ମୀନ (୮m) ଏକ ଭ କର 
ଲେଖାସାଏ, ଲାଦ୍ରାହ୍ରେଲେ ଏହ୍ଵ ଗୁଣନ ଫଲରେ ଅନ୍ତଭଃ ପଷ୍େ ଗୋଝିଏ ପଦର ସହଗ 
ଶୂନଠାରୁ ପୃଥକ୍‌ ହେବ | ( ଏଠାରେ ବାସ୍ତବ ଘ୍‌ଶି @ ଓ  କହି® a+ = 1 * 
ସ୍ତ୍ବବେ ପ୍ରକାଣିକ ଗ୍ଵଗମ୍ଭାନକଙ୍କୁ ଜଵିଲ ରାଣି କୁହାସାଇନତୁ ) । 


ସ୍ତମାଣ : ମନେକର ଠି (1) “<୨ * ଏ 61) Aart, Bp) = Q(0) 
ଓ [ (0) : 2] = ନ ଅଖ । ଏଠାରେ «, ର ଷରମେୟ୍‌ ସହୁଗବ୍ରଣିଷ୍ଣ ର ଏକ ନର୍କ 
ବହୁ ପସୀ ପ୍ରକାଶନ, : 

< =r jg + 710 + 7190" + 7430° 4+ + rin 90" Y 
ଅନୁ । ମନେକର, 


¥ 10 — Yo, 7 —— F195 + ¡9 — Yi09° 6 e+ 7 nv 9 av no 
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sn ଶଶିଉତ୍ତ 


ମଧରେ ଣୂଜ୍ୟଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ର୍୍ଗମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ ପ୍ରଥମ ସଂଖ୍ୟା? ), ¬ 7 ଧନାସକ ଅଖ | 
ଉାହାହେଲେ %/-< < “¿ ଲେ୍‌ଖାସିବ । ଏହ୍ସ ପ୍ରକାରେ ସମସ୍ତ ± କୁ ଏକ ନର୍ଦିଷ୍ଣ 
ନମଭରେ ସଳାଇ ଦ୍ଅ ଓ ଏମାନଙ୍କ ମଧରୁ ସଙ୍ବପ୍ଥଥମ କୁ , ଅବଣ୍ଯକ ହ୍ରେଲେ ସଙ୍କେଉ 
ସ୍ଥାଲାର ପୁନର୍ିନ୍ଯାସ କର, ଏ ନାମ ଦଅ । ସେହ୍ସପର ମଧ ସମପଷ୍ତ #¿ କୁ ଏହ୍ସ 
ନୟ୍କମ୍ମାରୁସାରେ ସଜାଇ ଦ୍ରଅ ଓ ସମେମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧରୁ ସଙଂପ୍ରଥମ 2 ଲୁ, ଆବକ୍କ ମରେ 
ସଙ୍କେଉମ୍ଭାଳାର ପୁନଚିନ୍ଯାସ କର, ¡ ନାମ୍ଚ ଦଅ । ତାହାହେଲେ ସମସ୍ତ ସ୍ତକାର 
ସୋଗସଂଲ («; + „) ଧରୁ (%¡ ++ 2) ସସଂସ୍ରଥମ୍ଭ ହେବ । ମାନ୍ଧ, 


f (x) + g (=a bi wit... 


ଓ a; 5 0 ୨ 8¡ ଅଖ | ପୂଜ, {> 1, ବା, £ > 1 ହେଲେ (% + £¡) 
< < («+,) ହେବ, ଅଣାନ୍ତ୍ ୨+, 2% + ହେବ । ସଂଲଭଉଃ, 


ay bi £ 1 † 1 ଥୁନୁ ଅନୟ କୌଣସି ପଦର ସଂୟୋଗ ହୋଇପାରବ ନାଡି । ଏଣୁ 


£ (×) - ¢ ()ରେ × † ଥ!ର ସହଗ &¡ - &¡ ୪0 ହେବ | 
ବ୍‌୨ + ୩ : ମନେକର × ଏକ ଗୁଣି ଓ 


2 3 4 N 
Lp 4 die 4+ 4 +++ (୦ ଧର୍ଦାନ୍ଧ) ଅସୀମ 


ଘୁ ପ୍ରକମ୍ମାନଙ୍ ରେ ବଫ୍ଧିଭ ହୋଇଥାଏ । ଏଦ୍ ଅସୀମ୍ଭ ଶ୍ରେଣର ସୋଗଙଝଲ ଏକ ଛରଷ୍ଣ 
ରଶି ହୃ | ମଳେକର %; , <, * ",» ଏଲ ପରଷରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଏକ ଏକ ସୀଜ୍ଞୀୟୁ ଗ୍ର ଓ 


କେଚେକ ସୀଙ୍ସ୍କ୍‌ ର୍‌ଶି ଠ1, €‰›**› ମିଲ €¡ - € 3 4+,“ 6? +C,- e 


4+ + + * €” = 0 ଅଃ | ତାହାହେଲେ 
Cj =C,=Cg=-+*=Cm=0 
ହ୍ବେବ । ଏହା, ଏଭୁ ଅଧାୟ୍ରେ ଉଦ୍ଦିଷ୍ଟ ଲଣ୍ଡେମାନ୍‌ ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ (Lindemann’s 
Theorem) ନାଚରେ ଖ୍ୟାତ ଅଃ । 
ପଥମଭଃ ଆମେ ପ୍ତମାଣ କରବ୍ଧ ସେ, ସଦ ନ, R‰, R3,* * * Rଳ ଏକ ଏକ 
ପରମେସ୍୍‌ ଗଵଶି ହଢୋଇଆଏ ଓ ପରସ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ସୀଙ୍ଗୀୟ୍୍‌ ଗ୍ଵଶି ୩, *› 3) * "5 ଏ 


ର୍‌ ର୍‌ 

ଛମିଭ୍ଞ 4 € 14+ R, € +++ 4+ Rm" = 0 ହୁଏ, ତେବେ Rj = Ry =R, 
=+ += Rm = 0 ହେବ | 

ସ୍ତମାଣ : ମନେକର ଆମେ ଶୃୂନ୍ୟଠାରୁ ସୂଥକ୍‌ ପୁଡିସଂଖ୍ୟା୍ଥାନ୍ର ଏପର୍‌ ଏକ 


ସମ୍ମାହ୍ମାର 1, R,୨ Re. ,***› Rm ପାଇ ପାର୍‌ , ସେଉମାନଙ୍କ କମ୍ଜିଶ୍ 


2%) 
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Ry 6 +R, 6 + Rg 6 3+ rv +FR,, €" =0 
ହୋଇପାରଲ୍ଭ । ଷଡ୍‌ ସପ୍ତଭତମ୍ଭ ପ୍ତମ୍ଭେସ୍ଟରୁ ଆମେ ଜାଣୁ ସେ, ଠି ¬ ଉ୍‌ପରସ୍ଥ ଦ୍ର 
1) ଏ, ଏ,* ` *, < ବୀଳୀସ୍‌ ଗ୍‌ଗିମାନୟଃ ନମିଶ୍ଵ୍‌ ଏପର ଏକ ଦ୍ର ସରମ୍‌ ଗଣି ୫ 
ଯନ୍ତ୍ରମିଷ୍ଵ୍‌ ଠର “¡ , “,* * *, *ଳ ¬ ମାନଙ୍କ ଦ୍ଵାଗ୍‌ ସ୍ଥ ସାର୍ ଗୁଗିକଲୁଞ୍ଞ ଘ (<1, * 2 › 
* *› ୩), ଏକ ଅନୁମୂଲଦାସୁକ ରାଣିକୁଞ ୦ (8)ର ଅଂଣ ବଶେଷ ହେବ । ମନେକର 
{ ୟ (6) : ୟୁ ] =» ଓ ଷରମେସ୍୍‌ ସହୁଗ q/ ଜମି, 

«5 = G10 + Gn 0 + qi59° 4+ Gig0° ++ +¢ + qj (n-7)0" 7! ଅଵେ । 


ସୁନଶ୍ତୁ ର ସଂଯ୍ଥିଗ୍ୀ ଘଟି ସକଲ 6¡› 02› 6¡,ˆ “ * > ଥି, ଭ୍ବବେ ନାସିକ ହ୍ରେଉ୍‌ ଏବ 
@ — ଜ୍ପରସୁ ଭ୍‌ସାଦକ ବସୀନ 0ର ବନୁପସୀ ସ୍ୀକରଣ £ (×) =0 ହେଉ । ଏଠାରେ 
£ ()ର ସାଉ  ଅଝେ । କରିସାନ %) ର ସମୁଗୁ ର୍‌ଥି <, „ ର ପ୍ରକାଣଜ 
Cl = G0 FG 1 © k++ G59 * 6x + Gis ° Oc ee eee + qi(n— 1)0, ˆ 
ଅଵେ ଓ ଏହ୍ ପ୍ରକାଶନର ¡× ଜମିବ ଦଧଂଖସ୍ଟ୍‌ ପ୍ରକାଶନ ସମ୍ଭବ ଲୁହରୈ । 
ଏଠାରେ 15 ¦ କମିଶଠ <, 6, ଅଝେ | ଏଣୁ 1 Gi0› Ga 1» Gi — Gis 
* ୧୧, ¶ † (ନ 1) ¬ ¶} (»-  ) ମଧରୁ ଅଲୁଭଃ ¬ ପଷ୍ଷେ ଗୋ? ଶୂଲ୍ୟଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ 
ଅଟେ | ଏଣ୍ି ସେ କୌଣସି ନର୍ଷ୍ଟ  ନମି୍ତ୍‌) 4,  <,« ହେଦ | 


ବର୍ତମାନ ଶୃନ୍ଯଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଖୁର୍୍ତସଖ୍ୟ Ri, Ry Ry, “+, Rm ନିଦ 
Ri € + Rie? + Rye 41+ Re 6" =0 ହୋଇଥିବାରୁ । ନମ 
ପ୍ରଦନ୍ତ୍ର ଅ-ସଂଖଯକ ବନଛଧମୀମୁ ଗ୍ଵଣିଞ୍ାନନ୍ର ଗୁଣନଫଲ 

n 

I ret + Rett+e. c+ Ree} 

k=1 
ର ମୂଳା 0 (ଶୂନ) ସହ ସମାନ ଅଖ । ବନ୍ଧ୍ନୀଷଥ ରାଣିମାନଙ୍କର ଗୁଣନଫଲ ସଂକଲଜଳ 
ସମ୍ଭୟ୍ବରେ ଣର ସମ୍ଭାନଘାଉ ବ୍ରଣିଷ୍କ ଗ୍‌ଣିମ୍ମାନଙ୍କୁ ଏକର୍ଞ ଭ କର୍‌ ଓ ଏହ୍ର ଗୁଣଜଙଲ 
ସଂକଲଲନ ସ୍ଵରୂପ, ¦ ¦ ନମି 8¿ ୨4 2 ¡ ପାଇଁ, 


n 
ll {Rie 4 R, e+ ore 4 Rm e-™* } 
R=1 


=d, °+ di ef +d, e+ r+ de € 
= 0 ହେଉ୍‌ । ଏଦ୍ଵ ସମ୍ମୀକରଣମ୍ମ ସହ୍ରଗମ୍ଭାନ ଅଆ, ଠ, 1 › 15 °“, 
= ଏମାଳେ ନ Re, ++, Rm ଘୁଗିମାନଙ୍କର ସୋଗଫଲ ଓଁ ଗୁଣନଙସଂଳତୁ ପ୍ରସ୍ତୁତ 
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£୪୦ ଗ୍ଵଣିତତନ୍ତ 


ହୋଇଥିବାରୁ ¬ ପଢେ୍ୟକେ ଗୋଝିଏ ଗୋଡିଏ ପୁର୍୍ତିସଖ୍ୟା ଦ୍ରେବେ | ସୁନସ୍ତ, ପ୍ରଭ୍ଯେକ 
Rz+ ଶୂନ୍ୟଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ହୋଇସ୍ସବାରୁ, 

୧ ୨. › ଅଲୁଚରେଦ ବଷ୍ଠି୍ ଅନ୍ଧୁସ୍ରମ୍ଭେସ୍କ ଅନ୍ଧୁସାର୍ୟ, ଅନ୍ଧ ଭଃ ପଷ୍ଷେ ଗୋଡଝିଏ 
ପୁ୍ତିସଖ୍ୟା 7, 2 0 ଅଃ | ମନେକର ଶୂନ୍ୟଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଏର ପୁଣ୍ିସଂଖୟାି ମଠ ଅଃ, 
ପୁନଣ୍ଡ, 2 › 21, “ * "› ନ„ ର୍‌ଗିମାନ ପରଞ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଅଃନ୍ତ | 

ବଶ୍ତିତ୍ମାନ ପ୍ରର ¦ ନମିନ୍ତ ୩, ରେ 2 ସ୍ଥଲେେ 01, 0; 03, +“ *, ନୁ ଲେଖି 
ଆସେ “4୨ < ¡2› < ¡›3› " * *› “ ¡,„ ପାଉି | ଏହାଇୁ ଜମମଭେ ସୂଚଉ କର୍‌ଯାଇପାରେ, 
ସଥା 

L1 © 4 49 K9519 Kas79 1) Km — (601) 

Lo © X71 599 Kys25 R319) "° "9 moo —(0>6,) 

Ls i ig, 9589 R359, ** 9 Kas — (003) 

Li i Ges Kyg5ks Kgsks ***9 Knox — (004) 

La! <1)n9 “95n5 “35n9 ** ° Kmin — (0୭60) 

ଉପରେ, {41 , , «5, * * *› <} ରେ 0 ସ୍ଲେ 0% ଲେଖି ସେଉଁ ସମସ୍ତ ¬ 

ସଂଖ୍ୟକ ଗଣି ମ୍ଭାନ୍୍‌ୟଵରେ ପାଉ, ସେମ୍ଭାନଙ୍କୁ ସେମାନଙ୍କର ୫ମ ଅନୁସାସ୍ଟୀୟ {1,, 
2୨% ଏଞ.%› ` ` ' ଏ» | ଭାବେ ଲ୍‌ି ଆମେ & ¬ ସାଜୀସ୍‌ ଧାଉ Z ପାଇବୁ | ମାନ 
¿Z¡ ରେ ସିବା ରଶି «,, ର ସଂସ୍ସାରିଭ ଆକାର୍‌ <); = <¡ = @ 0 + 910 ++ 9,20" + 
ନ 4+ q¦ (ଳ- ¡ ) + 6°" * ରେ 6 ସୁଲେ × ଲେଖିଲେ Z ¬ ମୁଁ ଭ ଉଞ୍ଲା ର୍‌ଣି 
Z ¡× ମିଲେ | ଏଣୁ Z„ =Z; (6) ର୍ଵାବେ ସୂଚଢ ହୋଇପାରବ । ପୁଝବରୁ ଆମେ ପ୍ରମ୍ଭାଣ 
କରୁ ସେ, 6¡ = h; (6), 02 =h, (6), 03=hg3 (0),+-5 0, =h, (0) ରେ 
6 ସୁଲେ 0¿ ଲେଖିଲେ ସେଉ୍‌ ସକଲ ରାଶି /; (64), ho (04), hs (01), +> hp (0,) 
ମିଲେ, ସେମାନେ {0 › 62, 05› * “, ନ} ର କୌଣସି ଏକ ବନ୍ୟାସ 

T; (01, O35 Og3,° tt, 05) = {01, O19) Org,* tt, Gin} 6B | ଏ [L;, 
1,5 L3, * * L„ } ରେ ଥିବା ପ୍ରଭ୍ୟେକ ରଣିଲୁ ୫ର ଏକ ଏକ ବନ୍ଦୁପଧ୍ୀ ଗ୍‌ଣିରୂପେ 
ଗଣନା କର ଡହରିରେ ୫ ସ୍ଥଲେ 6: ଲେଖିଲେ ଆମେ ଏହାର ଉଦ୍ଭଲ୍ଲା ବନ୍ଯାସ 

7 [ Lys; Los Lay 9 Lo ]=[ La, Liay Lesy* tts Lin ] ପାଇବ୍ଧ । 
ବଶ୍ଚିମାନ ( 8, € “+R, €“ + +++ Re ) = ୭, ଲେଖି 

n 


% 
ll (Rj e Di pire FR e "=P, P, PsP, ଷ୍କବେ 
=1 
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ଲ୍‌ଣ୍ତେମ୍ମାନ୍‌ୟ୍କର ସ୍ତମେୟ୍ ୨୪ 


ପ୍ରକାଣ କର । ଏବ ଗୁଣଫଲକୁ 6ର ଏକ ସଂଜନ ରୂପେ ଗଣନା କର୍‌ 2 ସ୍ଥଲେ 2, 
ଲେଖିଲେ ଆମେ {7 › 2, "> 2} ସୁଲେ {ଅମ , 2 ୨ 24} ପାଇକ । 
ଏଣୁ ଏମ୍ପାନଙ୍କର ଗୁଣନସଂଲ [ 2¡ : 2, * * *2„] ର କୌଣସି ପରବଭିିନ ହ୍ବେବନାଙ୍ଡି । 
ଅ୍ାଉର, {, ePo ) +d; ef a eee de (6); ରେ ୫ ସ୍ଥଲେ ଓ 
ଲେଖିଲେ ଏହାର ମୂଳା ଅପରବର୍ବିଉ ର ହ୍ରେ । ମନେକର 


2, (0x) = „ (8 ¡= ^, (0) = 2,(0;) = 21) ଅଃ | ଢଭାହାହେଲେ 


r 7 r 
Sam =D gem = gen = 
=0 j=0 =0 
r' r 
ନ ୨୨ ଦହେରୁ, ସ୍ରତଯକର ମୂଳା 5 d,¢”! =0 ସହର ସମ୍ଭାଳ 
j=0 j=0 


ହେବ । 


ବଲ୍ତିମ୍ଥାନ 0, #1, 2, ***, /„ ପରଷ୍ଣରଠାରୁ ସୃଅକ ଅଃନ୍ତି । ପୁନଣ୍ଡ, 
(P,, #:) = (ଭ,(0)„ £,(6) ରେ 6 ଛଲେ 6; ଲେଝିଲେ {2,(8.), Bi(0:)} ମିଳୁଥ୍ବରାରୁ 
{⁄,(8,),28.)} ରେ 8, ସୁଲେ 0 ଲେଖିଲେ (/,,/) ମିଲର । ଏଣୁ ସଦ 2,(0,) 
&)( 0) = 0 ହୁଏ, ତେବେ ^) ¬ #। = 0 ହେବ | ମାନ | 51 ଦେଲେ ¡= /। ଅଛେ । 
ଏଣ୍ ସେ କୌଣସି କର୍କଟ ¢ ଛମିଦ୍ତ, 21, ନ2,‹ :** › 2୮5 ଘରଷରଠାରୁ ସୃଥସୁ ହ୍ରେବ । 
ଏଣ୍ର, ଯଦ୍ଦ ?¡4= 2 ¡,¿ ¬ ଳ0,‹ ହୁଏ, ଭେବେ ସେ କୌଣସି ¦ 3  ଛଥ୍୍, ¥, 0 


r 
j=0 
କଲେ । 
0=d, +die v+ die ® foe oes + del "+ 


ପାଇକୁ' । ବଶଚସାନ (0) = (8) ¬ #0(9) ରେ @ ଥଲେ 64 ଲେଖିଲେ Yiu = 
2(85) = ନ(0¡) ମିଲେ | ଏହୁ «19  ‰2› ” +8» * * "> ¥ ¡,„ ଅରଷର ସହ ସସୁଗା 
ର୍‌ଥିମାନଙ୍କର ଏକ ସମ୍ପାହାର ଗଠନ କରନ୍ତ ଓ ଏମ୍ଭାନେ ପୂର୍ଷ୍ସଂଖଯାସହଗ ବ୍ରଥିଷ୍ତ ଏକ 
n-ଘାଫସ୍୍‌ ବନ୍ୁଯସ୍ୀର, ସଥା:— 

୭ 
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5୪ ଶ୍ଵଣିଉତ୍ତୁ 
g(Z)=N, (2—Y (2 —7,,)(z —7 58)" * (ZY) 
ର ଶନ୍ଯକ ଅଝଲ୍ତ । ଏଥିରେ 


b,> 1, G3, g,(0) =b,( —¥s,1)( —¥59) ee (— ¥ 1 5n) 
ହ୍ଲୋଇସଶ୍ଚବାର ଲକ୍ଷୟ କର । 


ମନେକର (2) = A+ A;jz + Agz2* + -- +A 3 


F(z) = f(z) + fF (2) +f’ (2) peek PD ଅଛେ । ଏଠାରେ †'(2) ବ୍ଯବଂ 
ଜ (Differentiation) ଅର୍ଥରେ ଲଖିଉ ହୋଇଅନୁ । ଆମେ ‰- ସଙ୍େଉନୁ । 


ତ୍ଵବବେ ଚର୍ଦ ଭ କରୁଅତୁ | କାହାହେଲେ nN 
- fn = 3 (2) 6” | 
ଏବଂ 
b 
— | fine Pdz=F(b) ¢? — Flo) 
0 
b 
ହେବ । ଅର୍ଥାକୁ, F(b) Flo)e® = — e® f fi2)e ` 242 ହେବ । 
ଏଥ୍ବରେ 9 =¥¡„ ଜେଇ ଓ ¦ =1, 2) 3, *** ର ତଜ୍ଜାଉ ସମ୍ପର୍କନାନକ୍କୁ 
7 
, ଦୁାର୍‌ ଗୁଣନ କର ସୋଗକଲେ, 0=d,+ > 6 !' ହରେରୁ, 
I 
Sapp - OS det = ¬ dg’ 
ji=1 j=1 j= 
fo f(z)e" ‘dz 


0 
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ଲିଣ୍ଡେମ୍ମାନ୍‌ଙ୍କର ସ୍ତମ୍ଚେସ୍ତ sen 


ବା, 


7 7 
Sd, F(¥5,0) + doF(0) = — Sd,elr | faedz 
j=1 j=1 0 
ମିଲର | = 1, 2, 3, ++, ୩ ଜମି୍‌ ଏହୁ n-ସଂଖଏକ ସମ୍ପର୍କମ୍ମାନଙ୍କର ମୋଗସଂଲ 
n 


34 3 Flr) +nd,F(0) = Rr >. Yin Pe “dz 
1 i=1 j=1 i=1 

ହେବ । ଆମେ ଏ 4” + 5” କୁ | ¿4 + 1⁄1 „ | ନେ ଲେଞିବୁ । 

ବରିସାନ ଧନାସ୍ଥକ ରଶି < bi, Os, bs, ***, br, | g1(0) | 5 1 go(0) |, 
| (0) 1 +++ | (0) | ଆ ଓ । ଠୁ । > ଠାରୁ ବୃଦ୍ଧ୍ଵର ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା 
 ଜଅ | ସୁଜଷ୍ଡ, 

¢ (2) =(Pxbr bared" gc {gz ga(2)r er gi( 2) 

(p—1) ! 


ଦେଉ୍‌ । ଆମେ ଦର୍ଣାଇବ୍ଧ ସେ, ଏହ £(2) କହି (F(z) = #(z2) + (2) + 
f(z) +--+ f(z , A=pmn +p — 1 ନେଇ), 


Sd) + do F(0) ଶୂନ୍ଯଠାରୁ ସ୍ତୃଥକ୍‌ ଏଜ ପୁ୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ । 
j=1 

ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, £(2)ର 2” * ଏକ ଉସାଦଳ ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ, 

0 =f(0) =f (0) =£ (0) =--~-- =#" 2) (0), ଏବଂ 

£e-P(0) =(b; be bse be)?" {@1(0)-g2(0): g3(0)- + ++g,(0)}° 
ହେବ । ଅପର ପଷ୍ଷେ ୬ ଠାରୁ ବୃହକ୍ଷିର ପ୍ରତ୍ଯେକ £ ଜମିଦ୍ଧ (0), » ଦ୍ଵାରା ବସ୍ତଳ୍ୟ 
ହେବ । ଏହ୍ରାର ୍ତମରାଣ ନମ୍ପରେ ଦଆଗଲ୍‌; ଯଥା : 


ମନେକର ପୁ୍ଣ୍ତିସଂଖୟା #1, + 13, ***› ୩ ¿ pf Pa 


m ମ୍ମ 


A+2—p 


— )} +1 A 
f(z) =m 27 ! + my’ + mg2P eee + m, p+ 2° 
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Suv ଶଵି 


(p+) (p+k— 1). 3-2-1 
+ k+ 2 (p—1) ' 
=m p+ p4 28+ Dp +k 1) (Dp) 
ଅଟେ । ଆହୁତ ମ୍ଷ, 1, ‹* “, b+, | £¡(0) !, ++ *, | £„(0) । ଠାରୁ 2 ବୃଦ୍ରନ୍ତ୍ର 


ହୋଇସ୍ବାରୁ "ˆ ??(0), ¿ ଦାରା ବଭ୍ଭଜ୍ୟ ଲୁହ ମ୍ମାନ୍ଧ ଅନ୍ୟ ସମସ୍ତ £*(0),› ଦାରା 
ବଷ୍ତଜ; [ ଏଠାରେ ୬ ଏକ ମୈୌ'ଲକ ରାଣି ହୋଇଥନାର ବ୍ୟବହୃତ ହୋଇନଛ୍ତୁ ।] 


ଅଖଃେ | ଏଠାରେ £” ₹ ^ (0) = m 


ଦଲଢ, £(0) + £ (0) +£" (0) + £2 (0) + £" (0) +-- +£ (0) = 
F(0), p ଦୁାଗ୍ଵ ବଭ୍ତ୍ବଜ୍ୟ ଲ୍ଲ l ପୁନଣ୍ଡ p>n, p >d, ହୋଇସ୍ସବାରୁ nd, F(0), 
ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା 2 ଦୁାରା ବରଜ ନୁହେଁ | 


Yr n 
ଅପରପଷ୍ଷେ ଆମେ ପ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧ ସେ, DD; DD; di F(Y,,)=0 
j=1i=1 


Yr n 
(ମାନ 2) ଅଵେ । ଏଣ୍ର ; > ds F(vj, 1) +nd, F(0)=£0 (ମାଳ ») 
j=1i=1 


ହେବ ଓ ଫଳତଃ, 


Ys, ¢ 
Ss S {a po J f(z)e™* dz} 


j=1 i=1 
r 
=(-) | > aS Flv, D+ndo F(0) | 
j=1 i=1 
ଶ୍ୂଜଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ଏକ ପୁର୍ଣ୍ତିସଖ୍ଯା ହେବ । 
ଆବଶ୍ୟକୀୟ ସମଶେଷଡାର ସ୍ରମାଣ: ମନେକର ¢ >= ଓ ଆମେ (=) 
Zz 
[(2- 0)” ୫(2)1ର ମୂଳା 2=6 ଜମିଲର୍‌ ଆଦଣ୍ଯକ କରୁଚୁ । ଲବୁନଜ୍‌ଙ୍କର ପ୍ରମେସ୍ଟ 
ଅନୁଯାୟୀ ଏହା 
[¢ 2) (2 — 0) +t $" (2) (2 — 0)?" hp 4 ee et 
c, $" (z)p = 6 
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ଲଣ୍ଡେମ୍ମାନ୍‌ଙ୍କର ପ୍ତମ୍ଭେ୍ owe 
=Cc p +$" (0)-p ! 


ହ୍ରେବ । ଏହ୍ରାର ସ୍ରସ୍ଟୋଗରେ ( ) fa, =”, ¿ ବିଥ 
i» 


=654(breeb YP. 5 (@ 


p-1 
{z (g(2)* +g (2) gi (2)° * ‘g(2))° 
7 Il (27, 3°} Z=7 ix 
vA 
ଦ୍ବେବ । bi )? ୨4 “(7 ¡, ‹) ସ୍ବବେ ଲେଖ | ଦଲଢ, - 


> (75, ) =p(b,)*"" ଓ #4*(₹,„)2 ହେବ | ଏହା ଖୁଣ୍ଟ ସେ, 
= 1 


i=1 


n 
2 H*, (Y),‹) ର୍ଶି8 [9 —1+(7—1) pn+(n—1) p—t+p)] 


2=1 


=(Ynp +} = 1 ¬ £) ଘାଢ ବିଶିଷ୍ଟ < 7¡,1› 152 ,* * '› ?¡;„, > ର ଏକ ସମଘାଖ 
ସମ୍ଭମଭିଭ ଫଲନ ଅଃ । ଏହାର ପୁଣି ସାଉ ୭୬ ଠାରୁ ଦୂର ହ୍ରୋଇଥ୍ବବାରୁ, ଏହ୍ରାର 
ସହ୍ନରଗମ୍ଭାନ ଏକ ଏକ ଗୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । ସଲଉଃ, ଏହା < ?¡,1) 29 * * '› 3 > ରି 
ମ୍ବୌନ୍ବକ ସମ୍ଭମପିକ ସଲନମ୍ଭାନଙ୍କର ପୁର୍ଷ୍ତସଖ୍ୟା ସହ୍ରଗ ଓ (୮୨୩ +୦ — 1 ¬) ଘାଇ 
ବଶିଷ୍ଟ ଏକ ବହୁପ୍ୀ ଫଲନ ଡ୍ରେବ । ଏଣ୍ରି, ଚରୁଃସସ୍ରଭଭମ୍ଭ ପ୍ରମ୍ଭେସ୍ଵ ଅନୁସାସ୍ତୀ, 


n 
(,)””" ସଦହୁଢ ଏଦ୍ରାର ଗୁଣଳଫଲ, ଅର୍ଥକୁ, eo» (> H+ (7554) ) , ଏଇ 
i=1 
(Sia)! 
ପୁଷ୍ତିସଂଖ୍ଯା ହେବ । ଏଣୁ ¢ > କମି, £ (7) =p {b/""\ Y H i'r). 
i=1 i=1 
. /d\Y 
=0 (ମାନ ) ହେବ | ଦୁ ଖସ୍ଭଃ <  ନମିଲ୍‌ (2) [ (2-0) (2) 1 ର 
ମୂଳା z= 0 ଜପିଲ୍‌ ଶୂନ ( =0) ହୁଏ | 
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୨୪୭ ଗ୍ଵଣିଉତ୍ତୁ 


n 
ଏ Y {f+ A Cp) + + (7;,,)}=0 
i=1 
n n 
ହେବ । ସଲତ୍ତଃ, ୨ d, F (¥) =d, DY F (7,2) 
i=1 i=1 


n 


sal 5 { Ff (rn) + F (vn) ++ PF (Ya) +c 
i=1 


+£” (75) } J=0 ( ମାଜ 2» ) ହେବ । ଏଣୁ 


Y n 

)) d, Y F (?¡,‹) = 0 ( ମାଜ » ) ହେବ | 1 

j=1 i=1 

ବଶ୍ଭିାଳ ଆମେ ଜ୍ଵଳତର ବଶ୍ଲେଷଣ ଉତ୍ତୁ ସାହାଯ୍ୟରେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରପାରବ୍ଧୁ 
ସେ, କେଢେକ ଧଳଜାସ୍ଥକ ସଂଖୟା M1 , 2, ୩3) ୩4 ଓ M5 ନିମି, ¡ = ଗର 


Fa 
{ | 4, | }, m,= ଗର { | P 4 ' | }, m= ଗରଞ { | 7 | } ଏବ 
| z | < m; ଳମିଲ | 6ˆ* | < m, ଓ ତନ୍ଧୃମିନ୍ 


| (2) ` ‰, (2) “„ (2) | < m, ହେଲେ, 
¥ n 4 [» 
| Sy yy d, e vt | "vf (2) e—* dz | 
[6] 
i=1i=1 


<r nm my (bo beer be)”” + mg? - mig? + mg - Mg! 
(p= 1) !=7 + nt my ¢ mot Me + (b™ + bP + cb?) /(p— 1) ! 
ହେବ । ଏଠାରେ } ଦ୍ୟଝ୍ର ଅନ୍ଯ ସମସ୍ତ ସଂଖ୍ୟା ନର୍ଘଷ୍ଟ ଅ୫େ ଓ ୬ ଏକ ଦୁଦ୍ରତ୍ 
ମୌଲିକ ସଖ୍ଯା ଅହେ । ଏଣ୍ଡ ମ୍ରୌଲକ ର୍ଵଗିସ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ଅସୀମ ହେତୁ, କୁ 
ଆମେ ନଜ ଇଚ୍ାନ୍ଧସାସ୍ତୀ ବଚାଇପାରୁ । ମଥାନତ ୬ ଅତ୍ତଶସ୍କ୍‌ ବୃହତ ହେଲେ (୨ ¬ 1) ! 


>(2 ) ହୁ ଏ । ସଲଉ୍ତଃ, ୬ ଅଭଣଶସ୍କ ବୃଦ୍ଧଭୁ ହ୍ରେଲେ ଶେଷୋକ୍ତ ରାଶିର ମୂଳା ( ‡ ) 


ଠାରୁ ଛ୍ଥଦ୍ରତର ହ୍ବେବ | ସଲଭଃ, ଆମେ ଏକ ଅସଇଭତ ( Contradiction ) ର 
ମମ୍ମଞୀନ ହେକକୁ । ଏଣ୍ମ ଆସ୍ତର ମୂଲ ସ୍ଵୀକାର ସଆା =“ ଶୂନଠାରୁ ସ୍ୃଥକ୍‌ କେତେକ 
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ଲଣ୍ଡେମ୍ମାନ୍‌ଙ୍କର ପ୍ରମେୟ ୨୪୭ 


m 
ଦନ୍ଵ୍‌ ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ଗ୍ଵଗି ¡ , Rs, ***› R ନିମିତ୍ତ ) R, e=0 ଅଝେ” ¬ ଏହା ଅଶୁକ 
j=1 
ଅଟଝେ । ଅର୍ଥାତ ଏଦ୍ ସ୍ତକାର ସମ୍ପର୍କର ସଉ୍ଯତ୍ତା ନିତ R= Rg =R5 =+ r= 
Rm = 0 ହେବା ବଧେସୟ୍ସ୍‌ । 
ମଳ ପ୍ରମେସ୍ଟର ପ୍ରମାଣ : ମନେକର 1, €, Cଃ. ***, ୯ ଣୂନଠାରୁ 
ସ୍ପ ଥକ୍‌ କେତେକ ଟୀ୍ୀୟ୍ୁ ରଵଗି ଓ ¬ ଉ୍ପରଯୁ ଏକ ସୀଜୀସ ଗ୍ଵଣି ¥ ଳମିନ୍ତ ଏମ୍ରାନେ 
ଏକ ଅନୁମୂଳଦାସ୍ତ୍କ ର୍‌ଶିଲୁଞ୍ଜ ଠ ( ¥ / ରେ ଅବସ୍ଥାତିକ ଅଃନ୍ତ | ମଳେକର ଠ ଜ୍ଷରେ 
ଘ ( ୪ ) ର ଘାଇ 5 ଅଝେ | ମନେକର୍‌ ¡ = ¥, ¥, ¥, ଏ4› `“ ', ୪, ଗ୍ରିମାନ 
ର ସମୁଗ୍ଧୀ ଗୁଣି 6 ୯,=/, ( ¥ ) ହେଲେ C=, ( ୪ ) ଅଖେ । କମ 
ଗୁଣନସନଲ, ଯଥା :— 
$ 
Ii Cie e MF Cane Merrene 4+Cu4 oe} 


=1 
ର ସଂସ୍ତସାରତ୍ତ ରୂପରେ ସହଗମ୍ଭାନ ଏକ ଏକ ପରମ୍େସ୍ଟ୍‌ ଗୁଣି ହେବ ଓଁ ଏହା କେତେକ 
ପରମ୍େସ୍ଟ ର୍ଵଣି a1, Qa; ** *, Og ନ୍ନମ୍ିନ୍ତ 
ai eP1 («; "°° Cn) +a,eP2 > x) CE cP: (4), ‰,* * " 4m) 
ଶ୍ଵବେ ଲିସିଡ ହ୍ୋଇପାରବ । ଏଠାରେ 4) “୨, , “ଅଳ ର ସୋଗସଲ ଓ 
ଗୁଣନଙଫଲରୁ ସ୍ରଚ୍ରେକ ୨୪=୪୪ ( 4], ଓ ଏ) ସୃଷ୍ଟ ଅ୫ଵେ । ସାନ 
«ଏ ଓ «„ ସୀଙଗୟ୍‌ ହେଲେ 4¡ - 4୨ ଓ «¡ + “9 ସାଇୀସୁ ଡୁଏ । ଏଣ୍ଣି ସ୍ରଚ୍ତ୍ଯେକ 
ସୀ ଅଝେ । ଆମେ 22 / ନମିଷ୍‌ ୬୨୬୬, ବୋଲ୍‌ ମ୍ନେକରରୁ । ଏହୁ ସମୋଗଫଳ, 
ସଆା :¬¡ €?! + 4 €? + + + “ + 4। ¢? *, ମୁଦ ଆଲୋଚନାନୁସାସ୍ସାଚ ଶ୍ଳ୍ଠାରୁ 
ଏ 

ସୂଥକ୍‌ ଅବ । ଏ§ୁ €¡ €! +C, € +--+ Cu ® ={ Cin € 3 +Con 
6? 4 +. = + 4+ ଲମା ¢ `" >20 ହେବ | ଏଣୁ ଘର „୪0 ହେଲେ 5 €, ¢ "= 
0 ହେବ । ଶୂଜ୍ଯ ବୋଲ ସ୍ତମ୍ଭାଣିକ ¢ ମାନଙ୍କୁ ଷର୍ଯ୍ୟାସୁ ତମେ ବାଦ୍‌ ଦେଇ ଆମେ 
ଗଣ କରୁ' ସେ, ୪ ୯+ ¢" = 0 ହେଲେ €¡ = €, = +++ = €ଳ= 0 ହେଦ | 

ପ୍ରସ୍ଟୋଗା-ସେଉଁ ସମସ୍ତ ଘଷି ଝାଙଗସ୍କ୍‌ ନୁହେ, ସେମାନଙ୍କୁ କଳା ମୀ 
(Transendental) ଲୁହାସିବ ¦ ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରତ୍‌ ସେ, * ଣୁନଂଠାରୁ ଦନ୍ତ 
ଏକ ଟଝାଙ୍ସ୍କ୍‌ ଘଶି ହୋଇଥିଲେ € ଲ୍କନାଭନ ମୀ ହେବ । 
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୪୮ ଗ୍ବଣିଜ୍ତ୍ତୁ 


ପ୍ରମାଣ : ମନେକର ¢ " = ¢ ଏକ ସୀଙଗସ୍କ ଗଣି ; ସଦ ଠୁ ଉପରେ ଵର 


ସତ୍ମୀକରଣ 2 ef =o ହୁଏ, ଆମେ 1) 6, 6, £, 6 ଏଦ୍ର ବାସ 
k=0 
ଗ୍ଵଣିମାନଙ୍କ ନମିନ୍ତ୍ର ଲଣ୍ତେମ୍ଭଯାନ୍‌ ବ୍ର ପ୍ରମେୟ ଲଙ୍ଘନ ହ୍ରେବାର ପମ୍ଭାଣ ପାଉ । 


୨— ଏକ କ୍ଞାନାରନମ୍ମୀ ଗୁଣି ଅଝଵେ । (ପ୍ରମାଣ : ସଦ 7 ସୀଙ୍ୀସୁ ଡୁଏ, { ଏକ 
ଝ୍ରୀଙକସ୍କ ଗୁଣି ହେର୍‌, ସହ ର ଘୁଣନଫଲ ¡7 ମଧ ସୀଜୀସ୍ଵ ହେବ । ଫଲଉଃ, 


6” + 1 = 6" + 62୧ =0 ହେବାସମ୍ବ ହ୍ରେବ ନାଙ୍ଗି ।) 


ସ୍ରଶ୍ରମାଳା 
ପ୍ରମାଣ କର ସେ, କମ୍ପ ପ୍ରଦନ୍ତ୍ର ଘ୍‌ଥିମ୍ମାନ କ୍ଞାନାରନମୀ ଅଃନ୍ତ [4 ସ୍ୟ 22 0 


ଜଅୟାଇଛୁ] (<) 6, (2) =, (୩) 6 (« ବୀଜ୍‌ 0), (୪) ୨{n«, (୫) cos*, 
(9) tank, (9) sin hx, (7) ‘cos hx, (8) tan h«, (<°) log « , 
(<<) sin” !«, (<2) cos™4, (<M) sin hia, (<¥) cos hk <, (୫) tan 
ha, (<9) cor la | 

(<°) ର ସମାଣ : ଯଦ ଝାସ ର୍‌ଗି < 0 କମିଦ୍ତ @ =102 « ବାଇୀୟ୍‌ ହୁଏ, 
ଢେବେ « = 2°, ଅଥାଡ୍ର) ବୀର୍ଜୀୟ ଗ୍ଵଗି ¬ « ଓ 4 ନମ୍ର 

e+ (—«)e° = 0 
ହ୍ରେବ । 
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ତୟ୍ଟୋଦଶ ଅଧାୟ 
ଗେଲ୍‌ଫଣ୍ଡଂସ୍ତି ଉର୍‌ଙ୍କର ଗ୍ରମେସ୍ଟ 
( The Gelfond-Schneider Theorem ) 


ଵ୩-୧, ମନେକର 7 ଏକ ଦ୍ଧ ଗ୍ରଶିକୁଞ୍ଜ ଓ K = (6), F-ଉପରସ 
ସସୀମ୍ଭ ଘାଉ ବରିଷ୍ଠ ଏକ ସଜ୍ଜୀସ୍ତ ସସ୍ତସାରଣ ଅଝେ । ମନେକର ×, £ -ଅନଧର୍ଗଉ 
ଏକ ଗଣି ଓ £= ¥ («); ଢାହାହେଲେ 


[K ¢ E] « [E+ F)=(K : F)=n 
ହେବ । ଏଣୁ -ଉ୍ଷରେ «ର୍‌ ଘାଉ ହେଲେ  ଦୁୟର୍‌ ୩ ବଭ୍ବଜ ହେବ । ସୂନଶ୍ବ, 
F-ଅଲୁର୍ଗଉ କେତେକ ଗୁଣି ,› 1, C‰***, ନ ¡ ଜିମି 
« = Co + ¡0 + € ,0* 4 + + + „ „ ¡"୮ ± = (6) ହେବ | ମନେକର 
¥ ଉପରେ 0) = 0, 0,, 05,** *, 0„ ରାଗି ସକଲ 6ର ସମୁଗୀ ଗୁଣି ଅଃଲ୍ତ । ଆମେ 
«<; =r (04), i= 1, 2, 3, 4, 
ରଣିମମାନକୁ ଖର ସମୂଚ୍ଧୀ ଗ୍‌ଗି ଜାମ ବେଦୀ | ଏ ଖୁଣ ଯେ, ୮ ଉ୍‌ଷରେ « ଓ 
ଦୁଇଵି ସଗସ୍ଵ ଗୁଣି ୯-ଅଲ୍ତର୍ଗତ ହ୍ରୋଇଥ୍ଲେ «#୫ ଓ «+2, K-ଅନଧର୍ଗଭ ହେବେ 
ଏବଂ ଏସ୍ାନଙ୍କର ସଂ୍ଥଗ୍ୀ ଗ୍ଵଗିମ୍ଥାନ ଘଥାନ୍ଧମେ 
«4 Bis Kg Bay Kg Bg, *°0, An Bus OG 
«<; + Bi, x9 -FP,, «3M, eee5 Cn FPn 
ହେବ । 


ମନେକର ¥ ଉପରେ ¥ (6)=¿ ନମିଲ୍ତ < <) *¿, 5) * * '› ଏନ > 
ଏକ ଅଧ୍ଵପଦ ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ କରେ । ଏଦ୍ର ଅଧ୍ଧଷଦ ଶ୍ରେଣୀ ଜମ୍ଚିଦ୍ଠ ଅମେ ଏକ ସାରଣିକ 
ଗଠନ କରଣ ଓ ଭାହାର ବଗଁର ନାମ୍ଭ ଅଧ୍ୟପଦ ଶ୍ରେଣୀର ଭେଦ (Discriminant) 
ନାମ୍ଭ ଦେବ୍ଧୀ । ଆମ୍ଭେ ସେ କୌଣସି ¦ କମି୍ଠ , = › (0) ରେ 8 ହଳେ 6। ଲେଖିଲେ 
ସେଉ ଗୁଣି ପାଉ, ସେନ ଗୁଣି %› (8) bn ଦେବ୍ଧ । ଉ୍‌ଭିଷ୍ଣ ସାରଣିକ 
ହେଉଛୁ, 
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| (0 | = 
gq 0 (PD ... (1) 
= | ନୁଅ ନୁଅ ଆ... ¿ (2) 
ତୁଠ କୁ କୁ 


Po 
ଏ ସାରଣିକର ବର୍ଗ | a | କୁ ଅଧ୍ଵପଦ ଷ୍ରେଣୀର ଭେ୍‌ଦକ 2 [୯ <‰› 3) 
° › ଏ | କୁହାଯାଏ । ସଦ < 21» 2„› ***, 8„ > ଅନ୍ୟ ଏକ ଅଧ୍ୂପଦ ଶ୍ରେଣୀ 
ହୋଇଥାଏ ଓ 
Bk =Cix & + Cor CF Cap Ag +° * ° FCrx Kp 
ହୁଏ, ତେବେ 


Alf, Bo, * ୧ °) Ba ]= | Cin I” A (4, Cg, * ୧ ୧) <] 
ହେବ । 


ଆମେ ଜାଣ୍ମ ସେ, £ ଭ୍ପର ¥ (6) ର 1, 6, 8”, +++, 6"ˆ ± ଏକ ଅଧୁପଦ 


ଗ୍ରେର୍ଣୀ ଅଖ ଓ ୫* ର -ଛାମୀସ୍‌ ସମୁଗ୍ଧୀ ଘ୍‌ଣି = (6,)* ଡୁଏ । ଆମେ ଦେଖ୍‌ ସେ, ଏହ 
ଅଧ୍ଵଫଦ ଶ୍ରେଣୀ ଳମ୍ଭିଦ୍ତ୍୍‌ ତରେଦକ 


ବଶ୍ଠିମାଜ | +++ ++ +++ ୧୧ ଓ ଓ | ର୍‌ ମୂଲ 6, = 6,, ଜିମି୍ତ 
. 2 


CO: i 
ଶନଯ (=0) ହୁଏ । ଏଣୁ ଏହାର (6,—0,) ଏକ ଭସ୍ାଦକ ଅଝେ । ସଲତ୍ତଃ, 


ior i=A I] (6, — 6,) ହେବ । ଏଥରେ (1-0,-05" * 0" ˆ!) ର ଘାଉ 
rs 
ଭୁଳନା କଲେ 
A= ± 1 ମିଲବ | ସନ ଉଃ 
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ଗେଲସଂଣ୍ଡ-ସି ଡ଼ର୍‌ ବ୍ର ପ୍ରମେସ୍ଟ ଗଛ 


D (0) = =I] (6. 6.)° ମିଲେ । ଓର ସମଯୁଗୀୀ ରମି ସକଳ ପରମ୍ପରଠାରୁ ସୃଅକ୍‌ 
rs 
ହୋଇଏ୍ଯବାରୁ ୬ (6) ୪ 0 ଦେବ । ଆମେ «¿ = 0*ˆ! ଜେଇ 
A [A Bo, * f,]=1 Cp i? D (8) 
ପାଉ । Dp o)=I] (8. ¬ 4,)* ଭେଦକ, 6, 6, - * ', ଡି ର ଏକ ସମମିତ୍ତ 
r= ss 
ସଂଲନ ଭ୍ଵଦେ ଞ୍ଥତ୍୍ତଃ ପ୍ରତ୍ତାୟ୍ବମାନ ତୁଏ । ଏଣୁ ୬ (6), ୮-ଅଲୁର୍ଗଭ ଏକ ର୍‌ଣି ଓ 
ଝଲଢଃ, ପ୍ରତ୍ୟକ A [/1› 2, * * “› 2] -ଅଲୁଗଭ ଏକ ଗ୍ଣି ହେବ । 


୧୪୩-୬, ଆମେ ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ଗ୍ଶିମାନଙ୍କ ଦ୍ଵାଗ୍‌ ଗଠିଉ ଗୁଶିକୁଞ୍ତଚର ଜା୍ଚ ୦ 
ଦେବ୍ଧ' । ମନେକର କେତେକ ପୁର୍୍ତିସଖ୍ୟା ୨, 12, , ଅନ 1» ୩ ନିମି 
fx) =x +m xX i4+m, X72 4c re. + mp1 X44 mp ଅଃ । 
#(×) କୁ ଏକ ଶଝିକ ବହୁପସ୍କ (Monic Polynomial) ବୋଲ କୁହାସିଟ । ଏଦ୍ର 
/(×) କମିଷ୍‌ (×) = 0ର ପଢେଯକ ମୂଲକୁ ଏକ ସୀଙ୍ସ୍ଵ୍‌ ସଖ୍ଯା (algebraic 
integer) ଲୁହାସିବ । ସଦ ଏଦ୍ ଝାସ ସଖ୍ଯାସମାନ ଏ, ‰୨› ଏ, + * "> ଏ ଢ଼ ଏ, 
ଢେବେ 

flo) =(x—4) (x4) (x —43) + (x4) 
ହ୍ରେବ । ଏଣ୍ « ଓ ^, @ (8)-ଅଲ୍ଗଭ ଦୁଇଵି ବ୍ରୀଙ୍ସ୍୍‌ ସଂଖ୍ୟା ହେଲେ « 4+ ଓ «4-8 
ଦୁଇଝି ଝାଜୀସ୍ଟ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରେଦ । ପ୍ରଭ୍େକ ପୁ୍୍ତିସଖ୍ୟା। ଏକ ଗୀଙସ୍୍‌ ସଂଖ୍ଯା ଅଃ । ସଦର 
« ଏକ ସୀଜ୍ଜୀୟ ସଂଖୟା ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଓର ପ୍ରଭ ସଂମ୍ଥୁଗ୍ଧୀ ଗୁଣି ଏକ ଏକ ଟୀଙ୍ଗସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା 
ହେବ । 


ଆମେ ଏଠାରେ ଦେଖିବ୍ଧ ସେ, ପ୍ରଭ ଝାସ ସଂଖ୍ଯାର ସଂନ୍ପୁଗ୍ତୀ ସଂଖ୍ଯାମାନଙ୍କର 
ମ୍ୌଲକ ସମ୍ଭମ୍ଭିତ ଝଲନମ୍ଭାନ ଗୋଵିଏ ଗୋଵିଏ ଗୁ୍ତସଂଖ୍ୟା ହେବ । ଫଳର, ୦()ର 
ସେ କୌଣସି ଝ୍ରୀଜୀସ୍କ ସଂଖ୍ଯା ? (6) ଜମିଦ୍ଧ, 

YP =y(6), ¥ > ¥(8,), -* “, ,( M = y(6,) 
ର ମ୍ଭୌଲ୍କ ସମମ୍ିଭ ଫାଲନମାନ ଏଜ ଏକ ପୁ୍୍ରିସଖ୍ଯା ହେବ । ଏହ୍ର ମରେ ମନେକର 
fi(x) =x" +7, 5 (0) )x"" 14 You o(02)10° 5 2 Free HF Yo(05) ft Fol) 
=x +7, 1(0)x° 1 +Yn— o(0/)x*" 2+ + ¥,(8), reve GO f(x) 
= (2) ‰,(×)- .(×) ଅଝେ | ତାହାହେଲେ (2) =×" + -- , ଗୁ୍ିସଖ୍ୟା 
ସହଗବ୍ରଗିଷ୍ପ ଵିଜୟ ବହୁପସ୍ତ ହେବ । ଏଣ୍ଣି £; (×) = 0 ର ସେ କୌଣସି ମୂଲ ଏକ ଟାସ୍କ 
ସଂଖ୍ୟା ହେବ । 
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୫୬ ଗ୍ରଶିଡତ୍ତ 


ମନେକର ଗ୍ରର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା / › 71; › 222)“ * "> ଆଳ ନିମି୍‌ କୌଣସି ଟୀଳୀୟ ଗଣି 0, 
max" + mx sre +++ + mn =0 

ର ମୂଲ ଅଖ | ଏହାଇୁ #1” ? ଦୂର୍‌ ଗୁଣନ କର ଆସେ ଦେଣ ସେ, m8, 
y "4 my 1 4 mm" 2 4-2 + mM ri =Q 

ର ମୂଲ ହେବ । ଅଥାୁ , 8 ଏକ ସୀଳୀସୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ହେବ | 


୧୩-୩, ମନେକର × = (8) ଏକ n-ସାଉବଶିଷ୍ଣ ସୀଜୀସବ ଗଵଣିଲୁଞ୍ଜ ଅଖ । 
ଏଠାରେ 6 ଦା କୌଣସି ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା  ନମିଦ୍ବ ୨୨0 ଏକ ସୀଜ୍ୀସୁ ସଂଖ୍ଯା ହୁଏ । ଏଣ୍ର 
ଆମେ ପ୍ରାରମ୍ଭଭୁ କୁ ଏକ ଝୀଙ୍କସ୍କ ସଂଖ୍ଯା ମନେ କରବ୍ଧ । ଏଣୁ ଝୀଜୀସ୍୍‌ ସଂଖ୍ଯା 8 ଜମିତ୍ତ 
ଅମେ Q(8)ର ସେ କୌଣସି ଗ୍ଶିଲୁ ପରମେସ୍‌ ସହଗ @› 419 °“ *, ଅନ ¡ ନେଇ 

«<= ag + aj 0+ ag0r + +e s+ +a, 0°" 3 
ଶ୍ତ୍ବବେ ଲେଖିପାରବ୍ଧ । 

ମ୍ମନେକର KK =(Q(6) ର 1, 4;5,..., %¿ ଏପରି କେତେକ ଷରମ୍ପରଠାରୁ 
ସ୍ୃଥକ୍‌ ଝାଙସ୍ଵ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ଘେ, × ର ସେ କୌଣସି ସଗ ସଂଖ୍ଯା « ପୁ୍୍ପିସଖ୍ଯା 1, 2 
coco › &, ସହଗମାନଙ୍କ ଦ୍ଵାର 

« = ଯ1% + <5 ++ * * + ,«„ ଭ୍ବବେ କେବଲ ଗୋଡିଏ ପ୍ରକାରେ ଲିଖିଉ 
ହୋଇପାରେ । ଆମ୍ଭେ < ¡ › 5, „ % > କୁ K ର ଏକ ସାଂଖ୍ୟଭୁମ୍ନି (Integral 
Basis) ନାମ ଦେବୁ । ମନେକର 8 ଏକ K -ଅନ୍ୁର୍ଗଭ ଝ୍ବାଜୀୟୁ ଗଣି ; ଏକ ଉ୍ଷସୋଗୀ 
ପୂର୍ପ୍ତସଖ୍ୟା ୩ ନମ୍ଚିଣ୍ଵ୍‌ ୩୫ ଏକ ଟ୍ଵୀଙସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ଯା ହେଦ ଓ ସାଂଖ୍ଯଭୁମିସ୍ଥ ଟୀଙ୍ଗସ୍ ସଂଖ୍ଯା 
< «¡, ** +, «, > ସାହୁଚର୍ଯାରେ କେତେକ ପୁର୍ଣ ସଂଖ୍ୟା 2) › -* “› 2, ନମିଭ୍ 

mB =bjx; + bat + occ 4 bx, 
ଘ୍ଵଚେ ପ୍ରକାଶିତ ହେଦ । ଏଣ୍ଣ ସୀଙ୍ଗୀୟ ଗ୍ଵଗି ୫ ର 


p=(2 ) + (2) Pe ” 


b , 2 b 
ହ୍ନେବ |! ଏଠା 1 22 eeeree sv Ca . , 
ହ ର ,” , =¬ ଏକ ଏକ ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ଗୁଗି ¡ ଏଣ୍ମି ୩ 


ଏ) * *, *%„ ଏକ ର ଶ୍ରେଣୀ ଅମ୍ତର୍ଗଉ ଗୁଣି ହ୍ରୋଇପାର୍‌ବେ । 
ପୁନଶ୍ ସଦ୍ର କେତେକ ପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ ଗ୍ଵଶି 61, ୧, ଅ, ନିମିଦ୍‌ ¡1% + 6% 


4 ++ “ + * 4+ ,«, = 0 ହୁଏ, ଢେବେ -ମାଜହର ହୁରସ୍ଥ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟାମ୍ଥାନ୍ର ଲପ୍ଗିଷ୍ 
ସାଧାରଣ ଗୁଣିଭକ ଦ୍ଵାଘ ଏହ୍ସ ସମ୍ପର୍କକୁ ଗୁଣନ କଲେ କେଭେକ ପୁର୍ଣ୍ଣିସଖ୍ଯା 7 , 
dy, peo ’ d, ନ୍ମ୍କ 


di + dot, + sau +d, = 0 
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ଗେଲ୍‌ଝଣଡ-ର୍ସ ଡ଼ର ଝ୍କର ପ୍ରମ୍ଭେୟ୍ sem 


ହ୍ରେବ । ମ୍ରାନ୍ଧ 0 କେବଲ ଗୋଡିଏ ପ୍ରକାରେ ସଥଆା : 0%; +0% + - + + 4+ 0% 
ରୂପେ ପ୍ରକାଶିଭ ହ୍ରୋଇପାରବା ଆବଶ୍ଯକ ¦ ଏଣ୍ରି ¡ =, =“ - pi ହେବା 
ଆର୍ତଣ୍ଯକ ଅଟେ | ସଂଲଢ୍ତଃ, < %¡ ସୁ ୨“ * ++ - + «„ >> ଏକ ଅଧୁପଦ ଶ୍ରେଣୀ ଗଠନ 
କର୍‌ବ । ଏଣ୍ରି ଏକ ସ୍ରାଂଖ୍ଯଭୁସି ଏକ ଅଧ୍ଵପଦ ଶ୍ରେଣୀ ଓ $ = ଅଛେ । ବଶ୍ଚି୍ମାନ 


alo) =<, ଲେଖି ଆମେ 
% < PS 


A (4, 49 GG) =| is ନ 
ଶୁ? aa = 


Ml () କୁ 


ଏକ ଝୀଙଗୟ୍କ ସଖ୍ୟାରୂପେ Me | ଲଥିରେ ଆମେ ଦର୍ଶାଇଛୁ ସେ, ଏହା ଠୁ-ଅଲ୍ତର୍ଗକ ଏକ 
ର୍‌ଝି { |,” (2) } ସହୁ ସମାନ । ଏଣୁ ଏହା ଏକ ପୁର୍ପ୍ତିସଖ୍ୟା ହେବ । 


ମ୍ଥନେକର «, (4) ର ଏକ ସୀଜୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ଓ ଙ¡ =, ,*** › ‰„ ଏହାର 
ସମ୍ଥଗ୍ୀ ସଂଖ୍ୟା ଅଟ ! ଆମେ, 
« ର ଗୁଣାଙ୍କ (Norm) (4) =< ++ + < ର ଗୁଣ ନର୍ପ୍ତସ୍‌ କରୁ । 
(ଏ) (4) ଏକ ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ଅଵେ । 
(2) N(«B) =N(«)-N(6) 
(୨)  ଏକସମ୍ଭ ହେବା ନମନ୍ତେ ^ («) = ± 1 ହେନା ଆବଶ୍ୟକ ଓ ଯଥେଷ୍ଟ ଅଃ | 
(୪) ସଦ (4) ଏକ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ହୁଏ, «, (2) ର ଏକ ମୌନଲକ ରଥ 
ହ୍ବେବ । 
(୫) («)=0 ହେଲେ «= 0 ହେବ | 
(୬) « ଏକ ବାସ୍ତବ ସଂଖ୍ୟା ହେଲେ /(«) =<” ହେବ | 
୧୩-୪. ମନେକର ୩ ଓ » ଦୁଇଝି ପୁ୍ତିସଖ୍ୟାୟ 0 < ୩ <n ଓ ଆମ୍ଭକୁ 
n-ସଂଖ୍ୟକ ଅଳ୍କାଉ ଗୁଣି 21, 22, * '› %ଛ ର ସଂଖ୍ୟକ ସରଲ ସମ୍ଭୀକରଣ, 


ad11X1 + di 9% + © tt ees 4+ a1nX. = 0 
Go1X1 + Gog xg + ++ ft +H aan Xn = =0 


Gn X11 + Ams X4y 4 eos oa =0 
ଦଆସଯାଇନ୍ଦୁ । ସଦ ଏହ୍ସ ସହୁଗ 411୨ 415) * *, ଳନ ସୁଭ୍ୟକ ଗୋଵିଏ ଗୋଝିଏ 
ମୁଶ୍ିସଖ୍ୟା ହୋଇଆଏ ଓ ଓ ମାନଙ୍କର ଚରମ୍ଭ ସ୍ଥାନ | ମଧ୍ଯରେ ସଙ୍କବ୍ଧହ୍ରକ୍ତ 
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୪ ର୍ଵଗର୍ତତ୍ତୁ 
ପୁର୍ପ୍ତିଫଂଖ୍ୟାନି 4 ଦୁଏ, ତେବେ ଆମେ 2, 2୨, କ୍‌ ମାନଙ୍କର ମୂ୍ତିସଖ୍ଯା ବଣିକ 
ଏପର୍‌ ମୂଲାମାନ ପାଇବ୍ଧ , ସନ୍ମିମିଦ୍ତ ସମ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନ ସିଙ୍କ ହେବ ଏବ = 1,2,3,: - “,7 


m 
n—m 


ପାଇ | ±; |< 1 + (nA) 
ହେବ । 

ପ୍ରମାଣ ¦: ପ୍ରଥମତଃ, (ax x1 + ak + “` 4 2ନନୀଲୁ ୨ ଆଖ୍ଯା 
ଦଅ । ପ୍ଜଶ, ¥ =(1, 2 * *, %ଳ) ଓ ୨ = (91, ୭›› ୨) ହେଉ । ଆସେ 
ସେ କୌଣସି ଦନ୍ଧ × ଜମ୍ଚକ୍ଦ୍ର ଗୋ?ିଏ ଓ କେବଲ ଗୋଡିଏ › ପାଇବୁ | ‰„ କୁ ± ର 
K ସ୍ଥାନୀୟ ସ୍ଥାନାଙ୍କ (Cଠ-୦୮dinate) ନାହ ଭୂଅ |! < 4: > ପୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା ହେଭୁ , 
21, 9“ * * × ପୁଷିସଂଖ୍ଯା ହୋଇଥିଲେ 9⁄4 › 2› 2'3' * '› ୬ଳସ୍ରଭ୍ୟକ ଗୋଃିଏ 
ଗୋଝିଏ ଗୁ୍ିସଖ୍ୟା ହେବ । ମୁର୍ଷ୍ତସଂଖ୍ୟା ସ୍ଥାନାଙ୍କବଗିଷ୍ଣ ସ୍ତତଚେ୍ଯକ %= (21, 2, * 
×) ଲ୍ଲ ଆଗେ ଏକ କୋଝି ବହ୍‌ (Lattice Point) ନାମ ଦେବୁ” । ମନେକର 4 
ଏକ ଧନାସ୍ପକ ମୁଶ୍ରିସଞ୍ଯା ଦନ୍ତ ଅନ୍ତୁ । ସଦ୍ଦ ପ୍ରତ୍ୟେକ ¿ କମିନ୍ତ 

—-q&xi=q 

ହୁଏ, ତାହାହେଲେ ପରମ୍ତରଠାରୁ ପୃଥକ୍‌ ଯେଉଁ ସତମ୍ଭସ୍ତ କୋ? ବନ୍ଧୁ × ଗଠନ 
କରାଯାଇପାରେ, ସେମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା (29 + 1)" ହେବ | ସୂଜଶ୍, | × | <q 

3 | a | < A ହେଭୁ, 


n 7 
| ୬ | = | Y an x | < (। ax, | + | x; 1) <nAgq 
j=1 j=1 
ହେବ । 1 ଏକ ମୃ୍ିଝଖ୍ୟା ହୋଇଥିବାରୁ ଏହ! 0, ± 1, ± 2, ± 3, +, ± 
aq ମଧ୍ଧଲ୍‌ ଗୋଝିଏ ସଂଖ୍ୟା ହ୍ରେବ । ଅର୍ଥାକ୍ଧୟ ୨ ର ସମ୍ତାବ୍ୟ ମୂଲାମାନନ୍ଦର ସଂଖ୍ୟା 
(2naq+ 1) ଅଖ | ଏଣୁ ୬ =(9⁄4 , 2› ** '; ଳର ସଞ୍ାବୟ ମୂଲାମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 
(2naq-+ 1)" ହେବ । 


ଆମେ ୟୂର ଏପର ଏକ ମୂଲା ନେବୁ”, ସେପର୍‌ (n24)"" " ¬ 1 < 2q < 


(7A)""= 4 1 ହେବ । ଏଠାରେ ବାମ ପାଶ୍‌ ` ଓ ଦକ୍ଷିଣ ପାଶ୍‌ ମଧରେ ଯଥାର୍ଥକ୍ୟ 2 
ହୋଇଥିବାରୁ ଏହ ପ୍ରକାର ଏକ ଧନାସ୍ଥକ ସଂଖ୍ଯା 4 ମିଲବାରେ କୌଓସି ବାଧା ନାହି । 


ଏଠାରେ (nA) "—। 
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ଗେଲ୍‌ଙଣ୍ଡ-ସି ଡ଼ର କ୍ର ପ୍ରମେ 5 ୫୫ 


< 2q ହେରୁ, (24) < (29+ 1)" ˆ" ହୁଏ । ସୂତରଂ, 

(2nAq+1)" =(nA)" (20+ 2)" 
< (nA™ # (2q9 +1)” 
< (29+ 1)” (29+ 1)” 
=(2q+1)° 

ହେବ । 


ଆସ୍ତେ ମୁଙ୍କରୁ ଦେଖିଛୁ ସେ) ର (294+ 1)* ¬ ସଂଖ୍ୟକ ସୃଥଳ୍‌ ସୃଥକ୍‌ ମୂଳା 
ଅରୁ ଓ ଏମ୍ଭାନଙ୍କ ନମ୍ି୍ତ୍‌ ର ସମ୍ଭସ୍ତ ସମ୍ଭାବ୍ଯ ମୂଲାମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା (21 Aq+ 1)” 
ଅଝେ । ଅର୍ଥାଜ଼ୁ, ର (24 + 1)” ¬ ସଂଖ୍ଯକ ସୃଥକ୍‌ ସୃଥକ୍‌ ମୂଲା ଜେଇ ଆସେ 
ସେଜ୍‌ (29+ 1)* ସଂଖ୍ୟକ 7 ପାଉ, ସେମାନ ମଧରୁ ପରଷ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ 3 ମାନକୁ 
ଗଣନା କଲେ ଆମେ (2 + 1)" ଠାରୁ ଛୁ ଦୃଢର ସଂଖ୍ୟକ ନ୍ଧ ଭନ୍ତ / ପାଉ । ଏଣ୍ଡ 
ଅଲ୍ତଭଃ ପସ୍ଷେ 2? ସୁଲରେ, ଅଥାଉୁ, କୌଣସି ଦୁଇ? ୪ =", x =x" (x' 6 ×") 
ଜମିଦ୍ଧ୍‌ ମିଳୁଧ୍ଠବା ୬ ର ମୂଲାଦ୍ଧସ୍ବ ସମ୍ମାନ ହେବ । x= ¬ ×" ଜମିଶ୍‌ = 
(0, 0, 0, -* -, 0) ହେବ । ମନେକର = / = %¡+ ଓ x =( 21, 
% } ଅହେ ଏଠାରେ 5 1୫ xi — xg 1 < Ixy Il + I xsl <q+gq 

< (nA) "+1 

€ ଏ x ଲମିନ୍୍‌ YY, === ym =0 

ହୁଏ । 

ବ୍‌ ୩-୫, ପ୍ରଦନ୍ତ୍ର ଝୀଙଗୟ୍‌ ଗ୍‌ଣିଲୁଞ୍ଜ × = (0. ର ସେ କୌଣସି ଗଣି « ଜମି, « 
ଓ ଢାର ସଂମ୍ଥୁଗ୍ଧୀ ଗୁଣିଜ୍ଭାନ୍ବର ପରମ୍ଭ ମୂଲ (absolute value) ମଧରେ ସଙ୍କ ବୃହର 
ମୂଳାଲୁ < କୁହାଯାଉ୍‌ । ଏହା ଷ୍ରଣ୍ଣ ସେ, ।× 4 ଥା < <| + #81 ଓ «AI < I1<IAll 
ଅବ । ଆମେ ପ୍ରମାଣ କରଚ୍ମ ସେକ ସଦ [୦(8) : 2] = ଡ଼ୁଏ, 4 ଗ୍‌ଶିତ୍ଥାନ 
@()ର ଏକ ଏକ ଏୀଜୀୟ୍‌ ସଂଖ୍ୟା ଦ୍ରୋଇଆାଏ ଓ q ସଂଖ୍ଯକ ଅଛଜ୍ଞାଢଗ୍‌ପି £1) 61; £, 
+ *› £ ନମିଦ୍‌ 9 ସଂଖ୍ୟକ ସମୀକରଣ, (0 < ୬ <q) › 


a1 £1 + a19 £5 +° ** + a0 £ =0 
ain £&1 Faq £ +° °° Fare £ =0 
anf + ar9 £, +++ +a £ =0 
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୫୭ ଗୁଣିତ୍ତତ୍ତୁ 


ଦ୍ଦଆସାଇଥାଏ ଏବଂ ଯେ କୌଣସି £, ¦ ନମି ॥4॥ < A ହୁଏ, ତେବେ × ଦାର 
ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ ଏପର୍ର ଏକ ଧନାସ୍ପକ ଗୁଞି ୯ ଫିଲପାରବ, ସନ୍ତ୍ରମ୍ତିତ୍୍‌୍‌ ଦଣ୍ତ ସମ୍ମୀକରଣର କୋଣସି 


ଏକ ସମ୍ମାଧାନ £1, £, ' * › & ଘାଇ ସ୍ରର ||| < ୯ 4+C(CqA)*"* 


ହେବ । 
ସ୍ତମାଣ : ମନେକର #1, 9, ++, /କ ବାଜୀସ୍ ସଖ୍ଯାମ୍ାନ ଯର ଏକ 


ସାଂଖ୍ୟନୁନି ଗଠନ କରନ୍ତ | ର ସେ କୌଣସି ର୍‌ଣି «ର ପ୍ରକାଶନ 
« = gibi ଂ Guha + + gubn (g:EQ) 
ଢହେଉ୍‌ । ର ସଯୁଗୀ ଗ୍୍‌ରିମ୍ଭାନକ୍କୁଂ 5), Br a ), see, BP ଏନ୍ତଂ 
Og nO 4 gO terran 
2, 3, ” » h) 
ଦ୍ଭ ଥ୍ବିଲେ BE gas °°’, ନ ଯଥା: 
g =P (f1, cr, fn) a1) + p,,(f, °“ ଓ) AA 
+FP.n(f1, *+°, Bn) (4) 
ଯଦ ପ୍ରଭ (2, ) ଜମିର IP < ହୁଏ, ଢେବେ 


Ig < Calla’ 
ଡ଼େବ । <ଠାରେ 
£ = i Bi + XrgBa Ft et + Xenfn 
ଲେଖ । ଦ୍ଧ ସମ୍ପୀକରଣମ୍ଭାଲାରୁ £= 1, 2, ***, 2 ଜମିଛ୍ତ 


q #h q 
> > Cut X55 By => < 6 =0 
i=1 j=1 i=1 
ହେବ । <, ନକ, +, „> ଏକ ସାଂ ଭୁସି ଗଠନ କରୁସ୍ୟବାରୁ କେତେକ 
ମୁର୍୍ତିସ ଖା ୩ ନମି 
h 
Aug = > Mij Br, 1 KR <p, 1<i<qG, 1<ji<h 
r=1 
ସ୍ଥାପ । ଫଲଉଃ, 
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ଗେଲ୍‌ଝଣ୍ଡସି ଡ଼ର କ୍ର ସ୍ରମେସ୍ଟ ୭ 


ଉପରୋକ୍ତ ସ୍ୀକରଣମ୍ଭାଳା ଜମ୍ବ ପ୍ରକାରେ ଲ୍‌ଖିଉ ହେବ, ସଥା :— 
q #h h 
p> p> p> Mair x1) Br =0 
i=1]=1 r=1 
ଘ-ଉ୍ଷରେ < 1, #,,* * ",8„ `> ସରଲଭ୍ଚେ ସ୍ଵାଧୀନ ହୋଇଥିବାରୁ ସ୍ତଚ୍ତ୍ୟେକ ଥି ର 
ସହ୍ନଗ ଶୂନ୍ଯ ସହ ସମ୍ଭାନ ହେବ, ଅର୍ଥକୁ, = 1, 2,“ 9 6 r=1, 2,5 h 
ନମ୍ଜିନ୍ତ, 
q h 
୬ x Mair X14 =0 
i=1 j=1 
ହେବ । ଏଦ୍ସ ୨ମ-ସଂଖ୍ୟକ ସ୍ଭୀକରଣମ୍ଭାନଙ୍କରୁ / ସଂଖ୍ଯକ ଅସ୍ଭକ୍ତଗ୍‌ଣି ନଷ୍ରସ୍ଟ୍ କଶବାଲୁ 
ହେବ । ପୁ ଅନୁଚ୍ଛେଦ * ସୁଲେ ^ ¡ ଓ ¢, ସୁଲେ ମଜ ଜେଇ ଅମେ 
Imuvigel < Call% 4B ll < Callxgll-NB ll € C7 AB i < CoA 
ପାଇବୁ , ସେର ୯,2 ଏକ ପୁ୍ଣ୍ତିସଖ୍ଯା ହେବ । ଏଠାରେ ଅର ମୂଳା 2 ଭ୍ପରେ ନର୍ଭର 
କରେ ; ମାନ „ର ମୂଳା ପରବରିଉ ତୁଏ ନାହ । ବର୍ଠିସାନ ସଙ୍କବୃଢନ୍ତ ॥ 2› || ଲୁ || 2 ॥| 
ତ୍ଵନେ ଲେଖ । ଏଠାରେ 2 > । ହେରୁ ଅମେ ;କୁ ଏପର ଭ୍ଵଢେ ନେଇପାଦୁ ସେପର 
1+C BN >C, >Ci ll Bll 
ହେବ ଓ ସାଜଭଃ, €; ଏକ ପୁଣୁିସଂଞା ହେବ । 
„ ସେପର ପୁ୍କାଲେଚନା ଅନ୍ଲୁଯାସ୍ତୀ ଆମେ ଶୂନ୍ଯଠାରୁ ସ୍ପୃଥକୁ ଏପର {×} ମାଜ 
ପାଇବୁ , 
_ ph Pp 
Ixgl< 1+gh CA) PP = 1 + (qh CsA)! P 
ହେବ । ଝଲତଃ› ଶୂନୟଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ { £ } ମାନର ମୂଳା 
Po 
MN él < hn BL + (gh C,A)? ~~ P} 
PP 
<C+C(CqA)0 —P 
ଦହ୍ବେବ । ଏଥ୍ବନମତ୍ hC,<C G ଓ hl 8 ॥ ୯ ହେବା ଆବଣ୍ୟକ । ଏ ।ଇଲ୍‌ ଥଯ 
ଓ q ଉଷରେ ୯ ଜଭଁର କରେ ନାହି । ମାଧ ର୍‌ଗିଲୁଞ  ଜ୍ପରେ ୯ ଭର ବର । 
ସୁଜଶ୍ତ, 2¡ ମାନ ଠୂ-ଜ୍ପରେ ସରଲରଭ୍ବବେ ଜର ରସ୍ରନ ଡ୍ରୋଇଥିବାରୁ ଓ ଅନ୍ତତଃ ଧଷ 
ଗୋଝିଏ 2%; 
ଶୂନ୍ୟଠାଭୁ ସ୍ପୃଥକୁ ହରୋଚଦାରୁ ଅଲ୍ପ ପେ ବଗ ୫ ଝି। ଶୂଳ ଠାରୁ ପୃଥକ୍‌ ଆ । 
୭ 
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5୫୮ ଗ୍ୁର୍ଗତତ୍ତ 

Cu) ଗେଲ ସି ଡ଼ର ସ୍ତମେସ୍ଟ୍‌ । Gelfond-Schneider 
Theorem ): ନେକର « ଓ / ଦୁଇ ସୀଜାସ୍୍‌ ରାଗି ଓ 8 ଏକ ବାସ୍ତବ ଅପର୍‌ମେସ୍ଟ୍‌ 
ରାଶି ଅଃ । ଭାହାହ୍ରେଲେ «? ଏକ କ୍କନାରହୀ ଗ୍ଵଣି ( Transendental 
Number ) ହେବ | 


ସ୍ଥମାଣ : ଅନ୍ୟଥା, ମଜେକର a ଝୀଙ୍ଜୀୟୁ ଅଖ । ମଜେକର y =a = 


6? ! °“ ଅଃ । ପ୍ରଥମର, «„ ନ ଓ ¥ ବାକୀୟ୍‌ ରାଣି ହୋଇଥବାରୁ ଏମାନେ ପରମେସ୍ଟ୍‌ 
= ¢ 
ରାଣିକୁଞ ଠୂର ଏକ ସମ୍ମୀମ ଭ୍ଵ୍ଵବେ ସଂସ୍ତସାରତ ଗୁଣିକୁଞ୍ଞ < =Q(୫) ର ଅନ୍ତଗତ୍ତ 
ହେବେ । ମନେକର { <: ] = ଅଝେ । ଆସେ M=2h+ 3, q- 4m’, 
n=, = ¶* = 2mn ଓ n > q ଜେକୁ' । ମନେକର ୯,1, „ ୯ ,‹ - “ଆଦ୍ର 

2m 


କେତେକ ସସୀମ୍ଭ ସଂଖ୍ୟକ ନର୍ଦଦିଷ୍ଟ ସଂଖ୍ୟା ଅଃନ୍ତ୍ର ଓ ଏମାନଙ୍କଠାରୁ ¶, 1, ± ସ୍ରତ୍େକେ 

ବୃଦ୍ଧ୍ତ୍ର | ହଁନେକର !¡, !,, * * “  ଘ୍ଣିସାନ / -ଅନୁର୍ଗଜ ଏକ ଏକ ସୀଜସ୍କ୍‌ ସଂଖ୍ୟା 

G =1, 2, 3, “+, ଏବ = 1, 2, 3, ++ *› ¶ ନମି®ଞ କୋଣସି ଏକ ମରେ 
P=(Y+kB) log«  (s=1,2, 9 t) 

ଅବେ |! ମନେକର 


F (x) =m - e”! * tn, . ef? 4 eee Fe g A 
ଅଛେ | ପ୍ରଥ୍ଭଡଃ ଏପର୍‌ ଏକ ମୁର୍୍ଣସଖୟ €¡ ଜଅ | ସେପରି € ¡ «<, €) 8, C¡ ¥ = 
ପ୍ରତ୍ୟକ ଏକ ଏକ ସାହସ ସଂଖ୍ଯା ହ୍ରେନେ । ବଶ୍ରିମାଜ 1 › ଃ୨ ¬, ¢ (€= 2mn) 
ଜମିଦ୍ତ୍ କମ୍ପ ସ୍ରଦଦ୍ଚ୍‌ 2 ¬ ସଂଖଏକ ସମ୍ଭୀକରଣ 
ct 2mq(log+) — ala), 5) =p; Pr 
b=1, 2, mM 
ସ୍ଥାନଙ୍କର ବିବେଚନା କର | ଏଥରେ ”¡ ର ସହଗ 
ct 2mq (log 4)“ “p abs 
= n+ 2m 4 kB) e b (Y+kB) logx 


= (CF 2 + p8) rb, kb 
ଏକ ସୀଙ୍କୟ୍କ ସଂଖ୍ଯା ଅଝଵେ | [ ˆ, a+ rb+kb<(n— 1) +qm+q+ 


q< n+ 2mg - ] ପ୍ନଶ, || ¥ + RB i < y I+ RAE IA < q (FIA) 
ଅଟେ | ମନେକର ॥| « ||› | ୪ ॥ ଓ ॥| 2 + 1 ମଧରେ ୯, ସଙସ୍ଂ ଦୃହଜୂ ଅଛେ । 
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ଗେଲସଂଣ୍ଡଂସି ଡ଼ର୍‌ କ୍ର ସ୍ତମ୍ଚେସ୍ ୨୫୯ 


ଭାହା ହେଲେ॥ ୯)" " 2” . (10g 4) ˆ ଏ ‹ ନ . 0 < C+ 2m 


(9 6) "CP" (6 ce" {a ea)” C2) ni? 

< 6 * nf ® 

ହେବ । ଏଠାରେ C¡ =(€¡ ,)*" +! / 2m, ^ ସହ ଜଭିରସ୍କାନ ଅଛେ | 
ଏଣ୍ଣ ପୁଙ୍କାଲେଚନାଲୁଯାସ୍ତୀୟ A = ୦,” ନ” କମିଦ୍ ଦନ୍ତ୍ର ସର୍ଚୀକରଣ୍ଥାଲାର ଶୃନ୍ୟଠାରୁ 
ସୃଥକ୍‌ ଏକ ସମ୍ଭ ଧାନ ମିଲେ ଓ ଏଥରେ, 


N < Ci+C { C (2mn) C3? n? } 2 mam 

= C-++2C* mn Cag ni< 3C” mn Can? 

ହୁଏ । ଏଠାରେ ୯, ଉପରେ ଛଭଁର କରେ | ମାନ୍ଧ ॥ ୦ ଭୁ ଏହା ମୁକ୍ତ 
ଅଵ | ବଣଜିମାନ 2° > > > m ହେରୁ, ୩ < 4” ଅଃ ଓ ସଲତାୟୁ ॥ ଠାରୁ 
ମୁ କୁ ଏକ ର୍‌ଣି €¿ ଛମି୍୍ଡ | ॥ | < ¿" - ଆ” ଦେବ । 

ଏସ ସମ୍ଭସ୍ତ !› ମାନଙ୍କଦ୍ଧାର୍‌ା ଜ୍ପରେଙ୍ତ ୮ (2) ସ୍ତ ଷ୍ରଷ୍ଠଵେ ଜପ୍ତାଭ ହୁଏ। 

ଉପ ସ୍ଥତମେୟ୍ଟ¬୧ : ଆମେ ^ ଠାରୁ ବୃହର ଏପର ଏକ ମୃଷ୍ରସଂଖ୍ଯା ୬ ଓ 
ଅନ୍ୟ ଏକ ପୃ୍ଷ୍ଣିସଖ୍ୟା ଭ ( 1 < B<m ) ନ ପାରବୃ ସେଷର 4 =0, 1, 2, 
p — 1 ଏବ =1. 2, ++", m ଛସିଦ୍ F Ee ରବ F ' (b) £ 0 


ହେବ । 
ସଦ୍ଦ ଏପର୍‌ ଏକ ୨ ଜିଲପାରେ ଉାଦାଵଦେଲେ ଲ୍‌ପଚ୍ବେକ୍ସ ଆଲେ୍‌ଚନାରଭୁ ଆମେ 


Na ¢ " t— | 
» > » ପାଇବୁ | ସୁକଶ୍ୂଂ, £ (1), F' (1), F" (1), - FR - a- 
I ସମ୍ମସ୍ତେ ଶୂନ୍ଯ ହ୍ବେବେ ନାଦ୍ଦ । ଅନେକର 4 =0, 1, 2, -*:, ¿= 1 ଜମି 


Fa)=0 ଅବ । ଉାହାହ୍ରେଲେ ଉପରୋକ୍ତ ବିଶ୍ଣେଷଣରୁ 0 < 4 < ¬ 1 
ନମ୍ଭିଣ୍ତ୍ର ୪ pj ef i=0 ମରିଲବ | ୍ମାନ୍ଧ ସମସ୍ତ !¡ ଶୂଜଯୟସ୍ବହ ସମ୍ମାନ ରୁହନ୍ତ | ସ୍ଲଗ୍ଵଂ, 


me me a es... ee 
| 
o= pe? me? oi ePhene e" 
peereecccee eer toe ee rete ere ert ee ere 
aM dad DH, a Ps a Pr 


pre, pre Me yee p: € 
PF Pat rtp! I 


$ 
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3୭° ଘ୍ବିତତ୍ତ 


ହେବ । ଏଣୁ ଦୁଇ? 2 ସମାନ ହେବ । ମନେକର 4 = ¡ ଅଛେ | ଏଣୁ 
(r,+ kB) log «=(r1+Rk,6) log « 
ହେବ । ମାନ୍ଷ × ± 0, 1 ଅଖ | ଏଣୁ 10 ଦୁାର୍‌ ଗ୍ଵଗକର ଆମେ 
ନ ଏକ ବାସ୍ତବ ପରମ୍ଭେୟ୍ଵ ଗୁଣି ପାଉ । ଏହ୍ଵା ଅସମ୍ଭବ । ଏଣ୍ତ 
I Ki 
ଉ୍‌ପପ୍ତମ୍ଭେୟୁ -୯ ସଭ୍ଯ ଅଛେ । 
ଏହ୍ସ ଉ୍୍‌ପସ୍ରମେୟ୍ତର ପ୍ରସ୍ଟୋଗ ଫଲରେ ଅମେ ଶୂନ୍ଯଠାରୁ ସ୍ୃଥକ୍‌ ଏକ ରଵି 
t 


E=(log4) —p FP (p= > nN, (logx) Pp PgB?’ 


j=1 
=) 1, (r+kp)P «5? yD» 
ଷାଉଁ । 
ଉପସ୍ରମେସ୍ଟ“୬ : । ଓ % ଉପରେ ଜଉଁର କରୁ ନ ଥବା ଆମେ ଏପରି ଏକ 
ଧନାସ୍ପକ ଗଣି ୯ ପାଇପାରବୁ' ସେପର । (£) | > ˆ” ହେବ । 


ସ୍ତମାଣ : ସୂରଣ କର ସେ, ସର ¡„ × ର ଏକ ସୀଳୀୟ୍‌ ର୍‌ଗି ଓ C1%, C;#, 
€? ସ୍ତୈକେ ଏକ ଏକ ବାଙ୍କ ସଂଖ୍ୟା ଅନନ୍ତର | ସୂଭଗ୍‌ଂ, €¡” **”' £, × ର ଏକ 
ସୀଙ୍ଗସ୍କ ସଂଖ୍ଯା ଅଃ [ '.' ? <, < , < m | ବଶିମାନ ୟ < "< ୨ ହେରୁ , 

CP {CP PP SC? 
ହେଲେ, ¡ ଓ mM ପରି „ ମଧ ୬ ଓ ^ ଠାରୁ ମୁ କୁ ହେବ । ମାନ୍ଧ ୯,” £ ଏକ ବାଳୀୟ୍‌ 
ସଂଖ୍ୟା ଅଟେ | ଏଣ୍ରି 

1% N(Cs” £) | =C gr | N(€) i, 
ଅଣା, | (£) | > (C,*)"* 
ଡ଼ୁଏ । 

ଉପସ୍ରମେୟ୍ଟଂ୩ : । ଓ ୨ ସହ କୌଣସି ସମ୍ପକ ନବା ଏକ ଧନାସ୍ପକ ନର୍ଦିଷ୍ 
ରାଶି ¢ ଅଛୁ ସନ୍ତମମିଶ୍ବ ॥ £ || < ” ୨” ହେବ | 

ସ୍ଥମାଣ : ଏଠାରେ 
॥ € < ± - [ସ୍କୃଦକ { ॥ ଆ) ୩ ¥ + RA IN « 2 va’ ଆ 
ଓ ଏଠାରେ + ଓ /ର ମୂଳା  ଜପରେ ନଭର କରେ | ବଶ୍ଚିାନ କୁ ଯଥେଚଛା ଚତ 
ବୃକ୍ଚି କରତ ଅମେ q < < 9 ଓ £= 2m" < 2" ପାଇପାରବୁ' । ସୂନଶୃ 

Y<q, k<q, [< m ଅଃ | ତେଣୁ, 
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ଗେଲ୍‌ଫଣ୍ଡ-ସି ଡ଼ର୍‌ ଙ୍କର ସ୍ରମେସ୍୍‌ ୨୬୧ 


n PD a 
NE N< 2°cn? {q+qi Pn} fa xa aya} 
n Dp 


<f2c(1+1 BM} {0x cyl} on? gq 


> n les 
< {2C,(1 +11 BI) Nx NP + YIP} (p23! Vamp 
=C"' - 2” ହେବ | 


ମୂଳ ସ୍ତମେସ୍ଟର ସ୍ତମାଣ : ମଲେକର, 


m 
S(z)=p ! F(z) _ _ Pp 
fl je b) oI ce 5) 
b±B 
F(z) ର 2= 1, 2, 3, ++, m ଠାରେ ଅନ୍ନ ସଂଖ୍ୟକ ଶୂଳ୍କ ଅକ୍ାରୁ 
_(z— BF) (Zz — — B)?ripe+ (B) 
F SL fp Ci 
a p ! (p+1)! 
ହେବ ଏବଂ ସଲଭଃ, 
S(B) = F"(B), £= (lag) *S(B) 
ହେବ | ଏଣ୍ପ କୋଷିଙ୍କର ଅବରୋେସ୍ସ୍ର ପ୍ତମେସ୍୍୍‌ (Cauchy’s Residue Theorem) 
ଅନୁଯାୟୀ, 2 ଚରୁଂଷାଶ୍‌ “ରେ ଅରେ ପଦଶ୍ମିଣ କରବା ସେ କୌଣସି ଏକ ଜବୁଜ ରେଖା 
(Closed Curve)T ନମଚିଲ୍ 


ହେବ । ଏଠାରେ ୮: { zi=?) ଲଅ | ବର୍ଭମାନ 


PoP >= " >m>B 
q 2q 2q 4m 


ହେଭୁ ୫, ୮ ଦଵାଗ୍‌ ଆବଙ୍କ ବୃଶ୍ଵଜାର ଷ୍ଷେଧ (Disk) ର ଏକ ଅଲ୍ତଃର୍ୂଭ ବନ୍ଧୁ 
(Interior Point) ହେବ | ସୂନଷ୍ଡି, 


[2 atari) rots} 
| ¿2 | < 6! < ¢ ` ଏ =C, 
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ଚୋ ରାଥିକତ୍ତୁ 


ହେଲେ € ‹ , 7 ଓ ୨ ସହ ଅସଂସୃକୃ ହେବ । ଫଳଭଃ, | Z | =? କମିର୍‌, 
q 


no > n Pp 
| Flz) «<tC,n CP < 2c, Cc) n? < Ci -p2 
ହେବ ; କାରଣ £ = 2m» < 2" < 2” (ଯଥେଷ୍ଟ ବୃହୁଭୁ  ନମିଦ୍ବ୍ୟ ସଭ୍ଯ ଅଖ । 


<ଠ୦ାର P>P om × > ଚର ଗସ୍ଟୋଗ କଲେ ଆମେ 
q 


| z2—b lel ziI-1bi>P—m>2, ଅଣା, 
q 2p 
lz—b ୬ < (20) 
Dp 


ପାତି । ସୁଢର୍‌ଂ, ! 2 = ବୃନ୍ତ ଡରେ 


| S(2) I<» Cr P(e (B— bY’ 


bE 
= PD cm af n 
| B— 
={C12"(2m °” I =a op ଓ”) 
b= 1 
bzB 
= CP Dp! - p? (2 " 
p 
<CP pi (1 VY” 
P ନ 
=(P op? (3=m) 
ହ୍ରେବ ଓ ଫଳ, 
£1 < I log 4 17? 1 S(B) | 
i - pf S(z) 
| log + | [5502 
T 
ip(3 — mn) 


< ilog x1 P+ 222 CoP rp 
27 q 
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ଗେଲ୍‌ଟଂଣ୍-ସ୍ଵ ଡ଼ର ଙ୍କର ପ୍ରମେୟ 29m 


< [20 | log «| NP . p P(3—m)/2 
=C,P piP(3—-m) 
ହ୍ବେବ ଓ ଏହ୍ବାର ବ୍ଯବଦହ୍ରାର ଫଲରେ ଆମ୍ଚେ 
I N(E) <P pP3 mM 2 (cp; p)h— 1 
=(C gC 1)2 p—? 
=C1g" + P™” 
ପାଇବ (C19 =, + €" 3) । <$, 
Co PP > (NG >€, 
ବା, C 19 > q 
ହେବ । ଏଠାରେ € ଓ €, ଓ ନ ଠାରୁ ମୁକ ଅନ୍ତର | ମାଧ >" ଓ ଆମେ ମକ 
ଇଚ୍ଛାନ୍ମଯାୟଵୀ ଏକ ଅରଣସ୍ ବୃ ହତ୍ର ସଂଖ୍ଯା ରୂପେ ଜେଇପାରୁ । ଫଳରେ ଆମେ ଏକ 
ଅସମ୍ବାଦ୍ୟ ସିକ୍ତ (Cଠntradiction) ରେ ଉପଳାକ ହେବୁ । 
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ଚତୁଦ୍ଦଶ ଅଧାୟ 


ଗାଶିଭକ ଫଲନ 
( Arithm-ti al Functions ) 


୧୪-୧ : ଏନ୍ଦୁ ଅଧାସ୍ଵରେ ଆମେ ରୁଗଶିଡତ୍ଜରେ ନ୍ଯବଦ୍ଧାର ହ୍ରେଉ୍‌ୟବା କେଢେକ 
ସଂଲଜ (Function) ମାନର ସସ୍ତେପ ବବରଣୀ ପ୍ରଦାନ କରବ୍ଧ । ଏଗୁଡ଼କର 
ଅଧ୍ସସ୍ଟନ ଛମ୍ଭିକ୍୍ ଗୀଜଗ୍ଷିତ (A1gebra) ଓ କଳନଜତତ୍ତୁ (a1uus) ରେ ବର୍୍ରୀକତ 
ହୋଇଥ୍ବବା କେଳ୍ତେକ ସନ ସାଙ୍କେତକ ଚଭ୍ତ ଆଦ ବ୍ୟବହାର କର୍‌ସିବ । ଏଗୁଡ଼ିକର 
ସ୍ଜରାଲୋଚନା ଏହୁ ସୁ ମ୍ଥକରେ ଅନାବଶ୍ୟକ ଅଃ । ଆଗ୍ରତ୍ଗ ପାଠକଗଣ ଏମାନଙ୍କ ସହବ 
ପରଚଡ ହେଟା କମିନକ୍ଦ୍ର ଓଡ଼ିଆ ଭ୍ଵଷାଲେ ଲଖିଉ ସଂସ୍ୃକ୍ର ସୁ ସ୍ରକମ୍ମଥାନ ଦେଟି ଜେଇ 
ପାରେ । 


ମନେକର 7, 5, 5, * ** ଆଦି କେଢେକ ଦନ୍ତ ଧନାସ୍ଥକ ପୁ୍ପିସଖ୍ୟା ଓ 
ପ୍ରତ୍ୟକ  ଜମିନ୍ବ £ (ମ) ର ଏକ ନର୍ଦ୍ଦିଷ୍ସ ମୂଲ ଥାଏ । ଭାହାହେେଲେ # (ନ) କୁ 
nରି ଏକ ଗାକ୍ଷିତକ ସଜ ( Arithmetical Function ) କୁହାସାଏ । 
ଉଦାହରଣ ସ୍ତରୂଷ, H [୮] He ଆଦ୍ର ଏକ ଏକ ଗାଖିଭକ ସଲନ 
ଅଃ | ମ୍ଥାନ୍ ଆମେ ସ୍ଥାଧାଲଣଉଃ ଏହ୍ର ପ୍ରକାରର ଅସଂଖ୍ ସଲନମ୍ଭାନଙ୍କ ମଧ୍ୟରୁ ସେଉ 
ଫଲଜମ୍ଭାଳଙ୍କ ଦ୍ଵାଗ୍ଵ ର ରଗିଉତ୍ତୁ ¬ ସମ୍ପର୍କୀତ କୌଣସି ଗୁଣ ସୂଚଉ ହ୍ରେଉ୍‌ଥାଏ, 
କେବଳ ସେଙ୍ଗ ମମ୍ଭସ୍ତ ସଲନମ୍ମାନଙ୍କର ଆଟଲଚନା କରବ୍ଧ' । 

୧ ୪: › : ମୋସୀସୁ ଫଳଜ ( The Mobius Function ) ମୋସ୍ସ୍ 
ଫାଲନ # (n) ଜମ ପ୍ରକାରେ ନ ¿ମିକ ନହୁଏ : 

(କ) & (1) = 1 

(3) ଯାଘ଼ ର କୌଣସି ଗୁର୍୍ତିବଗ ସଂଖ୍ୟା ଏକ ଉତ୍ପାଦକ ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ 
# (n) = 0 ହୁ, ଅନଯଥା 

(ର) ଯଦି ¡ › 5, * * "› ୨% ସ୍ରଭ୍ୟକ, ଏକ ଏକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ 
ଓ “¬ ଗୁଞ଼କ ପରମ୍ତଥରଠା୍କୁ ସୃଥକୁ ତୁ ଏ, ଭେବେ 

1 (pr. + Po rer) =(— 1)" ଆ | 
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ଗାଣିଭଳକ ଫଳନ 2୭୫ 


ଏହା ଖତଷ୍ଟ ସେ, ସଦ (୩, n) = 1 ହୋଇଅଆାଏ, ତେବେ (mn) = & (n) 
 (n) ହେବ, ଅର୍ଥକୁ, ¿ (ନ) ଏକ ଗୁଣନ ଧରୀ ( multiplicative ) ଫଲନ 
ଅଟେ | 


ମ୍ମନେକର `> 1 ଓ ଏହାର ପଷରସ୍ପରଠାରୁ ସୃଥକ୍‌ ମୌଲିକ ଜ୍ଭସ୍ତାଦକମାନଙ୍କର 
ସଂଖ୍ୟା  ଅଟଝେ । ମନେକର ଏହ୍ରାର ତ୍ଵ୍ରଜକମ୍ଭାନ (ସାନବଡ଼ ମରେ) 1, dଃ, 3, * * "› 
d„ (4, < d, < --- < d„) ଅଃଲ । ଆମେ ସ୍ରମ୍ଥାଣ କରବ୍ଧ ସେ, 
(SV) (dj) + (d) + (dg) + +++ + & (dm) =0, 6G, 
(0) (dy) | + {| (dD) | + ' (da) | +e + | (da | 
= 2* 
ଅଛେ । 


ସ୍ତମାଣ (କ) ସଦ  ଏଳ ମୌଲକ ଗର୍ପ୍ତସଂଞଖୟା ୬ ଦ୍ରୋଇଥାଏ, ତେବେ £ =1 
ଅଟେ ଏବଂ 1 =d¡ ଓ ୬ =, ଏଦ଼ାର ଦୂଇ?ି ମାନ ଭ୍ବଜକ ହ୍ରେବ | ଏଣ୍ି (1) = 1 
ଓ # (d,) = = 1 ହେବ । ଫଲଢଃ, «(d) + (d,) = 0 ଏଙ୍କ | ନ(d)) | + 
| #(,) | = 14+ 1 = 2 ହେବ । 


(ଖ) ଯଦ କୌଣସି ମ୍ୌଲକ ପୁର୍ପ୍ତଫଖ୍ଯା ର ଏକ ଘାଉ ହ୍ରୋଇଥାଏ, 
ଭେବେ = 1 ହେବ । ମନେକର 7 = ୨” ଅଛେ | ଭାହାହେଲେ ର ଭ୍ତ୍ଜକ ସମୂହ 
ନମ୍ପ ଛମ୍ଭରେ ଲଝିଭ୍ତ ହୁଏ, ଯଥା : । , ୬, 9”, 9”, ୬“ „ ++ *, ୬“, ଏଠାରେ (1) = 1, 
(୮) = ¬ 1 ଏବ #(ନ”) = # (p58) = ++“ = = (9°) = 0 ହେବ । ସଲଚ୍ତଃ, 
(di )= 1, w(dQ)= —1, #(d5)=0, «#(d,) = 0, +“, # (ମଳ) = 0 ହେବ 
G (dj) + (ds) +++ * +1 (d=) = 0, ଏବଂ | 

| ad) | + |e (do) + + + | (dm) } = 2 = 2* ହେବ। 


(ଗ) ସଦ % କେନବଲ ^ ସଂଖ୍ଯକ ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯାମ୍ଭାନଙ୍କର ଗୁଣନସଂଲ 
ଦ୍ୋଇଥାଏ, ମଳଜେକର =) 2; * 9 ' * * ଠ„ ଅଖ | 


ଏଠାରେ 1, 21, Pa ** 5 Dr Di Dns D1 Pas D2 Das ts Drea Die 

D1 Pi Pas Pi Pa Past Pro2 Pll Prot * PD Py Pat tp. — GMାଜେ 
ର ବିଭନ୍ତ ଭ୍ବଜକ ହ୍େନେ । ବନ୍ଲିମ୍ମାନ 

“(D=1 

nlp.) = n(p,) = nlp) =+ =p) = — 1, 

(pip) i (mips) = t(p,p3) = vec (pr-PM) = 1 ଓ ଏମ୍ଭାନଙ୍କର 
ସଂଖ୍ୟା ୯,“ ଅଃ; 
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୭ ର୍ଵଗିତତ୍ତୁ 


#(prpaps) = (pi nspy) = ++ += M(py -2Dk 19%) = — 1 ଆ ପମାନଙକକର 
ସଂଖ୍ୟା ୯” ଅଃ; 


(pips * “pe = Hp, py “Pri Pra) =° ++ =(— 1)" 3 ଏମ୍ପାନଙ୍କର 
ସଂଖ୍ଯା ର ଅଛେ । 


ସଳଭଃ, (di) + #(d,) + (dg) ++ + + + ttc) 

= (1) +> a(p:) +) n(pip)) + y w(pipp) eee ees 
i ij ij 

=1-k+CX-C*+ =(1-1)*=0 


ହୁଏ । ଏଠାରେ >` #(:୨,) ର ଅର୍ଥ ଏହୁ ସେ, $ ଓ କୁ ପରଞ୍ତରଠାରୁ 
is 
ସୃଥକ୍‌ ଗ୍ଵନେ ନେଇ ସେତେ ଗୋ (9 2,) ଗଠଲ କରବା ସବ ଭୁଏ, > #()) 
izj 
ସେମ୍ମାଜଙ୍କର ସୋଗଫଲ ଅଃ । ସେଦ୍ରପର୍ର, ® #(p,p,p.) ଆଛ୍ତ ବୁଝିବାକୁ ହେବ । 
inj! 

ସେହ୍ନପର, (1) | + | (da) | + | “(do | +--+ | (dm) | 

= | a(t) | + FX | lp) | + £ | (pp) | + --- 

$ PE 

=1+C,"+ C+ ++ = (1+ 1)* = 2* ହେବ | 
ବ୍‌ ୪ - ୩ ¦ ମଜେକର £() , ଆର ଏକ ଗୁଣଜନଧରୀ ଫାଲଳ ଅଃ, ଅଥାକ୍ର, 


(Mm › ",) = 1 ଦେଲେ /( n,) = /(m) * £(7,) ହୁଏ । ଢାହାହେଲେ 
g(n)= xz fd) 
/r 

ମଧ ର ଏକ ଗୁଣନଧର୍ଶୀ ଙଫନ୍ଦନ ହେବ । 

ଏଠରେ, ` £(d)ର ଅଥ ଏହୁ ସେ) ଧର ଏଁ ଏକ ଗ୍ଵଳକ ଅହେ ଓ ଏହୁ 

d/n 
ପ୍ରକାରେ ସ୍ତତ୍୍ୟେକ  ନଚନ୍ତ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ (4) ନେଇ ସେଉ୍‌ ସମସ୍ତ † (ର) 
ମିଲେ = £(‹/) ସେହାନଙକର ସୋଗସଂଲ ଅଃ । 
din 


Digitized by srujanika@gmail.com 


ଗାଣିଭ୍ତକ ଫଳନ ୬୭ 


ପ୍ରମାଣ : ମନେକର (, ' ) = 1, | 0 ^ ' | ୟୀ ଅଛେ | ତାଦାହେଲେ 
(d, ') = 1 ହେନ | ଏନ ପକାରେ ସମ୍ଭବ ହ୍ରେଉ୍‌ଥଟା ପ୍ରତ୍ଯେକ ସୋଡ଼ା , ' 
ଜେଇ ଆମେ ର ସମ୍ଚସ୍ତ ତ୍ବଵଜକ € = d' ପାଇପାରୁ । ଫଲଉଂ › ଅର ସଳା 


ଅନ୍ଲୁଘାସ୍ତୀ 
g(nn’)= ¥ fc) = z f(dd’) 
c/nn’ din, d”’ 
= fd) fF(d’) 


din, d /n 
= £ fd) - x f(d’) 
/n d'/n’ 
= ୫¢(n) - ¢ (ନ') ହେବ । 
ଆମେ ନମ୍ମରେ ଏହାର ବହୁଲ ବ୍ଯବଦରାର କରବ୍ଧ । 


୧୪-୪. ମୋବୀ ସ୍ରଭତଲାମଣ ସୃଭ୍ତ (The Mobius inversion 
formula ) ମନେକର 


gn) = Std) ଅଛେ; ତାହାହେଲେ We (d) (5 ) 


d/n 
ହ୍ବେବ | 


ସ୍ତମାଣ : ଆମେ ପ୍ରଥମେ ଦେଖ ` ସେ, 

Da s(3)= Sude(d’) 
dad! 

d/n dd’ =n 


wa{ Sto) 
da =n Jd 


= Sata) fc) 
cd/n 


= fc) 


c/n ape ) 
c 
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୨୭୮ ରାଶିର୍ତୁ 


ଅଟେ । ମାତ ୯୪-୩ ପରଚ୍ଛେଦର୍‌ ଆଲୋଚନା ଅନ୍ଧୁସାସ୍ତ୍ୀ, £1 ହେଲେ, Std) 


n 
d/-. 
= 0 ହେନ; ସହି = 1 ହେଲେ, Sa (d)= # (1) =1 ହେବ । ସୁଢର୍ଂ, 
d/™ 
Cc 
Sof Sata) ) 
c/n d/” 
Cc 
=f01)-0+++ +++ f(n), 


= #(n) ହୁଏ ଓ ଝଲଭଃ, 


Si td) o(7) = WB 


d/n 
ମିଲେ | 
ବପଟ୍କ ଛ୫ମେ, ଯଦ୍ଦ fim) = Sud) (5) ହୁ ଏ ଭେବେ, 
d/ 
gin) = 2 f(d) 
n/d 
ହେବ । 
ସ୍ତମାଣ : ହଭ୍ଵଚା ` 34}() g [= Sue ଅଟ | ସଲଉଂ, 
d/n d/n 
ଅଞ୍ପେ £7) - 2 3s) ଖା. 6, Sra) = (¢) 
15 din d/n 


3) be ” elo) 


d/n c/” 
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ଗାଣିରଭକ ସଲଜଳ Du 


= 2“ 5 |) 
cd/n 
=3eo(2\) 
c/n d I 
ତୁଏ। ଏଠାରେ ଅମ୍ଚେ ପୁଙ୍କ ପର ଦେଖିବ୍ସ୍‌ ସେ 
୨4୩ ହ୍ରେଲେ (2 =o ଅଃ, ଏବଂ, 
d/° 


¢ = ହେଲେ Sl) =r) =1 ହୁଏ | 
df” 


ଫଲଭଉଃ, ପୁଙ୍କର, ADE g(n) ହେବ । 
d/n 


ବ୍ ୪-୫, ଯେ କୌଣସି ଦନ୍ତ ଧନାସ୍ପକ ଗୁ୍ତିସଖ୍ଯା ର । ଓ  ସମେତତ ସ୍ତ୍ଳକ- 
ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟାକୁ (ନ) ନାଚ ଦଅ । ପସୁନଶ୍ତୁ ଏହାର ଭ୍ତ୍ରଜକମ୍ଭାନଙ୍ର ମୋଗଫ।କୁ 
ଓ" (n) ନାମ ଦିଅ । ପର୍‌ଣେଷରେ ଏହାର ଗ୍ତ୍ରଜକମ୍ଭାନଙ୍କର 2-ଘସାଉଥାନଙ୍ର ସେଗ- 
ଓ”,(n) ନାହ ଦଅ । ଏଣୁ ଯଦଦ ର ଭ୍ଵ୍ଵଜକ ସମୂହ ୩) › ୨; M3, My ** > Mo 
ଦୁଏ, ଢେବେ। 


d(n)=k= (m;)° + (n,)° + (mg)° + +++ + (ma)°> 
O(n) =m + mg + Mg++ * ¢ * Fines 
4 (n) = (m7 )* ++ (m,)" + (ms)* +++ + +(m,)* 
ଅଛେ । ମାନ୍ଧ ଏଦ୍ସ ଘୁଣିମ୍ଥାନଙ୍କର ମୂଲ୍ାସ୍ବନ ନମ୍ଚିଶ୍ଵ୍‌ ମ୍ପ ପଡା ଅନୁସରଣ କରନାକୁ ଡ଼ ଏ । 


ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ ମ୍ଥନେକର ର ମ୍ତୌଲକ ଗ୍ତ୍ଵଜକମ୍ମାନ ୨ 2୨ ) ଓ 


n = 9)" 9,“ - "୨," ଅଟେ | ତାହାହେଲେ ! 6 ॥ ସମେଉ ର ଭ୍ଵଜକମ୍ଭାନ ନମ୍ବଥରେ 
ପ୍ରକାଶିତ୍ତ ହୁଏ, ଯଥା :— 


m = M1 pg" PF ‘pile 
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୨୭° ଗ୍ଵଣିତ୍ତନ୍ଡ 


ଏଠାରେ / ର ମୂଳା {0 1) 2, * +", ¢,} ଏହ ସଂଖ୍ୟାସାନଙ ମଧରୁ ଗୋ? ଏ ସଂଖ୍ୟା 
ଅହେ । ଆମେ ଲେଖିବ › 


b; € {0, 1. 2; ++ “› @;} ଓ ସେଦୃଷର 

b,€E 10, 1, 2, ++, ashy ° +s 

bE {0, 1, 2, +, ad 

ଏଣ୍ରି ୟର (4 + 1)-ସଖକ ସମୟାବ ମୂଲ ମିଲେ, ଅ„ର (4; + 1)-ସଂଖ୍କ 
ସମ୍ଭାବ୍ୟ ମୂଳା ମିଲେ । ଏଣ୍ [9 ,„}ର ସଞ୍ଭାବ୍ୟ ପ୍ରକାଣଜମ୍ଭାନ ହେଲେ 

{0-0}, f0-1,} {0,2}, {0,3}, +++ ++ {052s 

{1,01 f1,1}, {1,2}, {1,3}, ++ -- , {1,0}, 

{2,0}, {2,1}. {2,2}, {2,3}, +++, {2,05}, 

{a;.0}, d1,1}, {am ,2}, {a7,3}, oe {aj as} 
ଓ ଏମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା (4) + 1)(42 + 1)  ଅଵେ । ଆମେ ଦେଖିଲ୍‌' ସେ ର ସେ 
କୌଣସି କର୍ଦଷ୍ଧ ମୁଲ୍ଲା ଜମିଲ୍ ଅ୨ର (2, + 1) ସଂଖ୍ୟକ ସନ୍ତାବ୍ୟ ମୂଲ ମିଳୁତ୍ୁ ଞି ଫଲତତଃ, 
{5 8. }ର !42 + 1) ସଂଖ୍ୟକ ସମ୍ତଭାବଏ ପ୍ରକାଣନ ମିଲେ । ଏଣୁ, ¡ର ବଉନ୍ତ ମୂଲା- 
ମ୍ଥାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା (4; +1) ହୋଇଥବାରୁ, {2 ,&,}ର (@; + 1) (0, + 1) ସଂଖ୍ୟକ 
ସ୍ବାବ୍ୟ ସ୍ରକାଣନ ମିଲେ । 

ସେହପର {2 › 2. ର ଏକ ନର୍ଦିଷ୍କ ପ୍ରକାଣନ କମଚି®୍ଷ ‘b¡, 2, ଛୁ! ର 
ସମ୍ଭାବ୍ୟ ପକାଶନମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା (2-41 ଅଝଵେ । ଏଥ {® , ଆ,} ର ରନ ଭନ 
ସ୍ତରଳାଶଜମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା (43 +1) (4, + 1) ହୋଇଥ୍ନାରୁ {/;, 2„› ତଃ ର 
ଛଭିନ୍ତ୍ର ସମ୍ବାବଯ ପ୍ତରକାଣନମ୍ଭାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା 4; +1) (4,+ 1) (25+ 1) ହେବ | 
ଦ୍ର ସ୍ତକାରେ ଅଗ୍ରସର ହେଲେ ଆମେ ଦେଖିକ୍ସ୍‌ ସେ, {2), 9. 55, “ *¿} ର ଭନ 
ଭନ୍ତ୍ର ସ୍ମାବ୍ୟ ପ୍ରକାଣନମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା (2; + 1) (42 + 1 “ “4; + 1) ଅଖଝେ | ଆମେ 


n 
ଏବ ସୁଣନଫଲକୁ 11 (4¿++ 1) ଶ୍ବବେ ଲେଖିବ । ସ୍ତତ୍ତକ ସଞ୍ତବ୍ଯ {b;› bs, 
i=1 
+: , 9} ଜମିଲା ର ଗୋଡଝିଏ ମାଧ ତ୍ବଜକ ମିଳୁଣ୍ଢବାରୁ, ର ଭ୍ଵଜଳମ୍ମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ୟା 
n 
d (n)= Il (a+ 1) 
i=1 
ଅଛ | 
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ଗାଣଭକ ସଲନ 2୭ 
ସୁନଶ୍ବ୨ ଏ ଶ୍ଵଳକମ୍ତାନ୍ଖର ସଯୋଗଫଲ 


by=0 b=0 bL,=0QP PB: CP: 


ଥା ଥଛ 
o(n) = 5 > E bi bs b. 


1 2 
=(1+p +93 + +° ) (1 +p,+ pr +e + pa Jeo 


z 
CP 
[ 
= ll a 
i=1 pe—1 


ହ୍ରେଦ । ସେହ୍ଦ୍ରପର 
/ 
e (W= I] +94 p+ +p) 
i=1 
leek DR 
ss) 
i=1 pi’ —1 
ହୁଏ । 


ବ୍ ୪-୭. ମନେକର # (ନ), ମର ଏକ ଗାଣିରକ "ଫଳନ ଅଝେ ଓ ଏକ ଛି 
ରାଗି 5, ଠାରୁ ଦୃହଣ୍ଡର ସ୍ରଳ୍ୟେକ < ଜିଦ 
£2) FB yf OMe. 
f (1)+ gp a Ei + 
ଅସୀମ୍ଭ ମେଣୀଵ୍ତ ଅଭରମାସ୍ବ ତୃଏ । ଆମେ ଏଦ୍ର ଅସୀ୍ଭ ଶ୍ରେଣୀର ଜାମ × ($) ଦେବ୍ଧୀ 
ଓ ଲେଖିବ , 


ଏଠାରେ × ($) କୁ £ (ଆ) ର ସ୍ତଜନକ ସଲନ (Generating Function) 
ଲୁହାସିବ । 

ଅଧ୍ବକରୁ› ଯଦ ¢ (1) = 1 ଓ £ (n) ଏକ ଘୁଣନଧର୍ମୀ ଗାଣିରକ ଫଳନ 
ହୋଇଥାଏ, ଅଥକ, (7, n) = 1 କହିଲ £ (mn) = £(m) † (n)› ହୁଏ, ଆଗେ 
ସେ କୋଣସି ମୌଲିକ ସଂଖ୍ଯା ୨ ନର୍ଲା, 
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3୭5 ଗ୍ବର୍ଗ୍ତତ୍ତୁ 


Xp (=1+HP 4 f (° De sf BD 4 a 
Pp p™ p 

ନେବ୍ଧ । ଏକ ପରଦନ୍ତ୍ର ଧଜୀ ସ୍କ ପୁ୍ତିସଂଖ୍ୟା ^ ନମିଦ୍ବ୍‌ ଆମେ ଭାହ୍ରାର ନ୍ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା 
ମାନର ଗୁଣନ ଫଳ ରୂପକ ପ୍ରକାଶନ 

N =p! ° pa? * D3 Be Dr 
ଜେବ୍ଧୀ । ଆମେ ଦେଖିବ୍ସୁ ସେ) × କା ଏ) 5)“ * “× (5) କୁ ଉପରୋକ୍ତ ସ୍ରକାରର 
ଅସୀମ୍ଭ ୍ରେଣୀମ୍ଭାନଙ୍କୀର ଗୁଣନ ର ` ରୁପେ ନ ର ସେଉି ଅସୀମ୍ଭ ଶ୍ରେଣୀ ମିଲେ, 
ତଡ଼ିରେ 

f (0) £ (pa) f (ps) 3) Fo) - 


5» pa” Ss nS 

_f (pi? pa? pa Pepa) _f IN) 

(p”! 5 eg) N® 
¢ 


ଏକ ପଦ (୮m) ହେବ | ଅଣାକୁ, ($) = ୬ Lo) ଅନ୍ତର୍ଗଭ ସେଉଁ୍‌ ସମ୍ପସ୍ତ 
1 
ପଦମ୍ମାନଙ୍କ ଜମ୍ଭିଦ୍୍‌୍‌ ର ପ୍ରକାଶକ 1 =! , a ହୋଇପାରେ; ସେ ସମ୍ଚସ୍ତ 
n କମି ୮୯” (0) ପଦ? × ($)% ee (୬) ର ଅସ୍ଥାମ୍ଭ ଗ୍ରେଣୀସ୍ତ 
Rk 


Di 2 

ପ୍ରକାଶନରେ ଖୋ ପଦ ହ୍ରେବ | 

ଅପର ଷଷ୍ଠ ସେ କୌଣସି ଧଜାସ୍ପକ ପୁଣ୍ଡିସଂଖ୍ଯା 4 ଜମିତ୍ୃ୍‌୍ ଆମେ ଘଦ 
2 ଠାରୁ ଦୃହଣ୍ଢର ହୋଇ ନ ଧ୍ବବା ମୌଲିକ ସଂଖ୍ୟାମ୍ମାନଙ୍କୁ ମ୍ଥାନ-ଅଲୁତସାସ୍ତୀ 

2) 3, 5, 6, 11, 13, 17, 19, 23,**, p 
ଷ୍ଵବେ ସଜାଇ ଲେଖି) କେବେ ଜମ୍ପ ଗୁଣନଫଲ 

x3 (S)-x3(s)*x5($):2($)* 14 ($)* * "‰% ($) ର ଅସୀମ୍ଭ ଗ୍ରେର୍ଣସୟ୍କ 
ପ୍ରକାଶନରେ ଧ୍ଚବା ପ୍ରକ୍ତଯେକ ପଦ & (5) ର ଅସୀମ ଶ୍ରେର୍ଣାସକ ପ୍ରକାଶନରେ ଅନ୍ତଭୁ କ୍ର 
ଅଖ । ଏଣ୍ରି ଉ୍‌ଭ୍‌ୟ୍୍‌ ପ୍ତ ଅତ୍ତ୍‌ସାସୀ ହ୍ରେଉ୍‌ସ୍ତଲେ । 

x (Ss) = x,(S)*x3(S)* x5(S)- + *x,(Ss)- e- 
ହେବ । ଆମେ ଲେଖିବ୍ସୀ ସେ," 


x (s)= x» (Ss) 


_p 
2 ମୋଲକ 
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ଗାର୍ଣରକ ଝଲନ son 


ଦ୍‌ ୪-୭, ଆମେ, ସ୍ରଥମ୍ଭଭଃ› ନସରେ $ > 1 ନମି 


co 


¢ (s) = > ୍ 


n=1 
ର ଆଲୋଚନା କରବୁ । ଏଠାରେ, ସମ୍ତସ୍ତ ନାଦ୍‌ /(n)= 1 ଅଝଵେ । (($) କୁ 
ରମଭାନ୍ଙ୍ର କା ସଲନ କୁଦହ୍ଵାଯା ଏ । ପୁକ ଆଲ୍ଲେଚନାର X„(5) ର ମୂଳା ଏଠାରେ 


Xo) =1 +++ L404 Llp 2 I 
p pp» p" i1—p 
ହେବ । ସଲକ୍ତ, × (5) =¢(5) ହେଉୁ , ଆମେ 
x(s) =x, 
P 


(9 ମୌଲକ) 


ରୁ › 
ts)=[] (1p) 
୭ ମ୍ଭୌଲକ 
ପାଉଁ । ଏଠାରେ ଜ୍‌ଞ୍ଚେଖସୋଗ୍ୟ ସେ ¢($),„ /(7) = 1 ର ସ୍ତକଳକ ଫଲଲଳ ଅଃ | 
ବଝ୍‌୪.୮, ଆମେ ଜମ୍ନରେ (7) ର ସ୍ରକନକ ଫଳନ ଜରୁପଷଣ କରବ୍ଧ । 
ମ୍ଥନେକର ସ୍ତର ମ୍ୌଲକ ସଂଖ୍ୟା ୬ ଜମିଦ୍କ, 
X,( )=1 —p"* 
=1 + «(p)p* + (p97 2" + ree hulp )p 4 cece coe oes 
ଅଝଵେ । ଏଠାରେ (1) = 1 ଏବଂ #( () ଏକ ଗୁଣନଧମ୍ଥା ଫଲନ ହୋଇଥଦାରୁ, 


X(s)= ¥ a(n)n™ ଆସିବ । 
1 


i 
ସଳକୟ ¬; = [[ (1 Pp”) 


=7{1 +u(p)p *+u(p )p" 2 + + u(p")p 4 eevee} 
=I] X,(s) =X) =), a (n)n— ® 
p 1 
=1 +(2)-2" 4 6(3)-3 7 + + + (n)n" tees 
1 


ହେବ । ଅର୍ଥକୁ › /(?)ର ପ୍ରଜନଳ ସଂଲନ (ନ ୫ ! 


NG 
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9୪ ର୍‌ଗିଉ୍ତ 


ଝ୍୪-୯. ନମ୍ପରେ ଆମେ ଅସ୍ଟେଲର୍‌ କ୍କ ଫଳନ ¢ (=) ର ସ୍ଥକନକ ଫଲନ ନିରୁପଣ 
କରିବୁ । ପ୍ରଥମ୍ଭଭଃ, ଆମେ ଦର୍ଶାଇବ୍ଧ ସେ, ସଦ £ (n) ଓ ¢ () ର ସଆନଛମେ £ (5) 
ଓ G(s) ସ୍ତକନକ ଫଳନ ଏବଂ 


h(in)= x fl) gm) 


m= n 
ଢୁଏ, ଢଭେବେ /(1) ର ସ୍ତକଳକ ଫଲନ ($): ($) ହେବ । 


୍ୁଳେକର, n= ¥ Da ee »*=[] (9.6) ଅଟେ | 
r=1 


k 
କାହାହେଲେ, ¢ (n) =n- Il (1-3) 
r=1 pr 


“ (22) 2) 4 # (po 4 “ (p) wu (pr) 
n° Ie eaaf Pr Im 


r=1 
e x Py 
o<e,<aG, Pi O< Ex < ark 


(pr!) (ps Je ri 2 
DC +p, ] 


= n- [> i Ds 


61, ***> Ex mn Lp, * 


a ` = S(H) a=’ d'-u(d) 


n° 


d/n d/n dd’ =n 
> 1-(m) ହେବ । ସୁନଣ୍ଡଚ ଆମେ ଜାଣ୍ତ ସେ, 
Im=n 
lL 
op = pists DG 
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ଗାଣିରଭକ ସଲନ 9୫ 


Co 


5S ae ) ଅଛେ । ଏଣ୍ HD)=16 
m=1 
(m୩) = #(m) ଜେଇ ଆମେ ଦେ ସେ, 
ଝଷ୍ପତ, 
F(S)=#(1) +1241 44 0 4 , 
G(s)=g(1) +802) 4 83) ; espe pene 
2' 3* m’ 
ଦେ, 


Hoon {5 ror} 5 -o 


m= 1 
- FN 
l,m 


=X fl) g(m)-( m)"* 


mM 

=X n" {3 FD) g(m)} 
n in=n 

=¥ h(n)n ® 
n=1 


ଅ;୫ । ଏ$୍ର ‰(n)ର ସ୍ରକନକ ଫଳନ £($)G($) ଅଖଝେ | 


ମ୍ଥଜେକର /(।) = ୫(n) ; ଭାହାହେଲେ ର ମୋୌନ୍କ ଜ୍ତସ୍ପାଦକମ୍ଭାନକ୍କ 
P19 2» ** "› × କବେ ନାହିଁତ କର୍‌ ଆମେ ଦେଖ ସେ, 


wen DH) 


h(n) = fl glm) =x La(m)=¢(n) ଅ୫ | 
lIm=n lm =n 
ସାନ୍ଷ £(1)ରା ଜନକ ସଳନ ((5 ¬ 1) ଅଃ ବଂ ଅଥୟ) ର ସାମଲ 
l 


5) ଅଃ | “୪ (8) = (¬ ସଜନକ ସଲଳ [56 - 1) - 


i 
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୭୬ ଘ୍‌ଝଁତତ୍ତ୍‌ 


t(s—1) $n) 
e(s) - 5 ¢ 
n=1 


ଝ ୪-୧୦, ଉପରୋକ୍ତ ପ୍ରଣାଳୀ ଅବଲମ୍ବନ କର୍‌ ଆମେ ସ୍ତମ୍ଭାଣ କରବ୍ଧୀ ସେ, 
$> k++ 1 ହେଲେ 


(8) ts —R) = > Sn 
n=1 


ହେବ । ବାସ୍ତନଉଃ, ଜଜେକର (1) = 1 ଓ ¢(/m) = m* ଅଳ । ତାହାହେଲେ 


h(n) =£ f(D)glm) = 1m" =5 mF” 
m=n m=n m/n 


= ୦" ¿(^ ) ହେବ | ସାନ (ର ପ୍ତଜନକ ସଫଲଜ 2 = p=) 


n* 
ଅଝେ ଏବଂ (୩ ର ପ୍ତଜନକ ସଲନ Di gm) = = Ea 
m* m’ 


= ¢($ — £) ଅଖଝେ | ସଲକଃ, ଓ୦"%(୩) = ‰(n)ର ସ୍ଜନକ ସଲନଜ ¢(s):¢(s = 2) 
ହ୍ରେବ । ଆମେ ୍ତମ୍ଥାଣ କଳୁଁ ସେ, 


(5) +t) = D-H) 


n=1 
ଅନ୍ୃସିଶ୍ାଲୁ ୯ : ଆମେ £ = 0 ଜେଇ ଦେଖ୍‌ ସେ, 
(5). = > a) (s>1) 
n=1 


ଅଜ୍ସିଦ୍ଧାଇ ୨ : ସେଦୁପର ଆସେ £ = 1 ଜେଇ ଦେଖିବୁ' ସେ, 


n= 5 Se) 
t(D ts-D= ¥ = (s>2) 
n=1 
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ଗାଣିଲକ ଫଲନ ୨୭୭ 


ଝ୪-୧୧. ଆମେ ନମ୍ମରେ ଏକ ସଂଲନ A (n)ର ସଜ୍ଞା ଦେଉଚୁ' ଏହା ହେଉଛୁ, 

A(n' =l0g (ସଦ n = ୨" ଓ ୨ ମନୌଲକ ହୋଇଥାଏ), 

A(n)=0 (ସଦ n ± ନ" ହୁଏ); 

ଅର୍ଥାକୁ, ସଦ୍ଦ ଅର କେନଲ ଗୋଡଝିଏ ସ୍ଥାନ୍ଚ ମ୍ଥୌଲକ ଉକସ୍ବାଦ୍ଧକ ଥାଏ, ଡେବେ 
A(n) = log p ଅଟେ, ମାଛ ଯଦ୍ଦ ର ଏକାଧ୍ବକ ମ୍ଭୌଲକ ଉଉସ୍ବାଦକ ୬. ¶,‹ - * ଆଏ 
ଭେବେ A(7) = 0 ଦେବ | 


¦ ° 
ଆମେ ଜାଣ୍ମ ସେ, =I) ଅଟ › ସୂଭର୍ଂ, 


logt(s)= 3, log 1) 
p 


ବାଛ {los ¢(s)} = {ee GG i) ! 


ହେବ । ଏଠାରେ $ > | ହେଭୁ = ୨୭ ଅମ ଗ୍ରେଣୀଝ ସମ୍ଭ ଅଭସ୍ସାସ୍ବ (uniformly 
Dp 


convergent) ଅଖ, ସଲଉଂ, 


¢ (s)_ (—log p) 
($) p P11 


stg {eer} 


=¥ A(n) n™ (A(1) =0) 
1 


n= 
ହେବ । ଏହାର ସଥାର୍ଥଜା ନମ୍ଭିଦ୍ତ୍‌ ବଶ୍ମେଷଣଳ୍ତନ୍ତୁ ( Analysis) ମମ୍ଷଙ୍କ ସ୍ଵ ପୁ ସ୍ରକମ୍ମାଳ 
ସ୍ରଷ୍ତ୍ୟ ! 
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୨୭୮ 


asp es) \y=j n 
er 
n=1 7 / n=] ” 
ଏବ, ୭ ୫ =((5) (= A 
n=1 n=1 


ହେବ ଓ ଏଥରୁ ଅମେ 
A(n)= $¥ ua(l) log m 
lm=n 
ଏବ, logn=X୬ A(d) 
din 
ପାଇ ପାରବ୍ଧ । 


୧୪.୧୨. ଜମ୍ବରେ ଆମେ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯାତ୍ଥାନଙ୍କର ବ୍ରସ୍ଥାରଣ ବଷସ୍ଟରେ 


କେଢେକ ସୂଚନା ଦେବ୍ଧ । ମଜେକର × ଏକ ବୃହତ୍ତ ବାସ୍ତନ ଗ୍ଵଶି ଏବ ମୌଲକ 
ସଂଖ୍ୟା୍ମାନ ୬ ଦ୍ଵାର ଚର ତଭ ହେଉଛନ୍ତ୍ର । ଡାହାହେଲେ ଅମେ କେତେକ ସଂଲନ 
ମ୍ରାନଙ୍କର ସଂଳ୍ଲା ନ୍ତ୍ତିସ୍୍‌ କରବ୍ଧ୍‌ । ଏମାନେ ହେଲେ, 


r(x)=2 1, 
px 

"(x)= ୭ lp, ଏବଂ 
pr 

¥ x)= S lorp=$ A(n) 
px n€x 


ଉ୍ଦାହୁର- ଗୁରୂପ, × = 15 ଦେଲେ P= 2, !„ 5, 7, 11, 13 ଦେଲେ 


P< x ଜୁଏ | ଏଣୁ (15) = 1+ 1 + 1+ 1+ 1+ 1 = 6 ଅଝେ | ସେଦହୃପର 
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ଗାଣିରକ ସଂଲଉ ୨୭୪ 


v (x) =log 2+log 3+log S+ log 7+log 1+log 13 ଅଝଃ। 
ନଷ୍କଭଃ, ଆମେ 7 ()ର ଜାରଣ ଲମିର୍‌ା ସେଉି ସେଖି ମୌନକ ଗୃର୍ରିସଖ୍ଯା ୬, × 
ଠାରୁ ବୃହ୍ଧର ନୁହେଁ , ସେଦୁ ଗୁର୍ଷ୍ତିସଖ୍ୟା୍ମାନଙ୍କ ନମିଦ୍ତ୍ର ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ 1 ନେର । 
ଏଦୂପର୍‌ ଗୋଝିଏ ଗୋଝିଏ 1 ନେଇ ସେମ୍ମାନକ୍କ ସୋଗ କଲେ = (+) ମିଲେ । ଏହା 
ସଲରେ × ଠାରୁ ଦୂହନ୍ତ୍ରର ଦ୍ଵରୋଇ ନ ଥିବା ମୌନଳକ ସଂଖ୍ଯା୍ମାନଙ୍କର ଗଣର ହୁଏ 
ମାନ । କାରଣ ଆମେ ପ୍ର ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟା କମିକ୍ତ୍ର ଗୋଝିଏ 1 ଦ୍ରମ୍ାବକୁ ଜେଇବଚ୍ତୁ । 
ଅଥ, ± ଠାରୁ ବୃହଦ୍ତ୍ରର ହୋଇ ନଥବା ମୌଲକ ର୍ଶିମମାନଙ୍କର ସଂଖ୍ଯା ମ (×) 
ଅଛେ | ଏଣୁ = (1) =0, 7 (2) = 1, 7 (20) = 8, ₹ (30) = 10, × (30) = 
12, × (50) = 15, ++ “ଇତଯା୍ଦ । ସଦ ମୌଲକ ସଂଖ୍ୟାମାନଙ୍କୁ ସାନ ବଡ଼ ମରେ 
21) ୮ହ୨› ଅ3› ** "› ଅନ, * * * ଚାବେ ଲେଖାଯାଏ, ଢେବେ ₹ (୨„) = n ଅଃ | 


ମନେକର # (×) ଓ ୫(×) ଏପର ଦୂଇଝି ସଳଲଜ ସେ, ର ମୂଳା ଅଲନ୍ନାଭମୁଖୀ 
(‰¬+ < ) ହେଲେ † (×) / $(×) ର ସୀମା 0 ହୁଏ. ଅଣା 
ସୀମା f (2, 
xc $ (x) 
ଅଃ । ଆମେ ଲେଖିବ୍ଧ ସେ, £ = 0 (¢), (2 < ). 


ମଜେକର † (2) ଓ ¢ (×), ସମସ୍ତ ବାସ୍ତବ ର ଏପରି ଦୁଇ?ି ଙଲଜନ ସେ, 
ର ମୂଲା ଅନଲ୍ାଭମ୍ଞୀ ହେଲେ, £ (×) ¢ ()ର ସୀମା 1 ଡ଼ୁଏ, ଅର୍ଥକୁ, 
ସୀମା £ (2) a 
x୪ g(x) 
ଅଖ | ଆମେ ଲେଣିକ୍ସୀ ସେ, £ ~ ¢, (x  ). 


ସେଦୃପର, ମନେକର † (×) ଓ / (×) ସମସ ବାସ୍ତବ ଗ୍ଵଗି ର ଦୁଇ? ଝଲନ 
ଓ / (×) ର ମୂଳା ସଦା ଧନାସ୍କ ଅଝଵେ । ମଳେକର କୌଣସି ଏକ କରିଷ୍ ଧନାସ୍ପକ 
ଟଣି 4 ଓ ସମସ୍ତ × ନମିଦ୍କ 

f(x) 1 < Ah (x) 

ଅଃ । ଆମେ ଲେଖିବ୍ଧୀ ସେ, 

f (x) =0 [ h(x) | 

ଉଦାହରଓ ସୁପ, 10x =0 (x), sin x=0 (1); 

ସଦ ± > 1 ହୁ, ଢେବେ × =0 (”): 

. ସିଦ୍ଧ ±» => ହୁଏ, ଭେବେ x= 0 (3), sin x = 0 (x), 
xX +f x+5~%;, 
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s° ଗ୍ଵଶିଡତ୍ଧ 


ସୁଜଶ୍ବଢ ସଦର ୪୦ ହୁଏ, %":=0 (×), 2" = 0 (×), 
$n x~ × ଓ ×+ 1~ 1 ସତ୍ଯ ହେବ | 


ବ୍‌ ୪-୧ ୬. ଆମ ମନରେ କୁକଃ ପ୍ରଣ୍ଣ ଉଠେ, 1 ଓ ± ମଧରେ କେତେ ଗୋଃି 
ମ୍ଭୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ଆଇଗାରେ $ ଅର୍ଥାକ୍ୁ, ୮ (×) ର ମୂଳା କେଢେ ? ବହୁକାଲର 
ବଣ୍ମେଷଣ ପରେ ଏହା ଗ୍ଧମ୍ମାିକ ହ୍ରୋଲ ପାରନୁ ସେ, ± ଅଜଲୁଗାହୀ ଢେଲେ, ମ (×) ର 


ମୂଳା a ମୂଲା ପଦ ପ୍ରାୟ୍ଵଣଃ ଅକ୍ୃଷ୍ଣ ଡୁଏ, ବା, 


7 (x) > .( xX» oo), 


log x 


ଏହାର ପ୍ରମ୍ମାଣ ନମ୍ଭିନ୍ଧ 
¥ (x) ~» (x) ~x, (xe) 


» (x)~ log x -z (x), ( xc ) 


ର ପ୍ରମ୍ଭାଣ ଆବଶ୍ୟକ ତୃଏ । ଏମଭାନଙ୍କର ୍୍ତମ୍ଥାଣ ଗଙ୍ବରତ୍ତର ସୃଷ୍ଟ ଅନୁଶୀଲନ 
ସାପେକ୍ଷ ଅଟେ ଓ ଏହ୍ସ ସୁସ୍ଥକରେ ପ୍ରଦଦ୍ତ୍ର ହ୍ରୋଇପାରବ ନାଦ୍ରି । ମାନ ଏ ବଷସ୍କ୍‌ରେ 
ଆମେ ପାଠକମ୍ଭାନଙ୍କର କୌଉୃହୂଳ ପୁରଣ ନମ୍ିଦ୍ତ୍‌ କେଢୋଵି ସଦ୍ରକସାଧ ବଷସ୍ଟ 
ଆଲେଚନା କର୍ଧ । 


ସଦ୍ଦ ଦୁଇଝି ନର୍ଦଦିଷ୍ଣ ଧନାସ୍ପକ ବାସ୍ତବ ଗ୍ଵଣି ଥି ଓ ୫ ନମ୍ମିଦ୍ତ୍‌ ଏବ ସମ୍ଭସ୍ତ × 
ଜମିଦ୍ଧ, 

A ¢ (x)<f (x)<B ¢ (x) 
ହୁଏ, ଅମେ ଲେଖୁ ସେ 

f (x) = v(x); 


ଆମେ କନହ୍୍ଚ୍ଧ ସେ, £ ଓ ୫ ପରସ୍ଥରର ସମ୍ପଭୁଲ ଅଃନ୍ତ ( £ nd ¢ are 
of the same order of magnitude ). 


ନମ୍ବରେ ଅମେ ୟମ୍ଥାଣ ଲରବ୍ଧ ଯେ, ± > 2 ହେଲେ, 


logx “ log x log x 
ଡ୍ବେବ । 
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ଗାଣିଲକ ଫଳନ 5୮୧ 


ସ୍ରଥମ୍ଭକଃ ଅମେ ୭ (2) ଓ ୪ (×) ମଧରେ ସ୍କ ଦଣାଇବୃୁ । ଯଦଦ ୨” < × 
ହୁଏ, ଢେବେ PE ହ୍ନେବ । ଏଣ୍ତି 

v (x)= logp 

Dp” <x 

=) log p+ Y log p+ log p+ =e. 

p< x pia x p< <x 

= log p+ 5 log p+ Y log p+------ 

p< x px p< ଥି 
=r (x) +» (x23)+» (x3) +» (£ ନ 
ଏଠାରେ 5 log p ର ଅଥ ଏଦୁ ସେ, 
pr <x 

ସେଉି ସମ୍ପସ୍ତ ମୌନ୍ମକ ସଂଖ୍ୟା, ଯଥା : 2, ଜିମିଭ୍‌ ୨” < × ହୁଏ, କେବଲ 

ସେଦ୍ସ ସମସ୍ତ ୨ କମିଦ୍ତ 10 ୬ ନଅ ଓ ସେମ୍ଭାନଙ୍କର ସୋଗଫଲ 5S log p ଅଃ । 
p< x 

ସେହ୍ରଯର 5 10g »› - * * ଇତ୍ୟା୍ଦର ଅଥ ଭୁଝିବାଲୁ ହୁଏ । ଯଦଦ କୌଣସି ନ୍ଲର୍ଦ୍ 

p< x 
କମିଲା ୩ < 2 ଦୁଏ, ତେବେ 5 log p ରେ କୌଣସି ପଦ ରଦ୍ଦ୍ରପାରକ ନାହି 

1 
p< xm 

କାରଣ କୌଣସି  ଜମିଲ 9 < 2 ହେ ଦା ଅସମ୍ଭବ । ଏଣ୍ରି. < 2, ବା, 


“log x 
log x 
log 2 


L 
m 


(4 
, ଅଥାଲୁ› 


ଦହ୍େଲେ୍‌ S 10g ¿ ଷଦରଦୁତ ଦୁ ଏ । ଏଣ୍ଧ 
Pp 
p< xm 
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୮ 9 ରାଶି୍ତ୍ତୁ 


Pi 1 
v (x)= r (x) +r (x7)4 (x8) Fee 
ଏହ ଷ୍ରେଣାରେ oe ଠାରୁ ଅଧକ ପଦ ରଦ୍ଧ ପାରବେ ନାହି । ସୁନ, 


log 2 
» (x)= ¥ log p< ¥ log x<x log x 
p<x pox 


ଅଃ । ଏଣୁ ସଦ୍ଦ >= 2 ଡ଼ୁଏ„ ଢେବେ 
1 pi 2 1 
" ନ <x log (x™) < x” log x<x” log x 
ହେବ ; 
ସଂଳତଃ, 
N\ 2. 1 1 
vx) — (x) = (x1) + o( x8) + p(x) +e + pl x) 
ee ହେରୁ, 
2 1 
v(x) — (x) < <Hlogx+ x2 logx+---+ x" logx (N—1 


logx 
log2 


G N < 


ସଂଖ୍ୟକ ପଦ) ହୁ logx-—2~ 


ଡ଼ୁଏ । ଫଲଉଃ, 
1 2 
v(x) =» (x) +0{ x logx) } 
ଅଣ ! 
ଅବଶ୍ଯ ଏହା ନ୍ପଷ୍ଣ ସେ, ୪(×) >୭(×) ଅଖ । ଆମ୍ଭେ ଜମ୍ପରେ ସ୍ତମ୍ଥାଣ 
କରବ୍ଧ୍‌ ସେ, ± > 2 ହେଲେ 
(<) (x) < Bx | (B>0) G6 
(2) Ax <¥(x), (A<0) 
ହ୍ନେବ । ଏହା ସହ 
1 2 
v(x) = v(x) + Of x7 (logx) } 
ର ବ୍ଯବହ୍ରାର ଫଂଜରେ ଏହ୍ବା ମ୍ପସ୍ସ ହ୍ଵେବ ଯେ, ୪-୬» ୦୦ ହେଲେ 


0<A<“W WL 
x xX 


ଅଶଛେ | 
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ଗାଣିଛଳ ସଲନ $୮୩ 


(<) ର ନମାଣ : ମଜେକର (2 + 1) ସଖ୍ଯକ ମରସ୍ତରଠାରୁ ଭନ୍ତ ଦାର୍ଥ 
ଦଆସାୱଚ ଛୁ; ଏମ୍ାନନ୍ତ ମଧ୍ୟରୁ m ସଂଖ୍ଯକ ପଦାର୍ଥ ବାଛୁ ଜେବାଷାଲି,"+! 
ସଂଖ୍ୟକ ଉପାସ ଅନ । ଏଣ୍ଡ ଠନ "* ! ଏକ ପୁର୍ଷ୍ଣ ମଖ୍ୟା, ଅର୍ଥାତ, 


(2m+1)! _ (2m + D(2m)- (m+ 2) 

m! (m+1)! m! I 
ପୁଣ୍ମି ସଂଖ୍ଯା ଅଃ । ଏହା (1+ 1)*”*ର ର୍ଦ୍ଧଘାଝସ୍କ୍‌ ସ୍ତସାରଣ (Binomial 
expansion) ରେ ଦୁଇଥର ମିଲେ | ସ୍ଭର୍‌ଂ, 24 < 2""* ! , ଅ୍ଥାନୁ, M< 2? 
ଅଟେ । 


= M(ମଜେକର) ଏକ 


ସୁଜଶ୍ଡ (+1) ଠାରୁ ବୃଦ୍ରଷ୍ଠର ଓ (21+ 1) ଠାରୁ ଅନଧ୍ୂକ ଘତ୍ଯେକ 
ମୌଲକ ଗଣି 2 ଦ୍ରାଗ୍ଵ (2 + 1):(2m)( + 2) ବରାଳ, ମାନ ଏଦ୍ର ପ୍ରକାନ 
2 ଦାରା  ! ବଭଜ ଲୁହେଁ । ଏଣ୍ଡ 


m+i<P2m+1 
ଅର୍ଥାଜୁ› 


»(2m +1) — » (m+ 1)= 5S logP < logM 
< 2m log2 m+1i1<P<2m+1 
ମନେକର (1. ¬ 1) ଠାରୁ ଅନଧ୍ବକ ସ୍ତଭ୍ୟେକ  ନମଚିଦ୍କ (୩) < 27 log? 
ଅଛେ | ଢାହ୍ଵାହେଲେ, ସଦ୍ଦ , ସୁିଗ୍ଧ ଏକ ସଂଖ୍ୟା ହୋଇଥାଏ, ଭେବେ 
»(no)= »(no—1) < 2(no 1: l0g2 < 2n,. log2 ହେବ | ଘୁଜଶୁ, 
ସବ୍ଦ ଆ ଏକ ବ୍ର୍ୁଚ୍ଧ ସଂଖ୍ଯା ହୋଇଥାଏ ତେବେ ୩୨ = 2+ । ନେଇ ଆମେ 
୪ (2m + 1 - ୬? + 1) < 2m 1092 ବ୍ୟବହାର କବବ୍ଧ, ଏବଂ, (+1) 
< ୩. ¬ 1 ହେଇୁ› 
»(n,)= 2m + 1) =v 2m +1) ~— (m+ 1) + (m+ 1) 
< 2m log2+2(m+1) log2 
= 2(2m + 1) log? = 2n,. log2 
ହେ | ଣ୍ଣ ୨. ସାଦ। ହ୍ରେଲ୍‌ନା କାହ୍ଧିଲ 
”(n.) < 27. 102 ହେବ | ମାନ 
r(2) = log? <. 2-2 log2 ; 
ଏଣୁ 2 = 1 — 1 ଜେଇ ଅମେ 
» (3)< 2-3 log2 
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um ର୍ଵଣିଉତ୍ତୁ 


ପାଇବ୍ଧ 1 ସଂଲଢଃ, (4) < 24 102 ହେବ । ଏହ୍ରାର ଦ୍ଯବଦ୍ରାର 
ସଲରେଂ(5) < 2-5 10 2 ହେର । ସୁନ, »(n) < 2n log2 - ଏହା <n, ¬ 1 
ନମ୍ମିଷ୍ଵ ସଭ୍ଯ ଦହ୍ରୋଇଥରଲେ ୩ = ପାଇଁ ସଭ୍ଯ ହୁଏ । ଏହା = 2) 3, 4› 5› 
ପାଲି ସକ ହୋଇଥବାରୁ ॥ = 6 ପାଲି ସଭ୍ୟ ହେବ । ଅଣା, ଏହା =2, 3, 4; 
5, 6 ପାଇଁ ସଢ୍ୟ ଅଝଵେ । ଏଣ୍ି ଏହ୍ରା ^ = 7 ପାଇଁ ସଭ୍ଯ ଦ୍ରେବ । ଏଦ୍ସୁପର୍‌ ଅଗ୍ରସର 
ହେଲେ ଆମେ ଦେଖୁ ସେ, 20ାରୁ ବୃଦଦ୍ର ପ୍ରତ୍ୟକ ପାଇଁ 

v(n)<2n log2 
ସତ୍ୟ ଅଃ । 


(?) ର ସଞାଣ : ମନେକର 2 ଏକ ମୈ!ଲକ ସଂଖ୍ୟା, < n ଓ 
r(n, p) = Huu ବତ mm) । = | 
Dp Dp Dp m>1-? 


ବଣ୍ଜି୍ମାନ 1, 2› 3› 4, 5, “+ -, ମଧରେ ଠିକ୍‌ Hi ଗଣି ର ଗୁଖିତଳ, 
D 


ଠିକ୍‌ EE | ସଂଖ୍ଯକ ଗ୍ଵଶି ୬ଂର ଗୁଣିଭକ, ଠିକ୍‌ 2 [ଶକ ରାଣି ୬ଂର ଗୁଣିଭକ, 
p° Pm 
ଇଡ୍ୟାଦ୍ଦ । 
ଏଣ୍ଡ 


pls I+L%) + 5] + eee ees 


ରେ କେବଲ ର ଗୁଣିଉକମ୍ମାନ ଏକ ଅର୍‌ ପାଲି, କେବଲ ”ର ଘୁଣିଭକମ୍ଭାନ ଦୁଇଥର 
ପାଇଁ, କେବଲ ନର ଗୁଣିଭକମାନ ଭନ୍ଲଅର ପାଇଲି, କେବଲ ର ଗୁଣିଭକମ୍ଭାନ 4ଅର 
ପାଇ, * *, ଅଛୁ | ଅଚଏବ,  ! =] „ 2, 3, 4› 5,“ “ଆରେ ର ଘାଉ >» (n, 2) 


ହ୍ନେବ । ସୂତ୍ତର୍୍‌ଂ, 
ni=[[ pt 
pn 
<, N n=CM =[] Pp fo ହେଲେ, 
Wn) p< 2n 


k=2 [22 (= ] 
2 FE ର) 
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ଗାଣଭଉକ ଫଳନ 


ହେବ । ସଭ 2 ] ଏକ ସ୍ଥଗ୍ଧ ସଖ୍ଯ ହ୍ରୋଇଥାଏ, ଡେବେ 
D 


5 ୫ 


(=]- |) =0 ଓ ଯଦା 27 | ଏକ ବସ୍ଥଗୁ ସଂଖ୍ଯା ହୋଇଥାଏ, 
Pp Pp p ଝା 


ni 
ରବ [ 2; | -of = = ଡ୍େବ । ସୁଜଣ୍ଡ, ୬” > 2 ହେଲେ E = 
p p” pa 


¬ 7 
= [ ହେବ । ବଲ୍ଭମାନ, ୬” >> 20 ହେଲେ, m 


~ log 2n ° 
m> log ofp ଅଛେ । ସୁ୍ର୍ଵଂ › 


ijogp > log 2n, ବା, 


TE 2 log 2n 
Ks F nf [= ]) < (Ee ees । ଫଲତ୍ତଃ; 


PN [22 |loep = v2m) ହେବ । 


p< 2n p € 2n 


(2n) ! _n+1 n+2n+3 
|G N=\#/U zz SP ht NS 
4 (n \)? 1 2 3 


y(2n) >logN >log(2") =n log2 
ହେବ | ସୂଭରୁଂ, (2 + 1) > J (2n) > n log2 ମଧ 
ସଦ୍ଦ ୪ = 2 ହୁଏ, n=[ = | > । କଅ | ଢାହାହେଲେ, 
V(r) > ¥(2n) =n log? > ix log2 
ହ୍ରେବ । f 
(<) ଓ (› ) ଲୁ ଆମେ ଜମ୍‌ ମକେ ଲେଖିକ୍ , ଯଥା : 
(<) r(x) < 2log2*x 
(2) V(x) > log2-‘x 
ସୁନଶ୍ବ log2=1-g+g- 4+ 5+ 
() ¥) <(g)x, G6 


(°) V(x) < §x 
ଲବ । 


2” > 2" ଅଃ । ଏଣ୍ର 
n 


ହେବ । 


eee eee ହେତୁ ଏଣରରୁ 
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୮୭ ଗଗ 


ଉପର ପ୍ଦଦ୍ଦ ସଧର୍କମ୍ମାନ ୍ଥାଳିତ ନୁହେ । ଏହ୍ରା ସ୍ତମାଣର ପ୍ରଣାଲାରୁ ସୁ ଷ୍ଟ । 
ରୁଷସ୍ବ ଗାଣଭତକ ବେବଗେଙ୍‌ (chebychef) ସାସ୍‌ ୯୫୧ ଗ୍ୁଷ୍ତ୍ାଲରେ ଏରୁଡ଼କର 
ପମ୍ଭାଣ କରଥଲେ । ଏରୁଡଳରୁ ନ୍ତ ଭଥ୍ଯ ସୁଞ୍ପଣ୍ତ ହୁଏ । 


ଚେବତଶସ୍‌ଙକ୍ଂର ସ୍ତମେସ୍ଟ (Tchebychef’s Theorem) : ଯବ 
2% ତ ହେବ | ତେବେ, 


v(x) yx) 


ars logx ~ logx 


ହେବ । ସଲ, ଦୁଇ? ନର୍ଦଘଷ୍ଟ୍ର ଧନାସ୍ପଳ ଗଣି ଥି ଓ ଚ ଅଛୁ, ସନ୍ଧମିଦ୍ 


gogo (x —-» = ) 
x 
ସଭ୍ୟ ଅଃ । 
ସ୍ତମାଣ : ସରଥମ୍ଭଭ, (2) = yy logp < logx »Y 1 =logx7(x) 
p<x DPE x 
ଅଃ | ଏଣୁ, 


1 
r(x) > 22) v(x) _ lx) +0 {xP (logx) } 4 x 
logx logx Pog (x—» co ) 


ହ୍ନେବ । ଅପରପଷ୍ଷେ 7() < 2 ହେରୁ , ଯ୍ଦ 0 < ୪< 1 ହୁଏ, ଭେବେ 
n(x) > y log p> (1 —$)(log x) 2 1 
x 6 <p<ex x <p x 
=(1—o)(log x){7 a 
>(1-—s)(log x) {7 (x) — x! _ 
ଅଥାଢୁ, ୪() < 10g (×) ହେଭୁ, 


1 —6 


}} 


»(x) A Sat 4 _ x) 
po (x) <2 = ବା, 


1 < "lxrlog x 4x1 log x4 1 
r(x) r(x) | 
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ଗାଣିଭୃକ ସଂଲନ ୮୭ 
ହ୍ବେବ । ସେ କୌଣସି ଧନାସ୍ପକ ଗ୍ଵଣି € ନମ୍ମିଦ୍ତ୍୍‌ ଏପର୍‌ ଏକ 8 ନଅ, ସେଧର 
ges € ହ୍ରେବ | ଜସ୍ପରେ ଏପରି ଧକ 2 ବାଚ୍ଥଃ ସେପର ×% > × ହେଲେ 


oe x cg ¿5 € ହେନ । ଏହା ସଂଜରେ ସମ୍ତସ୍ତ > 2 ନମି 


w(x) loi ® 
i= 


ହ୍ରେବ । «< ସେ କୌଣସି ଏକ ଧନାସ୍ପକ ଗ୍ଵଣି ହୋଲଏବାରୁ › 
X% ତ୦ ହ୍ବେଲେ, 
ସୀମା ୮72 108 = ¡ = ସଜା ୮2) 108 × 
(x) yx) 
ହେବ । ସୁନଶବ, × > 2 ଦେଲେ, ୭(%) < § × ଓ (×) > &× ହେରୁ , =» 
ହ୍ବେଲେ, 


2 < ସୀମା ¥ 2 = ସୀମା "(2/02 ± 
xX xX 


<i+€ 


ହେବ । 
ଏଠାରେ ବଢ୍ରବ୍ଯ ସେ, ୯୮୯୬ ଗ୍ରଷ୍ଟାବ୍ରେ ଜଣେ ସଂଗ୍ଵସ୍ୀ ଗାଣିଭକ ଉ ମ୍ବ ତ୍ତ 
ସ୍ସିଜ୍‌ (de 1a vallee Pousin) ପ୍ରଥମଥର ପାଇଁ 4 = 1 = ବୋଲ ପ୍ରମ୍ଥାଶ 
କରଥ୍ଲେ । ଏହ୍ରାହ୍ତି ହେଉଛୁ, ସୁବଖ୍ଯାଭ୍ତ ମୌଲକ ସଂଖ୍ଯା ପ୍ରମେସ୍ଟ୍‌ (The Prime 
Number Theorem) : ଏହାର ବହୁବଧ ସ୍ତମ୍ଭାଣ ଅଛୁ । ସେମ୍ଭାନୟ୍ର ସବଣେଷ 
ବସ୍ଥାରଣ ଜମିତ୍ତ୍‌ ନମ୍ବ ସୁ ସ୍ତକମ୍ଭାନ ଦେଶ । 
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ଓଡ଼ଶା ରାକ୍ୟ ପ୍ରାଠ୍ୟ ପୁସ୍ତକ ପ୍ରଣୟନ ଓ ପ୍ରକାଶଜ ସଂସ୍ଥା ଦ୍ଵାରା 


ଘ୍ରକାଶ୍୍ତ ଗଶିଭ୍ତ ସମ୍ବନ୍ଧୀୟ ଅନ୍ୟାନ୍ୟ ପୁସ୍ତକ 


ଇଣ୍ଡରମିଡ଼ଏ୫୍‌ 


ଦ | କଳଜ ଗଶିଡ (<ମ ଖଣ୍ଡ ପସେସର ବାମ୍ଥାଚରଣ ଦାସ 
2 । ସ୍ଥାନାଙ୍କ କ୍ଯାମିଡ (ଧମ ଭଗ) ପ୍ରଫେସର ବ୍ରଜବନ୍ଧୁ ମିଶ୍ର 
ଲ । ମଦ୍ରାବଦସ୍ତାଳୟ ଭ୍ରିକକୋଣମିତ ଅଧାଷକ ଭୁବନାନନ୍ଦ ରସ୍ 
୪ । ସ୍ତାକ୍‌ ବଶ୍ର ବଦ୍ଯାଳ୍ 

ଘଜଜ୍ଯାଜଭିତ ଅଧାପକ ଶଚୀହ, ଚନ, ଦାସ 
୫ | ପ୍ରାକ୍‌ i: 
ବାକଗଣିତ ଡକଲ୍ଟର ଘଜଣ୍ଯାମ୍ମ ସା୍୍ତଲ 


୬ | ଗତ ବଙ୍କାନ ପ୍ରଫେସର ସଙ୍କର୍ଷଣ ନହାପାନ୍ଧ 
୭ | ସ୍ଥିତ ବଜ୍ଞାନ ପ୍ରଫେତ୍ତର ସଙ୍କରର୍ଷଣ ମହ୍ରାପା୍ 
— 
ଵି. ଏସ ସା. 


୮ । ଉଚ୍ଚତର ଭ୍ରିକୋଣସିକ 
ପାସ ଓ ଅନର୍ସ ଆଅଧାଷକ ଶର୍ଚ୍ଚ ୍ଟ ଚହ, ଦାସ 


୧। ଉଚ୍ଚତର ବୀଜଗଣିତ ଡକ୍ଟର ଜୀନକେତନ ଦାସ 
ପାସ ଓ ଅଳର୍ସ 
୯° | ସମୀକରଣ ସିଦ୍ତାକ୍ତ ଡକ୍ଟର ରଞ୍ଜନ ରୟ ଯାଠୀ 
[ଏ 
ଅର୍ସ 


< । ଶଙ୍କଚ୍ଛେଦର ବଣ୍ରେଷଣା- ଏ. କେ, ଅସ ଅଥ 

ମ୍ମକ କ୍ଯାଇି ଅଜ୍‌ବାଦଧକ ଆଅଧାପକ ଶଙ୍ଚ ହ, ଚନହ୍ଦ, ଦାସ 
୪ । ଵ୍ରି ମାଢ୍ରିକ ସ୍ଥାନଙ୍କ କ୍ାଜିଛ ଆର. ଜେ. ଝି. ବେଲ 

ଏକ ସ୍ରାରମ୍ତ୍‌ କ ସ୍ଜୀକ୍ଷା ଅନୁବାଦକ ଡକ୍ଟର ନରଞ୍ଚନ ର୍ନ ପାଠୀ 


୯୩ | ସଂଖ୍ଯା ପରଚ୍ଟ ଅଧାପକ ଭୃବନାନତଦ ରବର 
୯୪ । ଶେଷ୍ଠ ଗରିତଙ୍କଙ୍କ ଜୀବନୀ ଡକ୍ଟର ଘନଣ୍ଯାମ୍ଭ ସା୍ତଲ 
୯୫ | ରାମାନକଙ୍କ ଜୀବନୀ ଡକ୍ଟର ଜେ, ଏନ୍‌. ପଃ ନାୟକ 


୬ | ଗଣିତର ଇଡନଦ୍ରାସ ଅଧ୍ଧାପକ ଗ୍ୟାସ୍ବଚରଣ ମହାନ୍ତ 


oh 
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